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Uvod

Tato kniha je souborem piispévku vzniklych jako doprovodny material
k prednaskam, které budou v tomto roce poradany na Matematicko-
fyzikdlni fakulté Univerzity Karlovy v Praze, a to v rdmci projektu
ZvySovani kvality matematického vzdéldvdni na strednich skoldch: mo-
tivace ke studiu a priprava k matematickym soutéZim a olympiddam.
Sleduji pfitom zadani tloh domaéaciho kola 70. ro¢niku Matematické
olympiady pro zéky stfednich skol, pticemz kazdé tloze je vénovan jeden
prispévek.

Tym autoru sestdva na jedné strané ze zkuSenych pedagogu Mate-
maticko-fyzikalni fakulty, a na strané druhé z jejich studentt, kteii v Ma-
tematické olympiadé slavili v neddvné dobé znamenité tspéchy. Spojuje
je zna¢nd zkuSenost s tulohami typickymi pro MO, o kterych vs§ichni
autofi casto pfedndseji, at uz pro soutézici, nebo pro pedagogy stiednich
skol. Kazdy z autoru ke svému piispévku pristoupil ponékud odlisnym
zpusobem a v malé mife doslo i k ur¢itému piekryvu témat.

Spoleénym rysem vSech ptispévku je jejich hlavni tcel. Jejich cetba
mé nejruznéj$im zpusobem usnadnit feseni tloh MO. Sbornik je uréen
na prvnim misté stfedoskolskym profesortium, jimz muze prinést inspiraci
pro péci o talentované zaky v semindafich ¢i pii individualnich konzul-
tacich. Véiime vsak, ze je vhodny i pfimo pro nadané studenty. Aniz
by jim vyzradil feSeni uloh, muze je k tspésné ucasti v tomto roc¢niku
MO povzbudit. Z dlouhodobého hlediska véifime, ze predstavena latka
a ulohy jsou vhodnym obecnym studijnim materidlem pro adepty MO
i pro vSechny talentované zaky.

Vsichni autofi by radi podékovali obéma recenzentum za peclivé
precteni vSech kapitol a za fadu cennych ptripominek, které vedly ke
zlepSeni textu.

Praha, zari 2020 Zbynek Sir, Zdenek Halas
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PRVOCISELNA RESENI ROVNIC

ToMAS BARTA

Tento text obsahuje nékolik 1loh tykajicich se hledani prvociselnych
feSeni rovnic, tj. iloh podobnych tloze 70-A-I-1 matematické olympiddy:

Na tabuli jsou napsana (ne nutné riznd) prvocisla, jejichz soucin je
105krat vétsi nez jejich soucet. Urcete vSechna napsand prvocisla, pokud
jich je (a) pét; (b) sedm.

Hlavni roli pfi feSeni této ulohy hraje délitelnost. Druhou ingredienci,
kterou lze pii feSeni vyuzit, jsou odhady, které nam feknou, ze hledana
prvocisla nemohou byt moc velkd. Nize najdete dvé kapitolky vénované
témto dvéma tématum (délitelnosti a odhadum), a pak tieti kapitolku,

VVVVVV

1 Navodné tlohy — délitelnost

Zkusme se nejprve zamyslet nad nasledujici tlohou.

Uloha 1.1. Soucet ti% prvocisel je 2021 a vydélime-li jejich soucin
cislem 2021, ziskdme celé c¢islo. Urcete toto cislo.

Reseni. Oznacme tato prvocisla a, b a c. Ze zaddni vime, ze jejich soucet
a+ b+ c= 2021 a abc = 2021k pro né&jaké prirozené k, které hledame.
Protoze prvociselny rozklad ¢isla 2021 je 43 - 47, musi nutné byt jedno
z prvocisel a, b, ¢ rovno 43 (necht je to a) a druhé 47 (necht je to b).
Tieti prvocislo ¢ tedy musi byt rovno hledanému k. Rovnice pro soucet
prvocisel dava 43 + 47 + ¢ = 2021, odkud ¢ = 1931, coz je prvocislo.
Hledané ¢islo je 1931. O

Uloha 1.2. Souéet 2020 prvocisel déli jejich soucin. Urcete nejmensi
z téchto prvocisel.

Resend. Kdyby byla viechna prvocisla lichd, byl by jejich soucet sudy,
ale jejich soucin je lichy, coz je spor. Tedy aspon jedno prvocislo je sudé,
proto nejmensi z téchto prvocisel je dvojka. O

Uloha 1.3. Soucin Ctyr prvocisel je 0 osm mensi neZ dvojndsobek souctu
jejich druhych mocnin. Najdéte tato prvocisia.
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Resend. Sestavime rovnici: abed + 8 = 2(a® + b% + ¢ + d?). Jisté abed
musi byt sudé, tedy jedno prvoéislo je dvojka, necht je to a. Po dosazen{
dostavame

bed = b? + ¢ + d>. (1.1)

Podivejme se na zbytky po déleni tfemi. Zbytek samotného ¢isla muze
byt 0, 1 nebo —1, proto zbytek druhé mocniny je 0 nebo 1 (protoze
(3k+1)? = 9k24+-6k+1 = 3(3k>42k) +1). Rozeberme nyn{ t¥i moznosti:
1. Pokud zadné z Cisel neni délitelné tfemi, pak je prava strana rovnice
délitelna tfemi a leva neni, coz je spor. 2. Pokud méame jedno
nebo dvé ¢isla délitelna tfemi, pak je leva strana délitelna tfemi,
ale prava strana nikoli, coz je opét spor. 3. Pokud jsou vSechna tfi
prvocisla délitelna tfemi, pak jsou to trojky a rovnost je splnéna.
Jedinym feSenim je tedy ¢tvefice 2,3, 3, 3. O

2 Navodné ulohy — odhady

V nékterych rovnicich je vidét, ze funkce (jedné nebo vice proménnych)
na levé strané rovnice roste rychleji nez funkce na pravé strané rovnice.
Napft. pro velka ¢isla plati, ze soucin Cisel je vétsi nez jejich soucet, soucet
patych mocnin je vétsi nez soucet druhych mocnin a podobné. U ta-
kovych rovnic je mozné udélat odhady, a dojit k tomu, ze feSeni budou
mensi nez néjaka mez. Pak uz tieba stac¢i vyzkouset nékolik moznosti,
abychom nasli vSechna feSeni. Ukazeme si na nékolika tlohach, jak ta-
kové odhady délat.

Uloha 2.1. Soucin ti prirozenych ¢isel je o 15 vétsi nezZ jejich soucet.
Ukazte, Ze asponi jedno z cisel je mensi nebo rovné dvéma.

Resend. Sestavme rovnici: abc = a 4+ b + ¢ + 15. Pfedpoklddejme pro
spor, ze jsou vSechna tii Cisla vétsi nez dva a chceme ukézat, ze leva
strana rovnice pak bude nutné vétsi nez prava strana. Predpokladejme
bez Gjmy na obecnosti a > b > ¢ > 3. Pravou stranu muzeme odhadnout
a+b+c+ 15 < 3a+ 15 (vyuzijeme, Ze a je nejveétsi ze tif ¢isel). Levou
stranu chceme odhadnout zdola tak, aby ndm zmizelo b a c¢. Vyuzijeme
tedy toho, ze b, ¢ > 3 a ziskdme abc > 9a. Dohromady méme 9a < abc =
a+b+c+ 15 < 3a+ 15, tj. 6a < 15, coz je ale spor s a > 3. O

Uloha 2.2. Soucin nékolika prirozenych cisel véetsich nezZ jedna je roven
dvacetindsobku jejich souctu. Dokazte, Ze ¢isel je mejvyse osm.

Reseni. Méme rovnici 20(a; 4 - -- + ax) = ay ... ar. Chceme ukézat, ze
je-li ¢isel hodné, pak bude pravéd strana nutné vétsi nez leva strana.
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Bez djmy na obecnosti predpokladejme, ze ap > -+ > a1 > 2. Pak
20(ay + - -+ ay) < 20kag a aj . ..ag > 28 tay, tedy

20k > 2871, (2.1)

Je tfeba dokézat, ze tato nerovnost neni splnéna pro zadné k veétsi nez
osm. Vidime, Ze pro k = 9 nerovnost neplati, a tim spi§ nebude pla-
tit pro zadné vétsi k, protoze prava strana nerovnosti roste rychleji.
Presnéji, s vyuzitim matematické indukce: pokud pro néjaké k > 9 plati
20k < 2F=1 pak pro k + 1 mame

k+1
20(k+1):20k% < 20k-2 <2812 =29k

tj. 20(k + 1) < 2+1D=1 Tim je ditkaz hotov. O

3 Slozitéjsi ulohy

snazsi vyjadfovani zavedeme znaceni ¢ = b mod z, coz Cteme ,a je
kongruentni s b modulo z“ a znamena to, ze a a b maji po vydéleni ¢islem
z stejné zbytky. Napf. a =1 mod 2 znamenad, ze a je liché. Kongruence

pokud si uvédomime, ze plati:

Véta 3.1. Pokud celd ¢isla a, b, ¢, d a prirozené ¢islo z splnuji a = b
mod z a ¢ =d mod z, pak také plati

e a+c=b+d mod z,

e a—c=b—d mod z,

e ac=bd mod z a
k—

e o =bF mod z pro kazdé prirozené éislo k.

Jako tresnicku na dortu zde uvedeme tzv. Malou Fermatovu vétu
a jeji dusledek:

Véta 3.2. Je-li p prvocislo, pak pro libovolné prirozené cislo a plati
a? =a mod p.

Disledek 3.3. Je-li p prvocislo a prirozené ¢islo a neni ndasobkem p,
pak plati a?~' =1 mod p.
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Dukazy vyse uvedenych tvrzeni a dalsi fakta o kongruencich a délitel-
nosti, jakoz i ulohy na procvi¢ovani muzete najit napiiklad ve dvou
textech uvedenych nize v sekci Literatura.

Uloha 3.4. Najdéte vsechny dvojice prirozenyjch ¢éisel, pro néz je splnéna
rovnost a* + b* = 650ab + 2500.

Reseni. Protoze prava strana je délitelnd padesati, budeme zkoumat
délitelnost mocninami dvojky a pétky. Zaénéme délitelnosti dvéma.
Prava strana je jisté sudd, tj. obé ¢isla a, b maji stejnou paritu. Kdyby
byla obé ¢isla sudéd, je leva strana délitelnd Sestnécti, ale prava strana
neni délitelnd osmi (protoze 650ab je délitelné osmi a 2500 nikoli). Tedy
obé ¢isla musi byt licha. Pravé strana je urcité délitelna péti. Uvédomme
si, ze a* a b* davaji po délelni péti vzdy zbytek 1 nebo 0. To plyne bud
ihned z dusledku Malé Fermatovy véty, nebo si to 1ze rozmyslet pomoci
kongruenci: Je-li @ = +1 mod 5, pak a* = (£1)* = 1 mod 5 a je-li
a = +2 mod 5, pak a* = (£2)* = 16 = 1 mod 5 a evidentné pokud
5 | a, pak také 5 | a*. Tedy levd strana rovnice je délitelnd péti, jen
pokud jsou obé ¢isla délitelnd péti. Oznatme nyni a = 5¢, b = 5d, ¢, d
jsou lichd. Vydélime celou rovnici éfslem 5% a ziskame c* 4 d* = 26¢cd +4.

Nyni si uvédomime, ze hledand ¢isla nemohou byt moc velka, protoze
pak by leva strana byla o hodné vétsi nez prava strana. Zkusme provést
odhady. Bez tjmy na obecnosti piedpokladejme ¢ < d. Pak ¢* + d* > d*
a 26cd + 4 < 26d®> + 4. Dohromady mame d* < 26d? + 4, neboli
d*(d?> —26) < 4. Tedy d < 5 a ¢, d mohou nabyvat pouze hodnot 1,
3, 5. Nyni staci vyzkouset Sest moznosti (1, 1), (3,3), (5,5), (1,3), (1,5),
(3,5) a zjistime, ze vyhovuje jen dvojice (1,3). VSechna feSeni puvodni
rovnice jsou dvojice (5,15) a (15,5). O

Kdybychom nechtéli zkouSet Sest moznosti, muzeme je$té jednou
pouzit délitelnost péti: pokud by nékteré z cisel ¢, d byla pétka, pak
26cd +4 =4 mod 5, ale ¢* + d* je kongruentni s 0 nebo 1 (jak uz jsme
zjistili vyse pro a, b). Z4dné z éisel ¢, d tedy nemuze byt pétka. Pak je ale
c*+d* =2 mod 5 a odtud plyne, Ze 26cd =3 mod 5, tj. cd =3 mod 5
(protoze 26 = 1 mod 5), ¢emuz ze zbyvajicich ti{ dvojic vyhovuje jen
(1,3).

Uloha 3.5. Ukaste, ze rovnice a® 4+ b° + & = 5(a + b + ¢)? nemd
prvociselné resent.

Resend. Opét si viimneme, ze kdyby ¢isla a, b, ¢ byla velkd, bude leva
strana o hodné vétsi nez prava strana. Pfedpokladejme tedy bez djmy
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na obecnosti, ze a > b > ¢ > 2 a odhadujme nejprve levou a pak pravou
stranu:

a®+ 0+ >a®+324+32, 5(a+b+c)? <5(3a)? = 450°.

Dohromady méme a® +64 < 4542, tj. 64 < a?(45—a?) a tedy a < 3 (pro
a > 4 bude pravé strana posledni nerovnosti zdpornd). Vsechna tfi ¢isla
jsou tudiz dvojky nebo trojky. Nyni staci rozebrat ¢tyri moznosti, nebo
si vSimneme, ze dle Malé Fermatovy véty dava leva strana rovnice po
déleni péti zbytek a4+ b+ ¢ a prava strana je délitelnd péti, tedy a+b—+c
je délitelné péti. To ale neni mozné, protoze 6 =2+2+2<a+b+c <
3+3+3=09. O

Ve skutecnosti jsme ukézali, ze dana rovnice nemd feSeni v pfiro-
zenych ¢islech vétsich nez jedna, jiné vlastnosti prvocisel jsme v feSeni
nepouzili.

Uloha 3.6. Urcete vSechny dvojice prvocisel a, b pro néz
20+ 3" 4+ 7" = ab.

Resend. Mald Fermatova véta fikd, ze vyraz na levé strané dévé po
déleni prvocislem b zbytek 2 + 3 + 7 = 12. Protoze prava strana rovnice
je deélitelnd b, mame b | 12, tj. b = 2 nebo b = 3. Pro b = 2 snadno
dopocitame 4+9+49 = 2a, tj. a = 31. Pro b = 3 mame 8+27+7-49 = 3a,
kde leva strana je 35+47-49 = 7-54, tj. a = 7-18, coz ale neni prvocislo.
Jedinym feSenim je tedy a = 31, b = 2. O

Literatura

[1] F. Vesely: O délitelnosti ¢isel celych. Mlada fronta, Praha, 1966.
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403560

[2] J. Svoboda, S. Simsa: Seridl — Teorie ¢isel I, II, III. 33. rocnik
matematického korespondenéniho seminare,
http://mks.mff.cuni.cz/archive/33/serial.pdf
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VYSKY A OSY STRAN V TROJUHELNIKU

7ZBYNEK SiR

Mnoho geometrickych tloh se tyka vyznaénych piimek a bodu
v trojuhelniku. Takovou tlohou je i 70-A-I-2 matematické olympiady,
jejiz zadéni zni:

V ostrouhlém trojuhelniku ABC' lezi na strané BC body D o E taok,
Ze D je mezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je takovy bod,
ze FD||AB a FE||AC. Dokazte, ze |FB| = |FC|.

V tomto piispévku se pokusime ¢tenaie motivovat k moznému syn-
thetickému i analytickému feSeni této tdlohy. Nasim vychodiskem budou
pritom piedevsim ruzné dukazy zndmé poucky o spole¢ném pruseciku
vysek v trojuhelniku.

1 Osy stran

Pojmem, ktery je mozno nejsnadnéji uchopit, je osa strany. Nasledujici
popis je trividlni, ale uzite¢ny a zajimavy z hlediska budovani matema-
tiky.

Definice 1.1. Osa usecky AB je primka, kterd prochdzi jejim stiedem
a je na ni kolmd.

Je velice zajimavé, Ze tento pojem vyuzivajici v podstaté jen kolmosti
nam piimo popiSe vyznamnou mnozinu bodu.
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Lémma 1.2. Méjme ddny dva ruzné body A a B. Pro libovolny bod C
plati, Ze je od obou stejné vzddlen, tedy |AC| = |BC|, prdvé tehdy, kdyz
lezi na ose tusecky AB.

Zduraznéme, ze tvrzeni mé tvar ekvivalence, coz se muze v ruznych
tlohach hodit. Jinymi slovy, osa Usecky je pravé ta mnozina bodu, které
maji stejnou vzdalenost.

Toto jednoduché lémmaéatko nebudeme formalné dokazovat. Bylo by
to mozné z nékterych jednoduchych vét v Eukleidovych Zdkladech, po-
moci Pythagorovy véty ¢i analyticky. Ve skutec¢nosti ale toto tvrzeni,
které dava do souvislosti kolmost a rovnost vzdalenosti, patii do samych
zékladu a vychodisek geometrie. Mohlo by byt povazovano za zjevny po-
stulat.

Véta 1.3. V libovolném trojuhelniku ABC' se osy stran AB, BC o CA
protinaji prdvé v jednom bodé.

Dikaz. Osy o, a o, nemohou byt rovnobézné (protoze v trojihelniku
nejsou rovnobézné usecky BC' a C'A), a proto se protnou v bodé, ktery
ozna¢ime S. Protoze S € o, plati |[BS| = |CS|. Protoze S € o, plati
|AS| = |CS|. V dusledku tedy i |[AS| = |BS| a tedy S € o. O

2 Vysky
Nyni pokroc¢ime k ponékud obtiznéjsimu pojmu vysky.

Definice 2.1. Vyska v trojiuhelniku je primka vedend libovolnym ze tri
vrcholid a kolmd na protilehlou stranu. Trojuhelnik md tedy vZdy ti vysky.
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Pokud mé nékdo ze ¢tenaiu to §tésti, ze dukaz nésledujiciho tvrzeni
nikdy nevidél, velice doporucuji pokusit se diikaz samostatné vymyslet.
Ukazuje se, ze bez znalosti jistého triku nebo bez pouziti analytickych
vypoctu to neni jednoduché. My si vsak ukdzeme dva dukazy, které se
pravé o uvedené prostiedky opiraji. Délame to zejména proto, ze jsou
vhodnou motivaci k podobnym feSenim soutézni ulohy.

Véta 2.2. V libovolném trojihelniku ABC se tii vysky protinaji prdvé
v jednom bodé.

Drikaz. Prvni dikaz je ¢isté syntheticky. Kazdym vrcholem vedeme rov-
nobézku s protéjsi stranou (tedy kolmici na vysku). Tyto tii nové piimky
jsou vzajemné ruznobézné a protnou se v bodech nového trojuhelniku
FEG.
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G

Vysky puvodniho trojihelniku ABC' jsou osami stran nového troj-
thelniku FEG a proto se protinaji v jednom bodé podle Véty

Druhy dukaz je ¢isté analyticky. Je pritom dtlezité dobfe si promys-
let, kolik vstupnich parametri budeme pouzivat. Na prvni pohled jich
je 6, totiz x-ové a y-ové soufadnice bodu Alay,ay], Blbg,by|, Clcs, ¢yl
S jejich pomoci bychom si mohli vyjadfit rovnice vysek, a pak ukazat,
ze se protnou v jednou bodé.

Ve skutecnosti ale muzeme trojihlenik posunout a otocit tak, ze bod
A je v pocétku, tedy a, = a, = 0, a navic bod B lezi na kladné césti
osy x, tedy by > 0 a by = 0. To bychom odborné nazvali nezavislosti
(invarianci) dokazované véty vuci shodnostem. Navic se vlastnost za-
chové, kdyz trojihelnik zvétsime nebo zmensime (nezédvislost na podob-
nostech). Proto muzeme volit b, = 1.

0.6

Ty, 04
vy 04

0.2
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Celkové tedy muzeme predpoklddat polohu bodu A[0,0], B[1,0]
a Clcg, ¢y], pracujeme tedy jen se dvéma parametry. Obecnd rovnice
Ve je ziejmé x = c¢,. Smérovy vektor vysky v, musi byt kolmy na vek-
tor AC' = (¢, ¢y) a tedy je to napiiklad vektor (—cy,c;). Tim ziskdme
parametrické vyjadieni primky vy

v x=1-tcy, y=0+tc,, teR

1—cy,
Cy
(cy je totiz nenulové, jinak by se nejednalo o trojihelnik), a tedy pro

prusecik dvou vysek plati

Pro prisecik s v, musi tedy platit ¢, = 1 —t ¢, ¢imz dostavame t =

2
Cx — C
O=v.Nvp=|Cy, —-21.
Cy

K tomu, abychom ukdzali, Ze i tieti vyska v, prochazi bodem O postaci,

ze vektory AO a BC jsou kolmé. To vsak snadno ovéiime skaldrnim
sou¢inem, protoze
2

A0 = <c$, C"”_%) , BC =(c;—1,¢,).

Cy

3 Dvé tdlohy na zaveér

Na&s prispévek zakon¢ime dvéma tilohami k samostatnému feSeni.

Uloha 3.1. Meéjme trojuhelnik ABC' s vyskami vg, vp @ ve a jejich pa-
tami P,, P, a P.. Dokazte, Ze v,, vy a V. jsou osami whli trojiuhelniku
P,P,P..

Uloha 3.2. Meéjme trojuhelnik ABC s vyskami ve, vy a v. a jejich
priseéikem O. Necht X je bod osové soumérné sdruzeny s O podle
primky AB a'Y stredové soumérné sdruzeny s O podle stredu strany
AB. Dokazte, ze X i Y lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC.
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RUZNA CISLA, KONSTRUKCE A ODHADY

MARIAN POLJAK

Pii préaci s obecnymi redlnymi ¢isly muaze byt uzitetné mit povédomi
o tom, které vyrazy se rovnaji za jakych podminek. V doméacim kole
matematické olympiady je zadana nésledujici iloha 70-A-I-3.

Méjme navzdjem ruznd kladnd redlnd ¢isla a,b,c. Urcete nejmensi
mozny pocet ruznych hodnot mezi vyrazy a +b, b+ ¢, ¢+ a, ab, be, ca,
abc.

V tomto textu se budeme zabyvat tilohami s podobnou tematikou.

Nejdriive je tieba si uvédomit, o co v dané tloze jde. Chce se po nés,
abychom uréili nejmensi pocet ruznych hodnot mezi sedmi vyrazy, které
jsou slozené z proménnych a, b, c. [’Hohy tohoto typu, kde chceme najit
minimum ¢ maximum néjaké veli¢iny, maji obvykle dvé ¢asti, odhad
a konstrukci. V naSem piipadé je tieba dokdzat, Ze ,méné nez tolik
hodnot to ur¢ité byt nemuze“. Konstrukei potom je néjaké chytré urceni
proménnych a, b, ¢, které tohoto vytouzeného minima opravdu dosahuji.
Je na nas, ktery z téchto kroku provedeme jako prvni, pro spravné feseni
jsou ale potieba oba.

Dulezité jsou i podminky na ruznost a kladnost ¢isel a,b,c. Kdy-
bychom je pro rozcvicku vypustili a tlohu fesili bez nich, feSeni by bylo
nasnadé: nastavenim a = b = ¢ = 0 by mély vSechny vyrazy hodnotu 0,
odpovéd je tedy 1, protoZze méné to ziejmé byt nemuze.

1 Konstrukce riznych cisel

Jak problémy tohoto razu fesit ilustrujeme tlohou zadanou v Matema-
tickém koresponden¢énim semindii.

Uloha 1.1. Meéjme n-prvkovou mmnoZinu riznych kladngch redlnych
¢isel A = {a1,...,an}. Dokazte, Ze pokud u kazZdé mozné neprazdné
podmnoziny A secteme jeji proky, dostaneme alespori %n(n—k 1) ruznyjch
cisel.

Resend. Zkonstruujeme postupné podmnoziny mnoziny A, které maji
jisté ruzné soucty. Pro piehlednost si muzeme ¢isla v mnoziné bez djmy
na obecnosti sefadit a predpokladat a; > a2 > --- > a,. Nejdiive
si muzeme vzit jednoprvkové podmnoziny — zde méme ruznost souctu
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zarutenu, protoze Cisla v mnoziné jsou ze zaddni ruznd. Mame tedy n
podmnozin, jak ale pokracovat?

Muzeme vzit ty dvouprvkové podmnoziny, které obsahuji nejvétsi
¢islo v mnoziné A, tedy aj. To jsou mnoziny {ai,as},{a1,as},...,
{a1,an}, je jich n — 1 a opét mame zaruceno, Ze soucty v téchto
mnozindch budou navzajem rtzné — vzdy se budou lisit tim mensim ze
dvou ¢isel. Navic, jelikoz je v kazdé z nich obsazeno nejvétsi ¢islo mnoziny
A, mame zaruceno, ze kazda dvouprvkova mnozina bude mit vétsi soucet
nez libovolnd jiz vybrana jednoprvkovd mnozina. Dvouprvkova mnozina
s nejmensim souctem je {ai,a,} a a; + a, je ostfe vétsi nez soucet
jednoprvkové mnoziny {a;} obsahujici nejvétsi prvek. Zde vyuzivdme
podminku, Ze ¢isla v mnoziné A jsou kladnd, jinak by predchozi véta
neplatila.

Timto zptusobem muzeme pokracovat. Ve tfetim kroku napiiklad vy-
bereme vSechny trojice, které obsahuji dvé nejvétsi ¢isla ap, az, bude
jich n — 2. Nakonec vybereme celou mnozinu vSech n cisel, ktera je
také jeji podmnozinou. Obecné v k-tém kroku vybereme vSechny k-tice
Cisel, ve kterych je zahrnuto k& — 1 nejvétsich ¢isel mnoziny A, a bude
jich n — k 4+ 1. Z pfedchozich tvah jiz vime, Ze libovolnd mnozina vy-
brand v k-tém kroku méa vétsi soucet nez libovolnd mnozina vybrand
v predchozim kroku, navic mame zarucenu i jejich raznost pii jednom
daném kroku.

Dohromady jsme vybrali n+ (n — 1) + (n —2) 4+ --- + 1 ¢isel a tato
zndmd suma se rovnd gn(n + 1), tvrzenf z dlohy je tedy dokdzdno. [

Vidime, ze v této tloze byl vyzadovan jen odhad, aneb ze ,alespon
%n(n + 1) ruznych hodnot byt musi“. Zde je vSak snadné najit i kon-
strukei, kterd tohoto odhadu dosahuje. Nastavenim A = {1,2,3,...,n}
zajistime, Ze nejvéts{ soucet podmnoziny bude in(n + 1), libovolny
soutet podmnoziny je tedy celé ¢islo od 1 do %n(n + 1), kterych je
nanejvys prave %n(n + 1), nastane tedy rovnost. Lze zvolit i libovolnou
jinou aritmetickou posloupnost.

2 Ruznost v rovnicich

V soustavéch rovnic ndm ruznost proménnych také muze pomoci, zpra-
vidla diky ni muzeme urcit nenulovost néjakych vyrazu, coz ilustruje
nasledujici uloha.
Uloha 2.1. Pro navzdjem riznd nenulovd ¢isla a,b, ¢ plati

1 1 1

a+—-=b+-=c+—.
b c a
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Dokazte, Ze |abc| = 1.

Reseni. Ekvivalentni tipravou rovnic dostaneme nasledujici vztahy:

b—c
b=
@ be ’
b_C:c—a7
ca
B _b—a
a—c= p

Jejich vynasobenim dostaneme rovnici

(c—a)b—)(b—a)
a?b2c? ’

(a=b)(b—c)la—c) =

Jelikoz jsou ¢isla a,b, ¢ navzajem ruznd, jsou jejich rozdily nenulové,
muzeme tedy krétit a rovnici prevést do tvaru 1 = a?b’c?, ze které jiz
piimo vyplyva |abe| = 1. O
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O EXTREMALNICH DELITELICH

MATEJ DOLEZALEK

Jednim z béznych typu uloh v matematickych olympiddach jsou ty,
jez zkoumaji mnozinu déliteltt daného pfirozeného ¢isla n, piipadné jeji
mohutnost nebo nékteré jeji ,malé* ¢i naopak ,velké“ prvky. Pati{ mezi
né i uloha 70-A-I-4, jejiz zadani je nésledujict:

Nejvétsiho delitele d prirozeného ¢isla n > 1 s vlastnosti d < n
nazveme jeho superdélitelem.

(i) Dokazte, Ze dané prirozené cislo d > 1 je superdélitelem jen
koneéné mnoha cisel.

(i1) Oznacme s(d) soucet viech ¢isel, jejichz superdélitelem je dané
¢islo d > 1. Rozhodnéte, zda existuje liché c¢islo d > 1 takové,
Ze s(d) je nasobkem ¢isla 2020.

V tomto pfispévku ukdzeme nékteré uzitecné postupy v feseni po-
dobnych tdloh. Typicky budeme néjak vyuzivat rozklad na prvocinitele
a pocty délitelu ¢isel zastoupenych v tloze. Casto také néjak rozebe-
reme mozné podoby ,malych® délitelii, nebot ti, jak uvidime, mohou
sami mit jenom ,malo* délitelu (a tedy i ,,malo* prvociselnych délitelt).
V nékterych ulohéch se také vyplati rozliit nékolik pripadu a fesit kazdy
jednotlive.

1 Teorie

Definice 1.1. Pro prirozend c¢isla a, b 7ekneme, Ze a déli b, pokud exis-
tuje prirozené c tak, Ze b = ac. Tuto skutecnost pak znacime a | b a ddle
Tikdme, Ze a je délitelem b a naopak b je nédsobkem a. Prirozené éislo
p > 1 nazveme prvocislem, pokud jsou jeho déliteli pouze 1 a p.

V celém piispévku se budeme drzet nasledujiciho znaceni: pracujme
s prirozenym ¢islem n > 1 a jeho déliteli (véetné 1 a n samotného), které
sefadime v rostouci posloupnost

1:d1<d2<---<dk:n. (1.1)

Déle vyuzijeme toho, ze kazdé prirozené ¢islo lze jednoznacéné (az na
)
poradi) rozlozit na soucin prvocisel. Budeme tedy uvazovat rozklad

n=pi-py*--py, (1.2)
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kde p; jsou po dvou ruznd prvocisla a e; jsou prirozend ¢isla (1 < i < r).
Nejprve nahlédnéme, jak vypada mnozina délitelu n.

Tvrzeni 1.2. Prirozené éislo d je délitelem ¢isla n s prvociselnym roz-
kladem pS' - pS? - - - pSr, prdvé pokud

d=pi"-p3> P,
kde a; jsou nezdpornd celd ¢isla splniujici 0 < a; < e;.

Diikaz. Je ziejmé, Ze vSechna takova d vskutku déli n, nebot potom
n=d- (pil_al . p§2_a2 .. .peT*a‘T>
” .

Naopak nechf je d délitelem n — to znamend, Ze d - ¢ = n pro
néjaké prirozené c. Kdyby d bylo ndsobkem prvocisla ruzného od vsech
P1,-- -, Pr, Pak by se nyni toto prvocislo muselo vyskytnout i v rozkladu
n jakozto nasobku d, coz by byl spor. Podobné kdyby se nékteré p;
v rozkladu d vyskytovalo s exponentem a; > ¢;, pak by se v rozkladu n
jakozto nasobku d muselo vyskytovat s exponentem alespon a; > e;, coz
by byl také spor. O

Oznaéme symbolem 7(m) pocet délitelu prirozeného ¢&isla m; pii
znaceni (1.1) je k = 7(n). Pak z predchoziho tvrzeni jednoduse plyne:

Dusledek 1.3. Pocet déliteli ¢isla n s prvociselnym rozkladem (1.2)) je
urcen vztahem

k=71(n)=(e1+1) -(e2+1)--- (e +1).

Diikaz. Ve znacen{ tvrzeni[l.2)je d jednoznaéné uréeno r-tici (a1, ..., a,).
Pritom jednotliva a; 1ze volit nezévisle a na vybér kazdého a; méme e;+1
moznosti 0,1,...,e;, coz celkem da piesné (e; +1)-(ea+1)--- (e, + 1)
moznosti. O

Cviceni 1.4. Jsou-li m, n nesoudélnd prirozend cisla, pak
7(mn) = 7(m)7(n).

Ndvod. Nesoudélna cisla nemaji zadné spoletné prvocinitele ve svém
rozkladu.



A4 27

Zaméime se nyni na poradi délitelt v posloupnosti dy, ..., ds. To, ze

d | n, znamena, ze d - ¢ = n pro néjaké pfirozené c. Potom je ale i c = %
délitelem n. V posloupnosti

n o n n

oh A

se tak vyskytuji opét délitelé n. Je ziejmé, ze takto se ruzni délitelé

zobrazuji opét na ruzné délitele, takze v posloupnosti mame opét

vSechny délitele. Navic plati d; < d;, pravé pokud d% > d%' Z toho

(1.3)

plyne, ze (1.3) je jenom posloupnosti di,...,d; v obriaceném poradi,
neboli jsme dokazali:

Tvrzeni 1.5. Pro kazdé 1 <i <k plati: dx11_; = d%.

Z tohoto tvrzeni plyne, ze ,mali“ délitelé (tedy ti ,na zacatku“ po-
sloupnosti {d;}%_,) a ,velci“ délitelé (ti ,u konce“ posloupnosti {d; }*_,)
jsou spolu jednoduse provazani.

Cviceni 1.6. Pro kazdé prirozené cislo n plati: T(n) < 2y/n.

Ndvod. Kdyz ab=mn,0 < a <b, pak a < /n.

Typicky se pak vyplati pracovat spise s ,malymi“ déliteli, ne-
bot u nich éasto dovedeme vyuzit odhady na jejich pocet délitelt ¢&i
prvociselnych délitelu (coz vypovida o ,slozitosti“ jejich prvociselného
rozkladu).

Tvrzeni 1.7. Druhy nejmensi délitel do ¢isla n je vidy prvocislo.

Diikaz. Necht je pro spor ds slozené ¢islo. Potom mé néjakého délitele
d spliyjictho 1 < d < dy. Piitom ale urcité d | da | n, takze d se musi
vyskytovat v posloupnosti di,...,dg. Pritom ale dy = 1 < d < do,
takze musi lezet pfimo mezi dvéma po sobé jdoucimi ¢leny této rostouci
posloupnosti, coz je spor. Urcité tak dy musi byt prvocislo. 0

Tuto jednoduchou myslenku lze snadno zobecnit: kazdy délitel d
néjakého d; je sam délitelem n a urcité plati d < d;. Z toho tedy plyne:

Tvrzeni 1.8. i-ty nejmensi délitel d; éisla n spliuje 7(d;) < i.

Na zdkladé tohoto také dovedeme odhadnout pocet prvociselnych
délitelt d;. Nechtf m4 d; dohromady s rtznych prvoéiselnych déliteld.
Pak podle dusledku je 7(d;) soucinem s ¢initelu, z nichz kazdy je
alespon 1+ 1 = 2, takze dohromady 7(d;) > 2°. Kdyz toto skloubime
s tvrzenim dostaneme, Ze i > 2%, neboli:

Dusledek 1.9. i-ty nejmensi délitel d; c¢isla n md nanejvys logs (i)
prvodéiselnyjch délitel.
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2 Ulohy

Ve vsech tlohdch pouzivame znaceni (1.1)).

Uloha 2.1. Najdéte viechna piirozend cisla n takovd, Ze k = 7(n) > 7
a plati ds — dg = 50 a zdrovern 11ds + 8d7 = 3n. (63-A-11I-1)

Reseni. Ukdzeme, ze jedingm takovym n je n = 2013. Rozlisme dva
ptipady podle parity n:

(i) Necht je n sudé. Potom uréité do = 2. Z rovnosti 11ds + 8d7 = 3n
jei1lds sudé, tedy ds je sudé. Z rovnosti ds — d3 = 50 tak je sudé i
ds. Pritom z dusledku [I.9|m4 d3 jen jednoho prvociselného délitele,
takze uz musi byt mocninou dvojky, z ¢ehoz ds = 4. Nésledné
ds = 50+ds = 54 = 233, coz znamend 7(ds) = (1+1)-(3+1) = 8,
coz je spor s tvrzenim Zadné sudé n tak nemiize byt fesenim
ulohy.

(ii) Necht je n liché — potom jsou urcité lisf i vSichni jeho délitelé.
Vsechna d; déli n, takze z rovnosti 11ds + 8d7 = 3n urcité ds déli
¢islo

3n — 11d5 = 8d7.

Z lichosti d5 pak uz uré¢ité plyne, ze ds | d7. Obdobné d7 déli ¢islo
3n — 8dy = 11ds. Mame tedy d; = z - ds pro néjaké piirozené
x > 1 a nésledné xds | 11ds, neboli = | 11. Jelikoz 11 je prvocislo,
plyne z tohoto x = 11, a tedy d7y = 11ds. Kdyz toto dosadime do
11ds + 8d7 = 3n, obdrzime 99d5 = 3n, neboli n = 33ds.

Toto nam dava délitele 1, 3, 11 a 33. Z rovnosti ds = 50 + d3 je
ds > 50 > 33, takze uz urcité musi byt

di=1, dy=3, d3=11, dq=33.
Dosazenim d3 = 11 pak méame ds = 50 + 11 = 61, z ¢ehoz
n=233-61=3-11-61 = 2013.
Snadno jiz ovéiime, Ze toto n vyhovuje zadani. O

Uloha 2.2. Necht je n ndsobek péti takovy, Ze T (%n) = %T(n). DokaZzte,

Ze potom 1 25 | n a urcete hodnotu podilu T (%n) :7(n). (48-A-1-4)
Resend. Néasobeni n &isly % a % méni v prvociselném rozkladu pouze

exponenty u 2 a 5, zapiSme tedy

n = 25%n,
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pro nezaporné celé a, piirozené b a ptirozené ¢islo ng nesoudélné s 211 s 5.
Zadanou rovnici pak s pomoci disledku [T.3]a cviceni [T.4] pFepiseme jako

8
T (2“+35b_1n0) =T (2“5(’710) ,

(a+4)bor(ng) = 3 - (a+ 1) (b-+ 1) (),

5(a+4)b=8(a+1)(b+1),
0 = 3ab+ 8a — 12b + 8,
(3b+ 8)(4 — a) = 40.

Na levé strané je nyni 3b + 8 ziejmé kladné, takze i 4 — a je kladné a
mensi nebo rovné 4. Sta¢i nam tedy uvazovat rozklady

40=1-40=2-20=4"10.

Kdyz jesté vyuzijeme toho, ze 3b48 musi davat zbytek 2 po déleni tfemi,
zbude jako jedind moznost (4—a, 3b+8) = (2,20), z ¢ehoz (a,b) = (2,4).
Diky b = 4 > 2 musf platit 5% | 5* | n. Snadno také spocteme

7 (55n) _ 7 (2452 ny) _ 5-3-7(no)
7(n) 7(22-5%-n9)  3-5-7(ng)

=1 0

Uloha 2.3. Najdéte vsechna piirozend éisla n takovd, ze k = 7(n) > 6
a platin = d? + d2. (Cesko-polsko-slovenské stretnuti 2019)

Reseni. Ukézeme, Ze jedinym takovym n je n = 500. Nejprve nahlédné-
me, ze n je sudé. Nechf pro spor nenf — potom jsou i vSichni jeho délitelé
lisi, tedy n = dg + d% je jakozto soucet dvou lichych ¢isel sudé, coz je
spor. Tedy n je sudé. Déle, kdykoliv prvocislo p déli ds, pak déli i n,
tedy i d% =n-— dg, neboli p | dg. Obdobné kazdé prvocislo, jez déli dg,
deli také ds, takze ds a dg maji totozné mnoziny prvociselnych déliteli.
Konecné z dusledku [1.9je tato (spoleénd) mnozina prvociselnych délitelu
nanejvys dvouprvkova. RozliSme tedy dva ptipady:

(i) d5 i dg maji jen jednoho prvociselného délitele, tedy jsou moc-
ninami néjakého p. Jelikoz mezi ds a dg nesmi lezet zadny dalsi
délitel n, nutné plati ds = p™ a dg = p™t! pro néjaké piirozené
m. Kdyby p > 2, pak vzhledem k 2 | n urcité i 2p™ déli n, a pritom
ds < 2p™ < dg, coz je spor. Musi tak platit p = 2. Z toho potom

n=di4+d2=5-4m=5.2"
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Diky tomu 7(n) = 2(2m + 1), zdroven ur¢ité n > dg, takze n musi
mit alesponi 7 délitelti. Potom musi m byt alesponl 2, nebot jinak
by bylo 7(n) < 6. Z tohoto vyjadieni tak uz dovedeme vypsat
nékolik prvnich délitela n:

di=1 do=2, d3=4, da=5H, ds=8, dg=10,

coz odporuje tomu, ze dg ma byt mocnina dvojky. Piipad, kdy ds
i dg maji jediného prvociselného délitele, tak zadna feSeni neddva.

ds 1 dg maji dva prvociselné délitele p < g. Potom pq déli d5 i dg,
diky ¢emuz i p*q® | d2 + d3 = n. Vzhledem k d5 < dg musi byt
dg > pq. Paklize tedy mame dg = p®q® pro néjaka pFirozend cisla
a, b, pak musi alespon jedno z nich byt vétsi nez 1. Z toho

7(ds) = (a+1)(b+1)>(2+1)(1+1)=6.

Piitom ale d¢ muze mit nanejvys 6 délitelu (a tito deélitelé jsou
zastoupeni mezi déliteli n), takze uz musi byt presné {a,b} =
{1,2} a dy,...,ds jsou piesné délitelé dg. Z toho musi ds jako
nejmensi prvociselny délitel dg byt rovno p. Kdyby nyni dg = pg?,
pak bychom vzhledem k d5 | dg a z tvrzen{ meéli

ds _pg® _ o

de = 25
° T dy D

9

coz je spor s tim, ze ds méa dva ruzné prvociselné délitele. Urcité
tedy ds = p*q a ds = % = pq.

Nyni vyuzijeme toho, ze n je sudé — z toho nutné p = do = 2. Pak
uz snadno vyjadiime

n=d;+dg =4q° (1 +22) = 20¢°.

Z toho je &islo 5 délitelem n a v posloupnosti {d;}¥_, nemtze mit
index vyssi nez 5 (trividlné). Zaroven uz ale vime, ze di,...,dg
jsou presné vsichni délitelé dg = 4¢q, neboli

{dla d25 d37 d4a d57 d@} — {]-a 25 45 q, 2q’ 4Q}

Cislo 5 mé byt prvkem této mnoziny, takze nutné ¢ = 5. Z toho uz
dostaneme n = 500 a snadno ovéiime, ze toto vyhovuje zadani. [
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SINOVA VETA
A APOLLONIOVA KRUZNICE

RADOVAN SVARC

Cilem tohoto textu je ukazat nékteré techniky, které se pouzivaji
pii dikazech geometrickych tloh. V prvni kapitole budeme zkoumat
pouziti sinové véty. Tu pak v druhé kapitole pouzijeme k dukazu tvr-
zeni o Apolléniové kruznici. Text je koncipovany jako pomocny k tloze
70-A-I-5 matematické olympiady, kterd zni:

V trojuhelniku ABC oznaéme S,, Sy, S. postupné stiedy jeho stran
BC, CA, AB.Dokazte, Ze pro libovolng bod X ruzng od bodi Sy, Sy, Se
plati

min{ | XAl |XB| |XC] } <9
’XSA|7’XSB’7‘X50| -

1 Sinova véta
Nasledujici vétu nebudeme dokazovat:

Véta 1.1. Pro kaZdy trojuhelnik ABC' s vnitrnimi uhly o, 3, v, stranami
a, b, ¢ a polomérem kruznice opsané R plati

a b c _9R.

sina sin 8 - siny
Vedle této véty budeme ¢asto vyuzivat vztah sin ¢ = sin (180° — ¢).

Uloha 1.2. Méjme trojihelnik ABC, pro ktery plati |AB| < |BC|.
Prisecik osy vnitiniho thlu ABC se stranou AC oznaéme P a prusecik
osy vnéjstho uhlu ABC s primkou AC oznacéme Q). Dokazte, Ze

[AP| _ ¢ _ |AQ)|

[PC| o |QC|
Diikaz. Pouzijeme sinovou vétu na trojiuhelniky APB a BCP:

|AP|  |AB| N icpP|  |CB]
sind  sin|<APB] sin g sin|<BPC|’
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Jelikoz ovsem |<APB| = 180° — |[<<BPC], je sin |<APB| = sin |<BPC|.
Takze

sin & __ABL__
|AP| _ 2 sin [<APB]|

PC|  4in8__1CBL
IPCL " sin 2 sin |[<BPC]|

_|AB| sin|<BQC]
" |BC| sin|<AQB|
_ 4B
=Bl

B

Q A P C

Pro bod @ postupujeme analogicky. Plati |[<ABQ| = 90° — g
a |[<CBQ| = 90°+5. Protoze sin (90° — § ) = sin (180° — (90° = §) ) =

sin (90O + g), je sin |[<<ABQ| = sin |<<C'BQ)|. Pouzijme sinovou vétu na
trojuhelniky AQB a BCQ:

A0 4B |cq cB
sin [<ABQ)|  sin|<AQB|

sin [<CBQ|  sin|<BQC|

Zaroven plati |[<AQB| = |<CQB|. Takze
. AB
1AQ| Sln’<ABQ|7sin\‘<Ac53\

= - c
|QC| sm\<XCBQ|ﬁJ§C‘QCI

_ |AB| sin|<BQC| sin|<ABQ)|

~ |BC| sin|<AQB| sin|<CBQ)
|AB|

S i O
|BC

Uloha 1.3. V rovnobé&niku TUVW jsou na strandch TU a UV po Tadé
body X, Y tak, ze |TX| = |VY| > 0. Primky TY a VX se protinaji
v bodé P. Dokazte, Ze P lezi na ose uhiu VWT.
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Diikaz. Protoze TUVW je rovnobéznik, plati
|<WTP| = |[<WTY| = |<TYU| = |<PYU| = 180° — |<PYV]|.

Diky tomu je sin |[<WTP| = sin |<VY P|. Analogicky dostaneme také
sin [<WV P| =sin|<TXP|.

Aplikaci sinové véty na trojihelniky TWP, WPV, TXP a VYP
dostaneme vztahy

WPl |TP|
sin |[<WTP|  sin|<TWP)|
|W P| B |V P|
sin |[<WVP|  sin|<VWP|
\xT|  |TP|
sin |[<XPT| sin|<TXP|
yvy VP

sin|<YPV|  sin|<VYP|’

7 téchto vztahu dostaneme

. sin |[<WTP]|
sin|[<TWP|  —wp[  |TP|

sin |[<VWP| ~ sal<WVP] [P
WP]

_ sin|[<WTP||TP|
~ sin|<WVP||VP|
_ sin|<VYP||TP|
~ sin|[<TXP| |VP]
TP

__ sin[<TXP]

[VP]
sin [<VY P|

|XT|
sin |[<X PT|

YV
sin |[<Y PV/|
_|XT] sin|<Y PV]|
~|YV]| sin|<XPT|
=1-1

=1.

V predposledni rovnosti jsme vyuzili vztah | XT| = |YV| ze zadani a
rovnost |<X PT| = |<Y PV/|.
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, =
<

T X U

Z toho ihned plyne, ze sin |[<TW P| = sin|<VW P|. Takze bud je
|<TW P| = |<VW P|, nebo |[<TW P|+|<VW P| = 180°. Druhd moznost
vSak nemuze nastat, protoze |[<T'WP|+ |[<VWP| = |[<TWV| < 180°.
Takze |[<T'WP| = |<VWP], ¢ili P skutecéné lezi na ose dhlu VWT. O

2 Apolléniova kruznice

Véta 2.1. Necht A a B jsou dva body v roviné a k > 0 je rediné é&islo

rizné od 1. Necht C a D jsou body na primce AB takové, e C lei

wvnitt usecky AB, D lezi mimo ni, a navic ﬁ =k = ,ggll Pak
|[AX]

mnozina bodu X v roviné takovych, Ze BX] = k je presné kruznice nad
prumérem CD. Této kruznici 7ikame Apolléniova kruznice.

Diikaz. Necht X je néjaky bod v roviné mimo pifmku AB takovy, Ze

k= |‘ 3 X“ Oznac¢me jako C’ a D’ pruniky os vnitintho a vnéjsiho hlu

AXB s ptimkou AB. Diky tloze mee, ze ;é%‘ =k= ||AD || 7 toho
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plyne, ze C' = C a D' = D. Zéroven, protoze osy vnitiniho a vnéjsiho
thlu jsou kolmé, lezi X na kruznici nad prumérem C'D’ = CD. Tedy

kazdy bod X splnujici ﬁ = k lezi na kruznici nad prumérem CD.

Nyni necht X je n&jaky bod v roviné mimo piimku AB takovy, Ze
k # % Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze k > 1. Oznatme

(= |AX|| Jsou-li F a F body na piimce AB takové, ze ‘Eg‘ =/(= :gf;l‘

pak vime, ze X lezi na kruznici nad prumerem EF. Ukazeme, ze X pak
nemuze lezet na kruznici nad priamérem CD.

Pokud ¢ < 1, pak |AX| < |[BX|. Ale diky tomu, ze “B% — k=
|AD|

15D Plati |AC| > |CB| a |AD| > |DB|. To znamend, ze vsechny body
kruznice nad primérem CD jsou od A déle nez od B, ¢ili X na této
kruznici nelezi.

Dale muzeme predpokladat ¢ > 1. Pak bez uﬂmy na obecnosti staci
fesit ptipad, kdy ¢ > k. Potom diky \‘BC|| =k= ‘gg“ a ;g?' =/{= ;g?'
vime, ze body E, F' lezi uvniti tsecky C'D. Ale protoze toto jsou prumeéry
prislusnych kruznic, znamena to uz, ze kruznice nad prumérem EF lezi

celd uvnitt kruhu nad primérem CD. Tim mame hotovo. O

Poznamka 2.2. Poznamenejme, Ze pro k = 1 je uvaZovand mnozina
osou usecky AB. I to se dd za urcitijch okolnosti interpretovat jako vy-
hovujici mnozina — je to totiZ ,kruznice“ nad pramérem, ktery md za
krajni body stred usecky AB a ,,bod v nekonecnu ve sméru AB “. Detaily
této interpretace jsou vsak nad ramec tohoto textu.

Uloha 2.3. Necht ABC je ruznostranny ostrouhly trojuhelnik. Pak exis-
tuje bod X uwvniti ABC' takovy, Ze

|BC|-|XA|=|CA|-|XB|=|AB|-|XC|.

Duikaz. Bez Gijmy na obecnosti predpoklddejme, ze AC je nejdelsi strana.
5 Nechf wy je Apolléniova kruznice pifslusnd bodium B, C a poméru
BA

c } a necht we je Apolléniova kruznice prislusna bodtiim B, A a poméru

| L Je jasné, ze A € wy, C € we a bod B lezi uvniti wy i we.

rotoze w4 protind usecku BC ve vnitinim bodé, je néjaky bod
kruznice w4 uvniti we. Analogicky je i néjaky bod kruznice we uvnite
w4. To znamend, ze se kruznice wy a we protinaji v néjakém bodé X.
|BX]| |BA|

Protoze X € wa, je % = @4y % toho plyne, ze |BX|-|CA| =

|CX]| - |BA|. Protoze vsak také X € wc, je % = %. Z toho plyne
|BX|-|CA| = |AX|-|BC]|.
Takze dohromady mame |BC|-|XA| = |CA|-|XB|=|AB|-|XC|.
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SPODNI ODHADY S POUZITIM
MNOZSTVI INFORMACE

FiLip B1aALAs

V mnoha oblastech matematiky se setkdvame s tilohami na hledani
maxima ¢i minima. Asi nejéastéjsim problémem, se kterym jste se mohli
setkat, je hledan{ extrému ruznych funkci. V tomto piispévku se nicméné
zameéiime na neméné zajimavé kombinatorické dlohy. Jak je tomu u kom-
binatorickych olympiddnich tloh zvykem, neexistuje jeden univerzalni
postup, ktery by néas vzdy dovedl ke spravnému vysledku. Nicméné
existuje nékolik principu, které se v ruznych podobach v tlohédch ¢asto
vyskytuji. V tomto piispévku se zaméiime piedevsim na odhadovani mi-
nim pocitanim, jak velké mnozstvi informace jsme mohli cestou ziskat.
Prikladem problému, k jehoz feSeni ndm mohou tvahy popsané nize po-
moci, je uloha 70-A-I-6 matematické olympiddy, kterd mé nésledujici
znéni:

Méjme 70 zhasnutych Zdrovek. Pro libovolnou skupinu Zdrovek jsme
s to pripravit prepinac, ktery zmeéni stav kaZdé Zdrovky z této skupiny
(zhasne rozsvicené a rozsviti zhasnuté) a ostatni Zdrovky neovlivni. Jaky
je nejmensi pocet prepinacu, pomoct nichz je mozné rozsvitit libovolnou
Ctverici Zdrovek (pricemz ostatni budou zhasnuté)?

Reseni podobného problému by mélo snad vidy sestavat ze dvou
Casti: konstrukce a dukazu minimality. Abychom dokézali, ze n je
onen minimalni pocet prepinact, méli bychom zkonstruovat onéch
n prepinaciu a ukézat, ze pomoci nich muzeme pozadovanych stavi
dosédhnout. Zaroven ale musime i zduvodnit, Zze mensi pocet piepinacu
nikdy stacit nebude. Tento dukaz minimality byva ¢asto tézsi nez kon-
strukce, ale je k plnohodnotnému dukazu stejné dulezity. Urcité uznéte,
ze jednoduché zduvodneéni, ze 1 pFepinaé nestaci (takze potfebujeme ale-
sponi 2), nebo konstrukce 270 pepinacii (jeden pro kazdou podmnozinu
zarovek), nezni jako uspokojivé feseni. Stejné tak kdyz tipnete spravné
ono minimum, je potieba probrat obé ¢asti dukazu, protoze jinak nikoho
nepresvédcite, ze se o0 minimum skuteéné jedna.

Pravé s dikazy minimality byvaji potize. Casto je tézké i se spravné
ur¢enym minimem zduvodnit, ze dané ¢islo opravdu nemuze byt mensi.
Jednu techniku, ktera se da ve zminéné tloze pouzit, si ukdzeme na dvou
tlohach s vdhami a posléze na mnohem praktictéjsim informatickém
problému, jak co nejrychleji pomoci pocitace sefadit ¢isla podle velikosti.
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1 Vahy

Uloha 1.1. Meéjme 80 stejné tézkych minci a jednu falesnou lehéi. Ko-
lik nejméné vdzeni nma rovnoramennych vahdch potrebujeme, abychom
urcili, kterd z minct je falesnd? (Na vihy muzeme polozit dvé disjunktnd
mnoziny minci a zjistit, kterd z téchto mnozin je téZsi, ¢i jestli jsou obé
stejné tézke.)

Resend. Zkonstruujeme nejdifve algoritmus, ktery zvladne najit falesnou
minci pomoci maximalné 4 vézeni. Jak to udélame? Rozdélime si vSech
81 minci do ti{ hroméadek o 27 mincich a polozime na vahy dvé z nich.
Pokud bude jedna z téchto dvou hromadek tézsi nez druhd, vime jisté,
ze je falesnd mince v té leh¢i z nich. Pokud budou obé stejné tézké,
vime jisté, ze v nich falesnd mince neni, takze musi byt ve t¥eti zbyvajici
hroméadce. Nezdvisle na tom, jak vazeni dopadlo, zbyva nam 27 minci,
ve kterych ta falesna musi jisté byt. Tento postup déleni na tetiny
muzeme nyni jesté tiikrat zopakovat. Posléze ndm zustane mezi témi,
které muzou byt falesné, pouze jedind mince.

Nyni ale jesté nejsme hotovi. Z naseho postupu nijak nevyplyva, ze
neexistuje jiny algoritmus, ktery by sestaval z méné vazeni.

Uvazme libovolny postup, ktery pouziva nejvice k vazeni. Pti kazdém
véazeni muzeme dostat pouze tii ruzné vysledky. Po nejvyse k vazenich
muzeme proto dostat maximalné 3% riznych vysledki. Aby nis postup
fungoval, musime byt z kazdého z téchto maximélné 3 vysledki schopni
jednoznaéné uréit, ktera mince je faleina. Pokud by ale 3* bylo mensf nez
pocet minci, muzeme si byt jisti, ze se ke spravnému vysledku nemuzeme
vzdy dobrat.

Pro k < 4 opravdu vychézi, ze 3 < 3* = 81, ¢imz je naSe tloha
dofesena. O

Podobné kdybychom nejdiive pouzili argument z druhého odstavce
a dospéli k zavéru, ze k > 4, samoziejmé by to jeSté neznamenalo, ze
néjaky algoritmus pro k = 4 existuje. Argument s mnozstvim ziskané
informace se dad pouzit pouze na spodni odhad, nikoliv ke konstrukci
algoritmu.

Muzete si sami vyzkouSet pozménénou tlohu, kdy predem nevime,
jestli je falesnd mince lehéi ¢i tézsi. Prozradim, ze zde nam jiz 4 vézeni
stacit nebudou. Jeden ze zpusobu, jak to dokazat, je uvédomit si, ze
alespon pro nékteré moznosti falesnych minci, zjistime pii vdzeni navic
i informaci, zda jsou lehé¢i ¢i tézsi.
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Nyni si ukdzeme podobnou tlohu, kde bude nasim cilem dokéazat
pouze spodni odhad. (Opravdu v tomto pfipadé nebude vzdy existo-
vat postup, pro ktery by byl maximalni pocet vazeni roven oné spodni
hranici.)

Uloha 1.2. Méjme n minci, z nich? kaZdd mize byt bud pravd nebo
falesnd, a kouzelnou vdhu, na kterou muzZeme poloZit vidy libovolnou
podmmoZinu minci, pricemz ndm vdha posléze Tekne, kolik z téchto minci
je falesngjch. Ukazte, Ze ke zjisténi, které mince jsou falesné, potrebujeme
alespor m vdzend.

Resend. Moznosti, které mince jsou falesné, je tolik, jako je podmnozin
n-prvkové mnoziny, tj. 2". Vaha nam pii kazdém vazeni odpovi jedno
z celych ¢isel mezi 0 a n, nebof na vadhu dédvdme vidy maximdlné n
minci. Mame tedy vzdy maximélné n+ 1 moznych vysledki. Po nejvyse
k vézenich tedy dospéjeme k maximalné (n + 1)F vysledki. Abychom
rozlisili vSechny moznosti, musi byt toto jisté vétsi nebo rovno 2".
Dostavame proto nerovnost (n + 1)¥ > 2", coz je po pouziti logaritmu
o zékladu 2 ekvivalentni s klog(n + 1) > n. Po vydéleni log(n + 1) jiz
dostaneme pozadovany odhad. O

2 Tridéni

Presuneme se nyni k jednomu problému, ktery lezi v zdkladech teoretické
informatiky. Jedna se o problém, jak sefadit n ¢isel podle velikosti co
nejrychleji.

Tento problém si muzeme piedstavit matematicky lehce zjednodugeneé
nésledovné. Méjme n karet s riznymi ¢isly otocené tak, abychom na né
nevidéli. Budeme chtit sefadit tyto karty podle velikosti. S kartami ale
muzeme interagovat pouze tak, ze se podivame na dvé z nich a zjistime,
na které je napsané vétsi ¢islo. Toto je jedina informace, kterou si zapa-
matujeme. Nagim cilem je zjistit poradi karet pomoci co nejméné kroku.

V informatice nds zas tak nezajimé presny minimalni pocet krok,
ale spiSe jen, jak se tento pocet méni jako funkce n. Pokud existuje
néjakd redlnd konstanta c¢ takova, ze umime vyfesit dany problém pro
kazdé prirozené n pomoci nejvyse cn kroku, fikdme, ze ¢asova slozitost
naSeho algoritmu je linedarni. (Pokud by algoritmus pouzival 3n+9 kroku
pro viechna n, jeho casové slozitost je linedrni, nebot 3n +9 < 12n, pro
vSechna n, takze muzeme volit ¢ = 12 nebo libovolné vétsi. Naopak
pokud by nés algoritmus pouzival n? kroki, jeho asové slozitost jiz
linearni neni, nebot n? bude vétsi nez cn, kdykoliv zvolime n > c.)



A6 42

Linearni ¢asova slozitost je v piipadech, kdy mame n ruznych dat, na
které se vsechny musime podivat, to nejlepsi, ¢eho muzeme dosdhnout.
Nyni ale ukdzeme, ze v problému fazeni Cisel podle velikosti zformu-
lovaného pomoci karet vyse zadny takto rychly algoritmus neexistuje.
Pouzijeme k tomu tiplné stejné argumenty, jako pti feSeni tdlohy s vahami

vyse.
Pocet zpusobu, jak muze byt n karet sefazenych podle velikosti,
jeroven n! = n-(n—1)-----2.1. Pfi kazdém porovnani ziskdme

pouze dva ruzné vysledky — které ze dvou porovnavanych cisel je vétsi.
Po k krocich mame proto dostatek informace k rozliseni maximélné 2%
ruznych vysledki. Abychom jednoznacéné urcili, jak jsou vSechna éisla
sefazena, musi byt nutné 25 > n!.

Faktorial vpravo muzeme odhadnout nésledovné: n! je roven sou¢inu
n cisel velikosti alespon 1, z nichz prvnich |5 | je jisté vétsich nebo
rovnych 5. Plat{ proto

n L% NG
"’2(§)H2(§) :

Celkové tedy musi byt 28 > (%)(nTl) Vezmeme-li logaritmus o za-
kladu 2, dostaneme, ze k > "T_llogQ(%). Pro n > 2 je vyraz na pravé
strané jisté veétsi nebo roven % (logyn — logy2), coz je pro n takové,
ze logy 2 < %10g2n (tj. pro n > 4), vétsi nez §logyn. Jelikoz logyn
roste pres vSechny meze pro rostouci n, nemuze byt k < cn pro redlnou
konstantu c.

Vidime dokonce, ze k > %nlogQ n. Existuje mnoho algoritmu, které
zvladnou ¢éisla setiidit v ¢ase timérném nlogn. Pro fazeni ¢isel tim
padem zname algoritmy s optimalni ¢asovou slozitosti, coz neni v infor-
matice prilis obvyklé. Vysvétlovanim téchto algoritmu bych se ale uz
hodné odchylil od tématu piispévku. Zvédavé ¢tenaie odkazi na [KSP)]
ve zdrojich.

V tomto pfispévku bylo vyfeSeno nékolik twloh, v nichz princip
odhadovani pomoci mnozstvi informace daval spravny, nebo alespon
dostatecné zajimavy spodni odhad. Po uvédoméni si, do kterych vsech
stavl rozsvicenych zarovek se pii splnéni predpokladu umime dostat, jde
tento princip pouzit dobie i v loze leto$ni matematické olympiddy. Ve
spousté tuloh ale tento princip dava bohuzel prilis slabé spodni odhady
a je tfeba pouzit i jiné argumenty.
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CIFERNE ULOHY

MARTIN RASKA
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dozajista ta desitkova. At uz je to z divodi poétu prsti na rukou
nebo jinych, jsme zvykli v této soustavé pocitat i myslet. Stejné tak
v matematické olympiddé se casto objevuji ulohy, kdy dostaneme cisla
s proménnymi na mistech cifer a mame o nich néco dokazat. Piikladem
toho je i tloha 70-B-I-1:

Z cislic 0 aZ 9 vytvorime dvoumistnd ¢isla AB, CD, EF, GH, 1J,
pricemZ kaZdou ¢islici pouZijeme pravé jednou. Zjistéte, kolika ruzngch
hodnot muze nabyvat soucet AB+CD+ EF+GH+1J a které hodnoty
to jsou. (Zdpisy typu 07 nepovazujeme za dvoumistnd éisla.)

Zadand tloha ma dvé podstatné ¢asti. Jednak je tfeba najit hod-
noty, kterych dany soucet muze dosdhnout (a ukézat, ze kazdou z nich
skute¢né muze nabyvat), a déle je nutné ukazat, ze jinych hodnot
nabyvat nemuze. Ulohy tohoto typu jsou pro olympiddu typické a ¢asto
se chybuje v opomenut{ zduvodnéni jedné z téchto dvou ¢asti.

V nasledujicim textu si na prikladech ukazeme nékolik technik,
kterymi lze k cifernym tdloham pfistupovat.

1 Uvod

Znacenim = = apa,_1---aiag, kde a; € {0,...,9}, a, # 0, mame
na mysli desitkovy (¢i dekadicky) zapis ¢isla x. V podstaté tak jenom
fikdme, ze Cislo x je postupné zleva tvoreno v ciframi a, az ag pii kla-
sickém desitkovém znacendi.

To se da interpretovat i nasledujici rovnosti:

z=ap 10"+ a,_1-10""+.--+a;-10 + ao.

Napriiklad pti volbé n = 2 a ag = 2, a1 = 5, ag = 4 to znamena, ze
asaiag = 254 =254 =2-100+5-10 + 4 - 1. Piepis ciferného z4pisu na
soucet s mocninami desitky je ¢asto dobrym prvnim krokem pii feSeni
uloh. Obcas lze ale i rovnost s cifernym zapisem interpretovat piimo.

Uloha 1.1. Ctyimistné ¢islo abed spliuje ab—cd = 10. Jakijch ciferngjch
souctu muze abed nabyjvat?
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Reseni. Rovnost ab—ecd = 10 lze piimo interpretovat tak, ze dvouciferns
¢isla ab a cd se lisf na misté desitek pravé o 1, atedy c=a — 1, b = d.

K analogickym zavérum lze dojit i pfi rozepsdni pomoci mocnin
desitky. Rovnost 10a-+b—(10c+d) = 10 lze upravit na 10(a—c—1) = d—b.
Celé ¢islo d — b je pak nutné nasobek 10, ale zaroveii je v absolutni hod-
noté mensi nez 10 (nebot 0 < b,d < 9) a jediny ndsobek desitky mezi
—9a9je0. Tedy b —d = 0, z ¢ehoz uz hravé odvodime vyse zminéné
rovnosti.

Ciferny soucet je poté roven s = a+b+c+d=a+b+(a—1)+b=
2a +2b—1 = 2(a+b) — 1. Odtud muzeme najit nékolik omezeni hod-
not s. Z faktu a,b € {0,...,9}, a # 0 jsou hned patrné nerovnosti
1=2(140)—1<s<29+9) —1 = 35. Déle musi byt kvuli vyse
ziskané rovnosti s urcité liché. Timto jsme vyftesili pulku tlohy a ukazali,
7e s muze byt pouze liché ¢islo mezi 1 a 35. Nakonec je tfeba ukazat,
ze opravdu muze nabyvat kazdé z téchto hodnot (tedy, ze pro kazdou
z téchto hodnot existuje odpovidajici ¢tyFmistné ¢islo).

To se muze zdat na prvni pohled jasné, ale je tieba to pofadné
zduvodnit. Jedna z moznosti je pro kazdy ze souctt napsat piiklad
Ctyfmistného &isla. To by ale pii vétsim rozsahu bylo nepouzitelné, a tak
si ukdzeme néco chytiejsiho. Z rovnosti s = 2(a + b) — 1 staci ukazat, ze
Ize zvolit ¢isla a, b tak, aby jejich soucet a + b nabyval libovolné hodnoty
mezi 1 a 18. VSechny tyto hodnoty lze projit naptiklad tim, ze za¢neme
na dvojici (a,b) = (1,0), postupné budeme zvySovat a o 1 az na (9,0) a
nasledné budeme obdobné zvysovat b az na dvojici (9,9). Protoze jsme
zacali na souctu 1, pokazdé ho zvysili o 1 a skoncili na souctu 18, tak
jsme jisté prosli vSechny pozadované soucty. Tim je dikaz hotov. O

V casti dikazu, kde se omezovaly mozné hodnoty s, jsme vyuzili
délitelnosti 2 a efektivné eliminovali polovinu moznosti. Podobna ome-
zeni za pomoci délitelnosti jsou v tlohach ¢asta, vybudujeme si tedy na
toto téma trochu teorie.

2 Kritéria délitelnosti

Jak je ze Skoly dobfe znamé, celé ¢islo dava po déleni 3 ¢i 9 stejny zbytek
jako jeho ciferny soucet. Pro délitelnost 11 plati podobna formule, akorat
se u cifer st¥idaji znaménka plus a minus. Nékteti ¢tendii mozna i slyseli,
7e se s délitelnosti 7 poji magick4 Sestice 1, 3, 2, 6,4, 5. Pojd'me si ukdzat,
kde se tyto véci vzaly a jak je odvodit obecné.
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Megjme prirozené ¢islo
T =TpGp_ 1 a1G0 = ap - 10" + ap_q1 - 10"+ 4 aq - 10 + ag

a zajima nas jeho zbytek po déleni ¢islem n. Pro zacatek si dokazme
kratké lémma.

Lémma 2.1. Bud n dané prirozené éislo, a,b a c,d dvojice celjjch ¢isel
takové, Ze a ddvd stejny zbytek po déleni n jako b, ¢ ddvd stejny zbytek
po déleni n jako d. Potom plati

1. a+ ¢ ddvd stejng zbytek po déleni n jako b+ d,
2. ac ddva stejny zbytek po déleni n jako bd,
3. pro libovolné prirozené k ddvd o stejng zbytek po déleni n jako b*.

Drikaz. Protoze davaji a, b stejny zbytek, tak n déli a — b neboli existuje
celé ¢islo k takové, ze a = kn + b. Analogicky existuje celé [ splnujici
c=In+d.

Potom a +c = (kn+b) + (In+d) = n(k +1) + (b+d). Cislo a + ¢
tedy skute¢né dava stejny zbytek po déleni n jako b+ d.

Obdobné ac = (kn+b)(Iin+d) = n(kin+ kd+1b) 4+ bd, z ¢ehoz plyne
druha ¢ast tvrzeni.

Posledni ¢ast tvrzeni dostaneme iterovanym pouzitim dokézaného
pravidla o ndsobeni na stejné dvojice (a,b), (a,b). O

Prvni ¢ast lémmatu nam v podstaté fika, ze nez abychom zkoumali
délitelnost ¢isla x jako celku, tak se muzeme podivat na jeho mocninny
zé&pis, rozkouskovat si ho na jednotlivé ¢leny a; - 107, ty vysetfit zvlast,
a pak zase slozit dohromady. Druhd ¢ast lémmatu nam zase ika, ze
totéz muzeme udélat i pro soucin a; - 10° a zkoumat zvlast, jaky zbytek
déva po déleni n éislo 10°. Posledni ¢ast zase pro zménu implikuje, ze
¢islo 10 si muzeme nahradit jinym pithodnym ¢islem, které dava stejny
zbytek po déleni n — napiiklad tim samotnym zbytkem po déleni.

Podivame-li se nyni na délitelnost 9, tak vime, ze 10 dava po déleni
9 zbytek 1. Cislo 10", tak déva po déleni 9 zbytek 1 = 1. Z toho uz
Ize poskladanim piedchozich tvah vidét, ze x dava po déleni 9 stejny
zbytek jako ¢éislo ap - 14+ap—1-14+---+a1-1+a9 = an,+ -+ ag. Tedy
prirozené ¢islo dava po déleni 9 stejny zbytek jako jeho ciferny soucet.
Analogické pozorovani by se dalo udélat pro déleni 3.

Pii déleni 11 naopak dava 10 stejny zbytekﬂ jako —1, tedy 10™ dava
stejny zbytek jako (—1)". Obdobnou dvahou jako minule si 1ze rozmyslet,

L Je tieba si rozmyslet, jak se zbytky po déleni chovaji na zapornych &islech.
Z rovnosti —1 = 10 — 11 by méla jit vidét pravdivost tohoto tvrzeni.
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ze zbytek ¢isla x po déleni 11 je stejny jako zbytek néasledujiciho souctu
se stfidajicimi se znaménky

an - (=) + ap_1- (=) 4 —ay + ag.

Véta 2.2. Bud x n-ciferné prirozené cislo s desitkovym zdpisem
AnGn_1 - - - a1ag. Pak plati

o x md stejny zbytek po déleni 3 a 9 jako ag + a1 + -+ + ap,
e x mda stejny zbytek po déleni 11 jako ag —aj +ag + -+ -+ (—1)"ay.

Muzeme jesté pro ilustraci obecného principu zkoumat délitelnost
7. Pak nds zajimaji zbytky ¢isel 1, 10, 10%, ... po déleni 7. Plati,
ze zbytek cisla 10" po déleni zavisi pouze na zbytku pfedchozi moc-
niny 10"~!, nebotf 10" = 10 - 10"~ '. Zaroveni zbytki po déleni 7 je
koneéné mnoho, takze se musi posloupnost zbytki éisel 1,101,102, ... po
déleni 7 casem zacyklit. V tomto piipadé dostaneme postupné zbytky
1,3,2,6,4,5,1,3,2,... Cislo z tedy d4 po déleni 7 stejny zbytek jako
l-ag+3-a14+2-a2+6-a3+4-a4+5-a5+1-ag+--- Analogicky se
posloupnosti zbytku zacykli i pro obecné n, akorat muze mit posloup-
nost i néjakou pfedperiodu, pokud je n soudélné s 10. Napiiklad pro
12 dostaneme postupné posloupnost zbytku 1, 10,4,4,4, ..., coz souhla-
si s tim, Ze nds zajimé deélitelnost 4 (zdvisld pouze na prvnich dvou
cifrach) a délitelnost 3 (kde uvazujeme ciferny soucet neboli kazd4 cifra
ma4 stejnou jednickovou véhu).

Pro dalsf znalosti z teorie &isel lze doporucit ¢lanek [STC], zejména
znaceni pomoci kongruenci umi velmi ulehéit sepisovani feSend.

Pojd'me ziskané znalosti otestovat na tiloze.

Uloha 2.3. Ctyrmistné cislo abed md ciferng soucet 13 a je délitelné
11. Jakych hodnot muze nabyvat ¢islo ab+ cd?

Resend. Zajima nas hodnota s = 10a + b+ 10¢ + d. Ze zadani vime, ze
ciferny soucet je a+b+c+d = 13, takze muzeme psét s = 13+9(a+c).
Chceme tedy zjistit, jakych hodnot muze nabyvat a + ¢. K tomu ndm
pomuze kritérium s délitelnosti 11, které iika, ze i ¢islod —c+b—a =
(d+b) — (¢ +a) je délitelné 11. To ale vzhledem k velikosti uvazovanych
¢isel znamenad, ze (d+b)— (c+a) je jednim z ¢isel z mnoziny {—11,0,11}.
Zaroven vime, ze (¢ + a) + (d + b) = 13. Nabizi se tak udélat substituci
a+c=ux, d+ b=y a fesit prislusné soustavy rovnic =z + y = 13,
y—x e {-11,0,11}.
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e V piipadé y — x = —11 dostdvame odectenim rovnic vysledek
2z = 24. Tedy = 12 a s = 121 (napiiklad pro ¢islo 6061).

e V piipadé y — x = 0 dostavame 2x = 13, coz je vzhledem k parité
Cisel spor, takze tato varianta nedava zadné feSeni.

e V piipadé y—z = 11 plati x = 1, coz da vysledek s = 22 (napiiklad
pro ¢islo 1606).

Hledany soucet tedy muze byt bud 121 nebo 22. O

Uloha 2.4. Ctyrmistné ¢islo abed md ciferny soucet 13 a je délitelné
11. Jakych hodnot muze nabyvat cislo ab — dec?

Ndvod. Upravte hledany rozdil do tvaru obsahujictho d —c+b —a a
inspirujte se predchozim feSenim. O

3 Lokalni zmény

Na zaveér si ukdzeme jesSté jednu dukazovou techniku, ktera neni spe-
cifickd pro ciferné tlohy, ale spise pro tlohy, kde mame pifedem danou
mnozinu ¢isel ¢i objektu a zdlezi ndm na jejich rozmisténi. Ve zkratce se
jedna o to, ze déldme malé lokdlni zmény a pozorujeme, jak se projevuji
v globédlnim méritku. Nejlepsi bude ukéazat si to na uloze.

Uloha 3.1. V 7adé mdme v néjakém poradi za sebou napsdna cisla
1,1,2,2,3,3,4,4,5,5. Pro kaZdou dvojict stejnyjch cisel zmeérime jejich
vzddlenost v fadé (napt. pokud jsou dvé éisla u sebe, tak je vzddlenost 0)
a vSechny tyto vzddlenosti secteme. Jaky vysledek mizeme dostat?

Pro ilustraci napiiklad pro sefazeni 1,2, 1,3, 3, 2,4, 5,4, 5 je vzdélenost
jednicek 1, vzdalenost dvojek 3, trojek 0, ¢tyiek 1 a pétek 1, takze cel-
kova vzdélenost je 1+3+0+1+1=6.

Drukaz. Méjme libovolné sefazend ¢isla. Budeme provadét malé lokalni
zmény, které budou spocivat v prohozeni sousednich ¢isel. Jak jedno
takovéto prohozeni ovlivni nas celkovy soucet? Pokud jsou prohozend
Cisla stejnd, tak se nic nestane. Pokud jsou ruznd, tak muzou nastat
nasledujici tti pripady.

Obg ¢isla se ptiblizi svym protéjskim. Potom se celkovy soucet
zmensi o 2.

Obe ¢isla se oddali od svych protéjsku. Potom se celkovy soucet zvysi
0 2.
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Jedno z Cisel se protéjsku priblizi a druhé oddali. Pak celkovy soucet
zustane stejny.

Tak jako tak zustane parita souctu stejnd a soucet se zméni nejvyse
0 2. Zéroven lze vidét, ze se pomoci téchto operaci umime z libovolného
pocatecniho stavu dostat na libovolny koncovy stav — napiiklad muzeme
postupné umistovat prvky zleva do spravnych pozic.
nejvyssi mozny soucet 20 mé napiiklad 5432112345 (jak bude dokézano
pozdéji).

Ze stavu 1122334455 se umime pomoci lokalnich zmén dostat do libo-
volného jiného stavu a jedno prohozeni nezméni paritu souctu. Vsechny
stavy tak musi mit sudy soucet. Zaroven uré¢ité umime nabyt libovolného
sudého souc¢tu mezi 0 a 20. Pfi postupném prerovnavani z 1122334455
do 5432112345 se totiz vzdy meéni hodnota maximalné o 2 a vzhledem
k tomu, Ze zac¢indme na 0 a kon¢ime na 20, tak pro kazdou sudou hod-
notu mezi nimi musi existovat néjaky mezistav, ktery ji nabyva.

Zbyva ukazat, ze nejvyssi mozny soucet je skuteéné 20. Tento dikaz
uz je nad rdmec tématu ¢lanku, ale pro pofadek ho udélejme. Jako prvni
je dobré si uvédomit, ze vzdalenost dvou ¢isel je jenom pocet ¢isel mezi
nimi. Nyni udélame trik a budeme se koukat, jak se navzajem ovliviiuji
dvojice stejnych ¢isel — napiiklad 11 a 22. V mozném usporadani
1---2---1---2 (kde tecky reprezentuji néjaka cisla mezi) pfispivaji
jednicky do vzdalenosti dvojek prévé 1 éislem (druhd jednicka), stejné
tak prispivaji dvojky do vzdélenosti jednicek 1 ¢islem (prvni dvojka). Do-
hromady tak prispivaji do celkové vzdélenosti 2. Jiné mozné usporadani
je 1---2--.2...1. Tady nepfispivaji jednicky do vzdalenosti dvojek
ni¢im (ani jedna jednicka neni mezi dvojkami) a dvojky naopak piispivaji
do vzdélenosti jedni¢ek 2 ¢isly. Dohromady tak pfispivaji do celkové
vzdalenosti také 2. Posledni moznost (az na symetrii) je1---1---2--2
ktera neptispiva do celkové vzdalenosti ni¢im. Lze si rozmyslet, ze kdyz
seCteme tyto prispévky pres vSechny dvojice, tak skute¢né dostaneme
celkovy soucet vzdalenosti. A protoze dvojic je prave (g) = 10, tak je
maximalni mozny soucet skutecné 20. O

Literatura

[STC] J. Svoboda, S. Simsa: Seridl — Teorie ¢isel I. Dostupné z:
https://prase.cz/archive/33/uvodls.pdfl

[MO] Matematickd olympidda. http://www.matematickaolympiada.cz


https://prase.cz/archive/33/uvod1s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz

B2 93

MAXIMALIZACE VYRAZU

MIROSLAV ZELENY

Maximalizace matematickych vyrazi neboli hledani maxim funkci
je jednou z dulezitych tloh matematiky. V plné obecnosti jde o tlohu,
kde nemiuizeme cekat, ze bude k dispozici obecny algoritmus vedouci
vzdy k vysledku. Radu tloh takového typu lze Fesit pomoci metod dife-
rencidlniho po¢tu. V tomto prispévku se vSak budeme vénovat metodam,
které jsou elementdrni. Motivaci je pro nas tloha 70-B-1-2 z Matematické
olympiady, jejiz zadani zni:

Jakd je mejvétsi moznd hodnota vijrazu zy — 23y — xy>, jsou-li z,y
kladnd redlnd ¢isla? Pro kterd x,y se tato hodnota dosahuje?

1 Formulace problému

Upftesnéme nejprve formulaci problému, kterym se budeme zabyvat.

Problém 1.1. Méjme danou neprdzdnou mnozinu A a funkci f: A — R.
Nasim ikolem je nalézt hodnotu M, kterd splnuje f(x) < M pro kazdé
x € A a existuje a € A takové, Ze f(a) = M. Soucdsti problému mize
také byt nalezeni vsech prvki mnoZiny A, ve kterych funkce f nabyjvd
mazimdlni hodnoty M.

Do této tiidy problému spadéd i vyse uvedend uloha z Matematické
olympiddy. Mnozinou A je zde mnozina {[z,y] € R*x > 0,y > 0}
a funkce f ma tvar

flz,y) = oy — 2y — ay®.

V dalgich tlohdch budeme v roli mnoziny A uvazovat podmnoziny R™.
Upozornéme také, ze ne pro kazdou mnozinu A a funkci f musi mit
Problém feseni. Uvedme nésledujici jednoduchou tlohu.

Uloha 1.2. Naleznéte mazimum funkce f: (0,1) — R definované
predpisem f(x) = x na mnoziné A = (0,1).

Reseni. Budeme postupovat sporem. Predpokladejme, ze realné ¢islo M
je hledanym maximem. Pro kazdé = € (0, 1) plati f(z) < 1. Cislo M tedy
musi byt mensi nez 1. Pokud ale M < 1, pak nalezneme realné ¢islo x
spliujici M < x < 1. Odtud plyne f(x) > M, takze M neni hledanym
maximem, coz je spor s predpokladem. Uloha tedy nema4 feSeni. ]
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2 Nerovnosti

Jednim ze zpusobn, jak Fesit Problém[I.1] je nalézt novou funkci g, kterd
majorizuje funkci f na mnoziné A, tj. f(x) < g(z) pro kazdé =z € A, a
v bodé maxima funkce g nabyva funkce f stejné hodnoty jako g. Po-
tom funkce f nabyva stejné maximalni hodnoty jako funkce g. Smys-
lem tohoto postupu je, ze chovani funkce g pro nds muze byt mnohem
prehlednéjsi nez chovani funkce f. K dukazu nerovnosti f(x) < g(x),
pak muzeme mimo jiné pouzit nékteré znamé nerovnosti, napf. nerov-
nost mezi aritmetickym a geometrickym priumérem nebo Cauchyovu-
Schwarzovu nerovnost, kterym se jesté budeme vénovat. Neziidka je
funkce g volena jako konstantni. V takovém piipadé vlastné uhadneme
¢i odhadneme maximalni hodnotu uvazovaného vyrazu a pak dokazeme
spravnost naseho odhadu. Nésledujici obrazek a iloha ilustruje praveé
uvedenou metodu.

A

Uloha 2.1. Naleznéte mazimdlni hodnotu vjrazu z(1—z) pro z € (0,1).

Reseni. Mnozinou A je zde uzavieny interval (0,1) a funkce f mé tvar
f(z) = z(1 — z). Pro libovolnd dvé nezdporna redlna ¢isla c,d plati
nerovnost

Ved < C;d, (2.1)

pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz ¢ = d (vizte Vétu [2.2)).
Polozime ¢ = © a d = 1 — . Cisla ¢,d jsou nezédpornd a podle ([2.1)
tak obdrzime

1- 1

Odtud plyne z(1—z) < %. Rlovnost mezi vyrazy x a 1 —x nastava prave

tehdy, kdyz = = % V bodé 5 tak nabyvé vyraz x(1 — x) své maximalni
hodnoty $ v oboru z € (0, 1). O
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Nerovnost ([2.1)) je specidlnim piipadem jiz zminéné nerovnosti mezi
aritmetickym primérem a geometrickym prumérem, jejiz presnou for-
mulaci uvadime v nasledujici véte.

Véta 2.2 (AG nerovnost). Necht ay, ..., ay jsou nezdpornd redlnd ¢isla.
Potom plati
ai+-+a
Vay - a, < T (2.2)
n
pricemZ rovnost nastavd pravé tehdy, kdyZ a1 = ao = -+ = ay,.

Dukaz této véty neni snadny kromé piripadu, kdy n = 2, a lze jej
nalézt v brozufe [K]. Uved'me jesté dals velmi uzitetnou nerovnost.

Véta 2.3 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Necht ay,. .., an,b1,...,bn
jsou redlnd ¢éisla. Potom plati

(g aibi)2 < (g ag) : (g b?), (2.3)

pricemz rovnost nastavd pravé tehdy, kdyz jeden z vektori (ai,...,an),
(b1,...,by) lze vyjadrit jako ndsobek druhého.

Dikaz lze nalézt opét v [K].

Uloha 2.4. Necht x, Y, Z jsou nezdpornd redalnd cisla, kterd splniugji rov-
nost x +y + z = 1. Naleznéte maximdlni hodnotu vyrazu

(x+2y)- 2x+2)- (y+22). (2.4)
Reseni. Mnozinou A je mnozina
{[x,y,2] R 2>0,y>0,2>0,z+y+2=1}
a funkce f ma tvar
[y, 2) =(x+2y)- 2z +2) (y+22)

Diky AG-nerovnosti dostaneme, ze pro kazdé [z,y, z] € A plati

3
Faay.2) < <(m+2y)+(2m;—z)+(y+2z)>

_ <3(1: +3y+2)>3 .
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V AG-nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy, kdyz jsou si prumeérovana
¢isla rovna. V nasem piipadé to znamena, Ze plati

r+2y=2x+z=y+2z.

Spolu s podminkou  + y + z = 1 odtud plyne, ze x =y = z = % Nas
vyraz (2.4)) nabyvé tedy maximélni hodnoty 1 pro z =y =z = % O

Uloha 2.5. Naleznéte mazimdlni hodnotu vyrazu « + y, kde x,y jsou
redlnd ¢isla spliujict % 4+ y? = 1.

Resgend. Mnozinou A je mnozina {[z,y] € R?; 22 + y?> = 1} a funkece
f ma tvar f(z,y) = x + y. Pouzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
pro [z,y] € A obdrzime

(z+y)P=0-2+1-9*<(1*+13)-(@*+y*)=2-1=2. (2.5)

Odtud plyne z+y < v/2. Rovnost v nastane, pokud jeden z vektori
(z,y) a (1,1) lze vyjadiit jako ndsobek druhého. Odtud plyne, Ze pro
rovnost v je tieba x = y. Spolu s podminkou z?+%? = 1 dostaneme,
nexr=y= % nebo r =y = —%. Primym vypocétem snadno zjistime,

7e své maximalni hodnoty v/2 nabude maximalizovany vyraz pro bod

1 1
e vl -
3 Parametrizace

Pri feseni Problému Ize také postupovat néasledovné. Nalezneme
mnozinu B a zobrazeni ¢: B — A, které je na, tj. pro kazdé = € A
existuje z € B takové, ze ¢(z) = z. Potom slozené zobrazeni f o ¢
nabyva na B maximalni hodnoty, kterd je rovna maximalni hodnoté,
které nabyva f na mnoziné A, pokud tyto maximdlni hodnoty existuji.
Pokud totiz f nabyvd maxima v bodé a € A, pak f oy nabyva maxima
v bodé z € B, ktery spliiuje ¢(z) = a. Obracené, pokud f o ¢ nabyva
svého maxima v bodé z, pak f nabyva svého maxima v bodé ¢(z).

Zobrazeni ¢ nazyvame parametrizace. Mnozinou B je zpravidla
podmnozina R™. Postupovat timto zpusobem je vhodné v tom piipadé,
kdy funkce f o ma pro néds srozumitelnéjsi chovani a je pro nas jedno-
dussi nalézt jejil maximum na mnoziné B nez maximum funkce f na
mnoziné A.
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VyfeSme Ulohu pomoci vhodné parametrizace.

Reseni. Symboly A a f maji stejny vyznam jako v prvnim Fesen.
Pouzijeme parametrizaci mnoziny A pomoci goniometrickych funkei.
Definujeme zobrazeni ¢: (0, 27) — R? piedpisem

o(t) = [cost,sint].

Zobrazeni ¢ zobrazuje interval (0, 27) na mnozinu A, coz je jednotkova
kruznice se stfedem v poc¢atku. Funkce f o ¢ ma tvar

fop(t) =cost+sint = \/icos(t — %)
Funkce f o nabyvé na intervalu (0, 27) svého maxima v bodé 7 a hod-
nota maxima je rovna v/2. O
Literatura

[K] A. Kufner: Nerovnosti a odhady, Skola mladych matematikii 39,
Mladé fronta, 1976.
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VYSKY V TROJUHELNIKU
A BODY NA KRUZNICI

SARKA GERGELITSOVA

Podobnost trojihelnikt byva zékladem nejen feSeni mmnoha tloh
Matematické olympiady, ale také odvozeni pokrocilejsich tvrzeni, napf.
o thlech v tétivovych n-ihelnicich. Zadani dlohy 70-B-1-3 dava tusit, ze
tyto vatahy vyuzijeme i pfi jejim feSeni. Zadani tlohy 70-B-I-3 zni:

V ostroihlém trojihelniku ABC jsou AA" a BB’ jeho vysky. Kolmy
prumét bodu A’ na vijsku BB’ oznacme D. Predpoklddejme, Ze kruznice
prochdzejici body B, C, D protne stranu AC v jejim vnitinim bodé E.
Dokazte, Ze |DE| = |AA'|.

Uloha predpoklada, ze dany trojuhelnik je ostrodhly, i v tomto
textu se u nékolika 1uloh omezime na dukazy tvrzeni pro ostrothlé
trojuhelniky. Obecnd tvrzeni se ¢asto dokazuji samostatné pro ostrotihly
a pro tupouhly trojihelnik, i kdyz analogickym postupem (viz napiiklad
ulohu 2.4.), pro pravouhlé trojihelniky byvéd dukaz snazsi.

1 Vysky trojuhelniku

Pripomenime si nékolik znamych tvrzeni:

Tvrzeni 1.1. Paty P,, P, vySek z vrcholi A, B trojihelniku ABC na
strany a, b lezi na kruznici nad primérem AB.

Tvrzeni 1.2. Paty P,, P, vysek z vrcholi A, B trojuhelniku ABC na
strany a, b lezi na kruznici nad prumérem CV, kde V' je prisecik vijsek.

C

Obr. la: Kruznice prochéazejici patami vysek — ostrothly trojuhelnik
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Obé uvedend tvrzeni ptimo plynou z toho, ze kruznice nad danym
prumérem KL bez jeho krajnich bodu je mnozinou vsech vrcholu
pravych thla nad KL.

Obé tvrzeni i jejich zduvodnéni jsou obecna, na obrazku 1b je
vidét, jak se zméni poloha obou pat kolmic vzhledem k primeéru
Thalétovy kruznice, pokud lezi prusecik vysek V vné trojuhelniku ABC
(tj. trojihelnik ABC' je tupouhly). Pro trojihelnik ABC s pravym
thlem pii vrcholu C plati obé tvrzeni trividlné.

Obr. 1b: Kruznice prochazejici patami vysek — tupothly trojihelnik

Tvrzeni 1.3. Jsou-li P,, P, po Tadé paty vysek z bodi A, B na strany a, b
trojuhelniku ABC, kde uhel pri vrcholu C nend pravy, jsou trojiuhelniky
AP,C, BP,C podobné.

Obr. 2: Podobné trojihelniky

Je-1i vnitini tihel trojihelniku ABC pii vrcholu C ostry, obsahuji
oba pravouhlé trojuhelniky AP,C, BP,C thel v pii vrcholu C, maji
tedy shodné thly. Je-li dhel pii vrcholu C' tupy, obsahuji thel vedlejsi
k thlu v (viz obr. 2).
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2 Uhly v kruznici

Nasledujici tvrzeni o vyskach bychom také odvodili pomoci podob-
nosti trojihelnikt. Odivodnéni vyznamné zkratime uzitim znamé vlast-
nosti tétivového ¢tyitihelniku (kterou nebudeme dokazovat, vyplyva ze
znamych vlastnosti stiedovych a obvodovych hla):

Véta 2.1. Soucet velikosti protilehlych uhlu v tétivovém ctyriuhelniku je
180°.

Tvrzeni 2.2. Necht P,, Py, P. jsou po Tadé paty vijsek z vrcholi A, B, C
na strany a,b,c. Potom jsou trojuhelniky ABC, AP,P,, BP.P,,CP,P,
podobné.

Obr. 3: Podobné trojihelniky s vrcholy v patich vysek

Dikaz. Provedeme jen ¢ast dikazu pro ostrouhlé trojihelniky ABC),
CP,Py. Vime, ze body A,B,P,,P, lezi na kruznici (viz Tvrzeni 1.2.),
navic v ostrouihlém trojihelniku na ni lezi v uvedeném potadi — paty
vySek lezi uvnitt stran, takze vyska v. oddéluje body Py, P,, které lezi
v téze poloroviné s hrani¢ni piimkou AB. Vrcholy A, P, jsou tudiz pro-
tilehlé, proto |P,P,B| = 180° — «a. Protoze jsou thly P,P,B, P,P,C
vedlejsi, je |P,P,C| = «. Oba trojuhelniky ABC, P,P,C maji vnitin{
thly o velikosti a a 7, jsou tedy podobné. O

Podobné sami dokazte néasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.3. Necht je ABCD tétivovy ctyrihelnik s vesmés rizno-
béznymi stranami a necht primky BC, AD se protinaji v bodé E
a primky AB, CD se protinaji v bodé F. Pak jsou trojihelniky ABE,
CDE podobné a trojuhelniky BCF, DAF jsou podobné. (viz obr. 4)
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Obr. 4: Podobné trojihelniky u tétivového ¢tyfihelniku.

Body na jedné kruznici budeme zkoumat také v tloze 63-1-B-3. Je
formulovana obecné, a tak jeji dikaz musime rozdélit na tii pripady.

Uloha 2.4. Nechf D je libovolny wvnitini bod strany AB trojuhelniku
ABC. Na polopiimkdch BC a AC zvolme po tadé body E a F tak, aby
platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokazte, Ze body C, E, F a stred I
kruznice vepsané trojuhelniku ABC' leZi na tézZe kruznici.

Resend. Je-li I stfed vepsané kruznice, lezi na osich vnitinich tdhla
trojuhelniku (obr. 5). Ze zadani |BD| = |BE| a |AD| = |AF|.
Trojthelniky BEI, BDI jsou shodné, proto |[<BDI| = |<BEFEI]|.
Trojuhelniky AFI, ADI jsou shodné, proto |<ADI| = |<AF1I|.

Bod D je vnitini bod usecky AB, proto |[<ADI|+ |<BDI| = 180°.

Obr. 5: Shodné uhly
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Lezi-li body E, F uvnitf stran trojuhelniku, lezi v opacnych poloro-
vindch s hraniéni pfimkou C'I, proto staci ukézat, ze soucet velikosti tihlu
CFI,CEI je180° : |[<CFI| = 180°—|<AFI|, |<CEI| = 180°—|<«BEI|,
|<CFI|+ |<CEI| = 180° — |<ADI| + 180° — |<BDI| = 180°.

Lezi-li jeden z bodu E, F' vné strany trojuhelniku, lezi oba body
v téze poloroviné s hraniéni piimkou CI, a v tom piipadé ukazeme, ze
thly CFI, CEI jsou shodné: Necht F lezi vné AC, |[<CFI| = |<AF1I|.
|<CFI|=|<ADI|=180° — |«BDI| = 180° — |[<BEI| = |<CEI]|.

Splyva-li néktery z bodu F, F' s bodem C, tvrzeni plati trivialné.
Oba body FE, F nemohou lezet zdroven vné trojuhelniku, protoze by
nebyla splnéna trojihelnikova nerovnost. O

Uloha 2.5. Necht vysky ostrouhlého trojihelniku ABC na strany a,b, ¢
protinaji kruznici trojuhelniku opsanou po tadé v bodech Vo, Vi, V..
Dokazte, zZe tétivovy Sestivhelnik AV.BV,CVy, md strany po dvou shodné.

Obr. 6: Tétivovy Sestitthelnik

Resend. Trojihelnik ABC je ostrodhly, proto vysky protinaji od-
povidajici strany v jejich vnitinich bodech, stejné tak jako kratsi ob-
louky opsané kruznice nad témito stranami. Tvrzeni fika, ze ze CtyT
stran BV,, V,C, CV4, VA maji byt alesponi dvé shodné a z vhodného
nacrtku (obr. 6) vidime, ze ziejmé budeme dokazovat shodnost stran
CVq, CVy,.

Podivame-li se na Tvrzeni jsme téméf hotovi. Z podobnosti
trojuihelniku CBP,, C AP, a toho, ze vrcholy A, B lezi na tomtéz oblouku
nad tétivou V, V4, plyne shodnost uhlu CBV;, CAV,, a tedy i shodnost
tetiv C'Vy, C'V,. Podobné dokazeme |BV,| = |BV.| a |[AV,| = |AVL|. O
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Poznamka 2.6. Body V,, V}, V. v tloze jsou obrazy priuseciku V
vysek trojuhelniku ABC v osovyjch soumérnostech po rTadé podle jeho
stran a, b, c. Tuto znalost jsme v dikazu nepotiebovali, ale neskodi si ji
pripomenout.

Obr. 7: Osové soumérny obraz ortocentra dle strany na kruznici opsané

Obrézek 7 ilustruje dukaz tvrzeni pro bod V', ktery je obrazem
ortocentra V v osové soumérnosti podle strany ¢ = AB v ostro-
ihlém trojihelniku. V ném lezi body C, V' v opa¢nych polorovinach
s hrani¢ni piimkou AB. Podle Tvrzeni lezi body P,, V, B, C
na kruznici (v ostroihlém trojihelniku tam lezi v uvedeném poradi),
proto |<P,V Py + |<P,CPy| = 180°. Ale z osové soumérnosti s osou
AB plyne, ze |<AV'B| = |[<AVB|, a z vlastnosti vrcholovych thla
|<AV B| = |<P,V Py|, tedy také |<AV'B| + |<ACB| = 180° a bod V'
lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC'.

[MO] Matematickd olympidda. http://www.matematickaolympiada.cz
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SOUSTAVY ROVNIC S ABSOLUTNIMI
HODNOTAMI A PARAMETREM

LuBoS Pick

V matematické olympiddé a podobnych soutézich se obcas objevuji
ulohy, v jejichz zadani nalézdme soustavu rovnic obsahujici absolutni
hodnoty a piipadné jesté jeden nebo vice redlnych parametru. Tato
problematika pfredstavuje zajimavou a bohatou oblast, v niz se mo-
hou efektivné uplatnit rozmanité a zdanlivé spolu nesouvisejici doved-
nosti. Na své si prijdou jak milovnici algoritmickych feSeni, tak kreativci
vSech typu, ulohy Skytajl zabavu jak zapfrisahlym ,algebraikim*, tak
i skalnim ,geometrim®. Sanci dostane dyspinxik i dyskalkulik. Ulohy
lze obvykle fesit bud algoritmickymi postupy zaloZenymi na rozboru
piipadi, které jsou sice pracné, ale zarucené vedou k vysledku, nebo
ad hoc konstrukcemi v8eho druhu zalozenymi na pozorovanich, ktera
algoritmizovat nelze a ktera se 1isi tilohu od tlohy.

Zajimavou rozmanitosti se vyznacuji uz samotnd zadani. Zadava-
teli lohy obvykle nestaci, abychom rovnici nebo soustavu rovnic prosté
vyresili, ale Casto se nas pta na to, pfi jakych hodnotich parametru
maji feseni jisté vlastnosti. To je i pfipad tlohy 70-B-I-4 matematické
olympiady, jejiz zadéni zni takto:

Zjistéte, pro které hodnoty parametru k md soustava rovnic

|x 4 6] + 2|y| = 24,
[z +y|l+ |z —y|l=2k

lichy pocet Teseni v oboru redlngch cisel.

1 Zakladni naradi

1.1 Nulové body

Zakladni matematickd dovednost, bez které se pii praci s operaci
absolutni hodnoty neobejdeme, je metoda nulovych boda. Vychazi
z jednoduchého pozorovani: absolutni hodnoty, jakozto jakési pridané
nepifjemnosti, se v rovnici mizeme zbavit, ale musime k tomu védét,
jakého znaménka je vyraz uvnitf. Je-li vyraz uvnitf absolutni hod-
noty v néjakém smyslu spojité zavisly na proménné, proménnych, para-
metrech a podobné, pak nalezenim kofenu tohoto vyrazu uréime bod
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(muzeme mu fikat nulovy), ktery ma tu vlastnost, ze nalevo od néj jsou
véci jinak, nez napravo. Posudme nésledujici jednoduchou tlohu.

Uloha 1.1. Reste rovnici |4z — 2| + |z — 2| = 6.

Resend. Zadéni obsahuje dva vyrazy s absolutnimi hodnotami, nulovymi
body jsou x = % a r = 2. Ty rozdéluji redlnou pfimku na tii intervaly,
na nichz posoudime tlohu zv14st. Resime tedy sice tii rovnice, ale za to
hodné jednoduché. Pozor musime davat jen na to, aby pfipadny koten,
ktery ndm vyjde, lezel ve spravném intervalu.

Nejprve predpokladejme, ze x € (—oo, %] (Povsimnéme si uzavienosti
vpravo — zadné realné ¢islo totiz nesmime vynechat.) Potom zadand rov-
nice piejde v2—4x 42 —x = 6, tedy —2 = 5z, tedy « = —%. Ted ptijde
na fadu jedind zajimava ¢ast postupu — inspekce, zda je ziskany kandidat
na fedeni legdlni. Protoze ale —% € (—oo, %), mame prvni FeSeni.

Nyni predpokladejme, ze x € (%, 2]. Potom fesime rovnici 4z — 2 +
2—x =6, tedy 3x = 6, tedy x = 2. Bod x = 2 opét lezi v intervalu
(sice jen tak tak, ale diky nasi volbé uzavienosti vpravo tam je), a tedy
predstavuje druhé feseni tdlohy.

Zbyva posoudit piipad, kdy =z € (2,00). Potom feSime rovnici
S5z —4 =06, tedy * = 2. O tomto feSeni jiz vime, a jesté ke vSemu
2 ¢ (2,00). Kazdopadné v tomto tfetim kroku nedostdvame nic nového.

Zaver: uloha méa dvé feSeni, a to z = —% azxr=2. O

1.2 (Geo)metricky pohled na véc

Bude uziteéné si uvédomit, ze absolutni hodnota hraje na mnoziné
realnych cisel roli metriky, tedy vzdalenosti. Jakkoli vyraz ,metrika“
do stfedoskolské matematiky nepatii, je intuitivné jasné, ze napiSeme-li
|x + 1| = 4, pak tim vlastné fikdme, Ze bod x se naléza ve vzdélenosti 4
od bodu —1, a to bud smérem doleva, nebo smérem doprava. Pfilozime
pravitko a vidime, Ze feSenimi uvedené rovnice jsou body * = —5
a x = 3. JeSté zajimavéjsi situace nastane, napiSeme-li |z + 1| < 4.
Co tikdme ted? Nyni muZe byt bod z vzddlen od bodu —1 o 4 jed-
notky (samoziejmé opét dvéma ruznymi sméry), ale muze lezet i blize.
Resenfm uvedené nerovnice je uzavieny interval [—5,3]. No a co kdyz
napiSeme |z + 1| > 4?7 Pak je feSenim sjednoceni otevienych intervalu
(=00, =5) U (3, 00).

1.3 Nerovnosti a odhady

Metoda nulovych bodu a nédsledny rozbor piipadiu vzdy vedou k vysledku.
Potiz je v tom, ze to muze byt cesta velmi pracnd a nékdy zbytecné
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naroéna. Nezapomenme, Ze jednim z kliGovych parametri byvé cas.
Témeér vzdy proto stoji za to diive, nez se bezhlavé vrhneme do hledani
nulovych bodu a posuzovéani jednotlivych odpovidajicich piipadu, se za-
myslet, jestli si nemiZzeme nejprve néjak zjednodusit situaci. Posudme
nasledujici ulohu.

Uloha 1.2. V oboru redlnych c¢isel reste soustavu rovnic
|z% — 9] + |y* — 5| = 52.

Resend. Ctendf mi dd za pravdu, ze ted je situace podstatné zapeklitéjsi,
nez v uloze Soustava obsahuje dvé nezdvislé proménné a k tomu
jesté kvadratické ¢leny. Metoda nulovych bodu by jisté fungovala. Nulové
body snadno uréime, jsou to z = —3,3,5 a y = —/5,v/5,9. Jenomze
T a y jsou na sobé nezavislé, a tedy bychom museli posoudit vSechny
kombinace, to jest devét ruznych soustav kvadratické a linedrni rovnice.
To je uplné jina troven, nez hledani feseni tif trividlnich linearnich rov-
nic pro jednu proménnou, jemuz jsme se vénovali v tloze [[.1] Pritom
vétsinu ze zminénych deviti pripada lze predem vyloucit, a to témér bez
namahy. Jen je k tomu potfeba uvédomit si jednoduchy fakt: absolutni
hodnota jakéhokoli vyrazu je vzdy nezaporna. To ndm umoziuje pra-
covat s odhady a nerovnostmi, ackoli zadani tlohy zadnou nerovnost
neobsahuje.

Tak naptiklad jestlize v prvni rovnici zapomeneme prvni (nezéporny)
Clen, leva strana se nemuze zvétsit. To lze zapsat ve formé nerovnosti
ly — 9] < 6. A jak vime z oddilu odtud plyne y € [3,15]. Protoze
3 > /5, dva ze tif nulovych bodi proménné y nds vibec nemusi
zajimat. Toto pozorovani ale muzeme vyuzit jesté lépe. Uveédomime
si, ze y € [3,15] implikuje 32 € [9,225], tedy kazdopadné y?> > 5.
V dusledku této jednoduché tvahy muzeme odstranit absolutni hod-
notu z vyrazu y?> — 5 ve druhé rovnici. Druhé rovnice tak piejde do
tvaru |22 — 9| + y? = 57, coz vyuzijeme analogickou tivahou k zavéru,
ze y? < 57, tedy y < /57, takze y < 9. Tudiz se i v prvnf rovnici ve
vyrazu |y — 9] absolutni hodnoty zbavime. Prvn{ rovnice tak ptejde do
tvaru |z — 5| —y = —3, coz ndm pro zménu, diky odhadu y < VBT < 8,
da vymezeni také pro proménnou z, a to |z — 5| < 5, to jest x € (0, 10).
A ted teprve m4 smysl pouZit metodu nulovych bodi. Soustava zménila
podobu na

|z — 5] —y = -3,
2% — 9] + y* = 57.
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Misto deviti piipadu budeme posuzovat jen tii, presnéji x € (0,3],
x € (3,5] a x € (5,10), a snadno dospéjeme k vysledku (ve vsech piipa-
dech nejprve vyjadiime z prvni rovnice y pomoci x, potom ziskany vyraz
dosadime do druhé rovnice, dostaneme bud linedrni, nebo kvadratic-
kou rovnici pro proménnou z, kterou vyfeSime, a nakonec provérime,
zda ziskané koreny lezi ve spravném intervalu). Uloha ma dvé feSeni:

[z,y] = [1,7]) a [z,y] = [4V2 + 1,42 — 1]. O

Stava se, ze uz samo feSeni tlohy zamérné testuje nasi pozornost.
V zadéni jedné z navodnych tloh doméciho kola 64. roéniku matematické
olympiady cteme:

Uloha 1.3. Necht pro redind cisla x oy plati |22 + 4] + |y — 65| = 20.
Potom x € [-4,4] ay € [-9,-7] U[7,9]. Dokazte.

Resend. Prvni krok, ktery bychom méli uéinit dfive, nez zaéneme cokoli
pocitat, je povsimnout si, ze ve vyrazu |z? + 4| je absolutni hodnota
pro ozdobu (zadani je nejspis minéno jako jakysi chyték), a lze ji bez
ztréaty prosté vyhodit. Uloha se zménf na rovnici 22 + |y2 — 65| = 16,
takze diky nezdpornosti vyrazu |y? — 65| ihned dostavdme 22 < 16, a
tedy prvni pozadovany vyrok z € [—4,4]. Obdobnou uvahou dostaneme
ly? — 65| < 16, tedy y? € [49,81] (vS§imnéme si, jak si dal autor tlohy
zalezet, aby ndm to hezky vyslo, a vzdejme mu tichy hold). Odtud ihned
plyne druhé dokazované tvrzeni. O

2 Jak se vyporadat se zavislosti (na parametru)

Je nacase vpustit do hry novy prvek, a sice jeden nebo vice redlnych
parametra. Jak uvidime, pocet uzitecnych dovednosti se stale rozsituje.
2.1 Vlastnosti koeficientii mnohoclenu

Bude se nam hodit néasledujici klasicka poucka.

Véta 2.1. Necht n € N. Jsou-li x1,z9,...,2, koveny polynomu
2+ ap_12" '+ +arx +ag, kde ag,...,an—1 € C axy,...,x, €C,
potom

Ty 4+ Ty = —Ap-1,

(=1)"xy - xp = ag.

Posud' me nésledujici tlohu.
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Uloha 2.2. Urcete vSechna redlnd ¢éisla p, pro néz md rovnice
2 _
(2 —1)2 = 3Ja] - pa
pravé tri ruznd reSend v oboru redlnijch cisel.
Reseni. Jedinym nulovym bodem je x = 0. Tato hodnota neni fesenim
tlohy pro zadné p € R, muzeme se tedy omezit na rovnice

P+ (p+Dz+1=0 z<0,
2?4+ (p—5)r+1=0, x>0

Nejprve si uvédomime, Ze mé-li nékterd z uvedenych rovnic dva rizné
kofeny, pak jsou tyto kofeny nenulové a stejného znaménka. To vyplyva
z aplikace druhého tvrzeni véty na piipad n = 2 a z toho, ze
obé rovnice maji kladny prosty ¢len. Z tohoto pozorovani vyvodime,
ze mé-li mit 1loha tii feSeni, pak musi mit jedna z rovnic dva ruzné
kotfeny a druhda jeden dvojnasobny. To by samo o sobé jesté nestacilo,
musime navic ohlidat, aby vSechny tyto kofeny mély spravnd znaménka.
Podle specialniho piipadu prvniho tvrzeni véty je ovsem koefici-
ent u z u kazdého z nasich dvou kvadratickych trojélenu roven souctu
kofenu s opacnym znaménkem. Odtud dostaneme podminky p+1 > 0
ap—>5<0,tedy p € (—1,5). V ramci tohoto omezeni ndm tudiz pak jiz
sta¢i posoudit diskriminanty obou rovnic, tedy (p+ 1)2 — 4 u prvnf rov-
nice a (p — 5)2 — 4 u druhé. M4-li byt pocet feSeni roven tfem, musi
byt pravé jeden z téchto diskriminanti roven nule a zaroven druhy
musi byt kladny. Nulovost diskriminantii dava ¢tyfi moznosti, a sice
p € {-3,1,3,7}. Z téch ale v intervalu (—1,5) lezi pouze p=1ap = 3.
Protoze v obou téchto ptipadech je zbyvajici diskriminant kladny, jsou
hledanymi hodnotami parametru p =1 a p = 3. 0

2.2 Symetrie

V tomto oddilu uvedeme dalsi z fady nealgoritmizovatelnych dovednosti,
kterou stoji za to si osvojit. Jde o pozorovani nejruznéjsich nendpadnych
symetrif, které ndm mohou velmi usnadnit préci. Pohled me napiiklad
na nasledujici ilohu.

Uloha 2.3. Rozhodnete, pro které hodnoty parametru b md soustava
rovnic

|22 — y| + |22 + y| = 12,
ly+ 1|+ [z|=b

lichy pocet Tesend.
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Reseni. Metodou nulovych bodi se d4 samoziejmé tloha vyfesit. Bude
to ale stat spoustu ¢asu a usili. Pfitom vSak neni tézké vypozorovat, ze
je-li dvojice [x,y] FeSenim soustavy, pak je jejim feSenim také dvojice
[—z,y]. To znamen4, ze feseni chodi zdsadné po dvou, pficemz jedinou
vyjimku tvoii x = 0. Z toho ovS8em ihned plyne, ze s jinymi ptipady,
nez x = 0, se neni tieba zdrzovat. Polozime tedy x = 0 a dostaneme
podstatné jednodussi soustavu

ly| = 6,
ly + 1| = b,

kterou snadno vyfesime. Uloha mé tedy lichy pocet feseni pravé tehdy,
kdyz b =5, nebo b=17. O

3 Graficka metoda resSeni

Vsechna moznd teSeni rovnice obsahujici dvé proménné lze casto
s vyhodou ilustrovat jako mnozinu bodu roviny, které této rovnici vyho-
vuji. Reseni soustavy rovnic pak tedy odpovidd prunik dvou takovych
mnozin. Vyhoda tohoto pfistupu spociva v tom, ze nam skyta jakousi
geometrickou pfedstavu o tom, jak by pripadna feSeni mohla vypadat,
ptfipadné kde by se mohla nalézat. Metodu lze vyuzivat i v piipadech,
kdy jsou rovnice zavislé na parametrech, je jen zapotiebi pusobeni para-
metru spravné popsat. Obvykle jde o néjaké posuvy nebo nafukovéni.

3.1 Rozcvicka

Pro predstavu o tom, jak budou mnoziny feSeni vypadat, se nejprve
rozcviéme na jednoduchych piikladech.

Uloha 3.1. Necht k > 0. Graficky zndzornéte mnoZiny bodi [z,y] € R?
splnugict

(a
(b
(c
(d

) |zl + [yl =k,

) |o = 3|+ 2Jy| = 2k,

) e +yl+ ]z -yl =2k,

) o+ 2yl + |z — 2y| = 4k.

Resend. Mély by nam vyjit nasledujici mnoziny:

(a) hranice ¢tverce s vrcholy [k, 0], [0, k], [—k,0], [0, —k],
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(b) hranice kosoctverce s vrcholy [2k+3,0], [3, k], [-2k+3,0], [3, —k],

(c) hranice ¢tverce s vrcholy [k, k], [—k, k], [k, —k], [k, —FK],

(d) hranice obdélnika s vrcholy [2k, k|, [—2k, k|, [—2k, —k], [2k, —k].
O

Jestli ndm bude uznéno ¢isté obrazkové (vznesenéji feceno grafické)
feSeni, je otdzka filosofickd. Odpovéd na ni pravdépodobné zavisi na
mite tolerance jednotlivych hodnotiteli, apriori vylou¢eno to neni. Na-
prosto jisté vSak je, ze i nepatrny nacrtek skytajici spravny geometricky
nédhled na chovéani a ptipadné i na pohyb jednotlivych mnozin ndm muze
velmi pomoci pii nésledném sepisovéani reseni algebraického (které ndm
rozhodné uznano bude, bude-1i korektni).

3.2 Po castech linearni funkce

V zadani nésledujici tlohy se objevuje novy prvek — mame vysSetfovat
jistou vlastnost funkce v zavislosti na dvou realnych parametrech. Geo-
metricky nahled opét rozhodné nebude na skodu, prolind se fesenim jako
povéstna ¢ervena nit.

Uloha 3.2. Pro kterd redlnd éisla a,b je funkce
fx)=alx—1|4+bzx—-3)+ |z —bl+z—1
omezend na R?

Resend. Funkce f je po cdstech linedrni, a to bez ohledu na hodnoty
parametri a a b, takZe je omezend na kazdém omezeném intervalu.
To znamend, ze sta¢i funkci f vySetfit pouze pro hodné velké a pro
hodné malé hodnoty proménné z, presnéji pro z < min{l,b} a pro
x > max{l,b} (nezapomenme, ze o vztahu b k jednicce nic nevime).
Jest

fle)=(b—a)x—2b+a—1 proz <min{l,b},
fz)=(a+b+2)x—a+4b—1 prox > max{l,b}.

Nyni je tfeba si uvédomit, ze na neomezeném intervalu je linedrni funkce
omezend praveé tehdy, kdyz je konstantni. To v naSem pfipadé nastane
praveé tehdy, kdyz b—a = 0 a zaroven a+b+2 = 0 (v8e ostatni v predpisu,
ktery definuje funkci f, je balast).

Zaveér: funkce f je omezend na R pravé tehdy, kdyz a = b = —1. Pro
tyto hodnoty parametru jest f(x) = |z + 1| — |z — 1| + 2. Nyni si prosim
nacrtnéte graf této funkce. Vypad4, ze by mohla byt omezend? O
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3.3 Grafické teseni tlohy

Podivejme se ted na to, zda a jak by ndm mohl graficky ndhled na véc
pomoci vyfesit ilohu 2.2} Pozor, tloha obsahuje parametr, musime tedy
nejprve spravné pochopit, jak se na obrazku projevi jeho zména.

Porovnejme funkci f(z) = (z — 1)?, jejimz grafem je smérem vzhiiru
otevieny oblouk paraboly s vrcholem v bodé [1, 0], s jednoparametrickou
rodinkou funkei g, (x) = 3|z|—pz, jejichz grafy jsou lomené ¢ary s jednim
zlomem, jenz vzdy sidli v pocatku.

Polozme si otazku, za jakych okolnosti mohou mit tyto dva grafy
pravé tii pruseciky. Snadno zjistime, Ze k tomu je zapotiebi, aby jedno
rameno grafu g, bylo te¢nou paraboly tvorici graf f a druhé jeji secnou.
7 nacrtku je zfejmé, ze pravé rameno, které mimochodem mé rovnici
y = (3 — p)x, muze byt te¢nou paraboly jediné tehdy, kdyz si lehne na
podlahu, coz odpovidd hodnoté p = 3. Levé rameno grafu g, ma rovnici
y = (=3 — p)x, takze ma-li byt te¢nou paraboly, je tfeba, aby rovnice
(=3 —p)z = (z — 1)? méla dvojndsobny zidporny koien. Posouzenim
diskriminantu (kvadraticka rovnice pro p) dojdeme k zavéru, ze rovnice
m4 dvojndsobny kofen pravé tehdy, kdyz bud’ p = 1, nebo p = —3. Pro
p = —3 je ale odpovidajici kofen kladny, a proto tento pripad musime
vyloucit. Zbyva ovérit, ze v obou piipadech p = 1 a p = 3 je zbyvajici
rameno secnou paraboly.

3.4 Grafické feseni lohy

Podobné jako v pfedchazejicim oddilu se muzeme grafickou metodou
pustit také do feSeni tlohy Opét ndm pujde o prunik dvou geo-
metrickych obrazcu, tentokrat ale chceme, aby tento prunik mél lichy
pocet prvku. Vzpomeneme si na rozcvicku a vidime, ze grafem prvni
rovnice je hranice obdélnika s vrcholy [3,6],[—3,6],[—3,—6],[3,—6],
zatimco grafem druhé rovnice je hranice Ctverce se stiedem [0, —1]
a vrcholy [b, —1],[0,b—1], [-b, —1], [0, —b— 1]. (Mozna nebude od véci si
povsimnout, ze diky druhé rovnici musi byt b nezdporné, takze ¢tverec je
opravdu skoro vzdy ¢tvercem, pouze v jediném piipadé je mu dovoleno
zdegenerovat do bodu.)

Kreslime si a pozorujeme, jak se tento ¢tverec nafukuje ¢ nao-
pak smrstuje pii riznych hodnotdch b. Pfitom nezapomindme vnimat
rozlicné symetrie, jak jsme se naucili v oddilu Zanedlouho do-
jdeme k zavéru (pozor, nula je sudd!), ze prunik obou obrazcti mé lichy
pocet prvka pravé tehdy, kdyz si jizni vrchol ¢tverce sedne na pod-
lahu obdélniku, nebo kdyz naopak severni vrchol fukne do stropu. Pak
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uz neni tézké odmérit, ze tyto pripady odpovidaji po fadé hodnotam
—b—1=-6ab—1=6,tedyb=5ab=".

Literatura
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ROVNOBEZKY

ALENA SKALOVA

Potkame-li se s planimetrickou tlohou, ve které mame za cil dokézat,
ze néjaké vzdalenosti (¢i jejich kombinace) se rovnaji vzdélenosti jiné,
podobné jako v tloze 70-B-I-5 matematické olympiddy

Je ddn pravidelny sedmiihelnik ABCDEFG. Kolmice vedend bodem
D k primce DE proting primky CG a AB postupné v bodech P a Q.
Dokazte, Ze |AQ| + |EF| = |GP|,

¢i pokud obecné zkoumédme vztahy mezi délkami tsecek, prvnim
uzite¢nym krokem byva odhalit, zda se dotcené vzdéalenosti nevysky-
tuji i nékde ,,jinde“. K tomu lze samoziejmé pouzit lecjakou pokrocilou
techniku, my si ovSem vystac¢ime se zaklady — tedy s rovnobéznosti, sy-
metrii, pfipadné dopocitanim thlu.

1 Zaklady

Pripomernime si nékteré uziteéné vlastnosti rovnobézek. Tteti bod je
vskutku trivialni, ale je dobré mit ho pfi feSeni loh na paméti.

e Rovnobéznik je definovan jako takovy ¢tyithelnik, jehoz protilehlé
strany jsou rovnobézné.

e Pro rovnobéznik plati, ze délky jeho protéjsich stran jsou shodné.

e Tim padem, pokud se protnou dvé dvojice rovnobézek, vytvori je-
jich pruseciky rovnobéznik a protilehlé isecky maji stejnou délku.
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Definice 1.1 (Stifidavé, souhlasné a vrcholové thly). Méjme dvojici
primek a k nim treti, ruznobézinou primku. Dvojice 1hld na ndsledujicim
obrdzku postupné nazjvdme

PAR AN
>

stridavé (modre), souhlasné (cervené) a vrcholové (zelené) hly.

Lémma 1.2. Je-li vjchozi dvojice primek v definici[I.1 navzdjem rovno-
béznda, maji vSechny odpovidajici si dvojice whli (stridavé, souhlasné,
vrcholové) stejnou velikost.

Tim padem — natrtneme-li dhly dvou rovnobézek a je protinajici
ruznobézku do jednoho obrézku — plati, ze vSechny oranzové thly jsou
shodné a stejné tak jsou shodné vsechny fialové 1hly.

2 Ulohy

Uloha 2.1. Lichobéznik ABCD je useckou C'E rozdélen na trojuhelnik
a rovnobéznik, vizte obrdzek.

D C
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Ddle predpokladdme, Ze bod F je stredem usecky CE a primka DF
prochdzi stredem usecky BE. Jaky je pomér délek usecek |DC|: |AB|?

Resend. Nejprve si dokresleme i pifimku DF, zminénou v zadéni. Jeji
prusec¢ik s AB oznacme G.

O kterych useckach uz vime, ze maji stejnou délku? Jelikoz F' puli
usecku CFE, plati |CF| = |FE| (v nékresu fialové). Obdobné hned ze
zaddni dostdvame |GE| = |GB| (zelené). Déle se rovna |AFE| = |DC|
(¢ervené), nebot AECD je dle zaddn{ rovnobéznik.

Jelikoz body F a G jsou po fadé stiedy usecek CE a BE, je
usecka F'G stfedni ptickou trojihelnika CEB, a tim paddem F'G || CB.
Ctyithelnik DGBC je tedy rovnobéznik, z ¢ehoz vyplyva |DC| = |GB).

Ted' jiz stacf jen viechny ziskané vztahy poskladat dohromady. Mame
tedy |EG| = |GB| = |DC| = |AE|, a jelikoz

|AB| = |AE| + |EG| +|GB| =3 - |DC|,
je hledany pomeér |DC| : |[AB| roven 1 : 3. O

Uloha 2.2. V pravidelném pétivhelniku KLMNQO oznacme P prisecik
primek KN a OM. Dokazte, ze |[KN| = |NO|+ |OP].
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Reseni. Zacnéme nacrtkem.

N
/\M
\ [P /

K L

Piimka KN je rovnobéznd s LM, coz zduvodnime napiiklad osovou
symetrii pravidelného pétiihelnika podle osy kterékoliv z jeho stran,
v tomto piipadé usecky LM. Dvojice bodu K a N, resp. L a M jsou
si navzajem svymi obrazy ve zminéné osové symetrii, tedy obé piimky
KN i LM jsou na osu strany LM kolmé. Tudiz skutecné KN || LM.
Alternativné bychom pro diikaz rovnobéznosti mohli dopoéitat velikosti
dhlt [<LMP| a |<KLM]|, zkuste si!

Obdobné dokézeme, ze OM || K L. Ctyfihelnik K LM P je tudiz rov-
nobéznik, a jelikoz |K'L| = |LM]| (strany pravidelného mnohoihelniku
maji stejnou délku), jsou vSechny jeho strany shodné (nize na obrazku
modfe).

Z pravidelnosti pétithelniku K LM NO déle vyplyva: |[MO| = |KN|,
a jelikoz uz vime, ze |PM| = |PK]|, dostdvame |OP| = |NP| (Cervené).

O
=

K L

¥

Ted jiz mame vSechny potiebné ingredience k feseni. Postupné jsme
dokazali rovnost |[KN| = |KP|+ |PN|=|NO|+ |OP|. O
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Uloha 2.3. Meéjme obecny ctyrihelnik ABCD. Sestrojme bod K, ktery
je wvrcholem rovnobézniku BCDK, a bod L, ktery je vrcholem rovno-
béziniku CDAL. Ukazte, Ze primka KL prochazi stiedem usecky AB.
Reseni. Ze zadani plyne, ze tsecky CD, BK a AL jsou rovnobé&iné,
a navic shodné.

Body K, L lezi v opacnych polorovinach od pifimky AB, tim padem
shodné tsecky AL a BK rovnéz lezi v opa¢nych polorovinach od piimky
AB, takze AK BL je rovnobéznik.

Pro 1ihlopficky rovnobézniku plati, Ze se navzdjem puli, tudiz piimka
K L skutecné prochaz{ stfedem strany AB. O

2.1 K procviceni

Uloha 2.4. Nechf K,L,M,N jsou po tfadé stiedy stran AB, BC, CD,
DA étyrihelniku ABCD. Dokazte, Ze |KL| + |LM| = |[MN|+ |NK]|.

Ndvod. Dokazte prve, ze KLM N je rovnobéznik. O
Uloha 2.5. Necht D je stred strany AB trojuhelniku ABC a E bod jeho

strany AC, pro ktery plati |AE| = 2|CE|. Oznaéme F prisecik primek
BE a CD. Dokazte, Ze plati |BE| = 4|EF)|.

Uloha 2.6. Necht D, E znaci po Tadé stiedy stran AB, BC' trojuhelniku
ABC'. Dadle oznacme F stred usecky AD a G prusecik CD s EF.
Dokazte, zZe |EG| = |GF|.

Literatura
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LODE, TANKY A KRALOVE

ANTONIN SLAVIK

Zadani dlohy 70-B-1-6 matematické olympiddy je velmi atraktivni,
pripomind znamou namoini bitvu na ¢tvereckovaném papiru nebo
nékteré pocitacové hry:

Na pldnu o rozmeérech 12 x 12 ¢tverecki se nachdzi lod’ tvorend osmi
policky podél obvodu ctverce 3 X 3 (na obrdzku je vyznacena Sedou bar-
vou). Na kolik nejméné policek je potreba vystrelit, abychom s jistotou
zasdhli lod’ alespori jednou?

Obréazek 1: Tvar lodi v soutézni iloze

Reseni tlohy nevyzaduje slozité vypocty, staci dobry népad a chvile
experimentovani.

1 Kralové na Sachovnici

Ukazme si tlohu, jejiz zadani vypadda na prvni pohled odligné, ale princip
feSeni je velmi podobny.

Uloha 1.1. Krdl je $achovd figura, kterd se v jednom tahu muZe po-
sunout o jedno pole ve vodorovném, svislém nebo diagondlnim sméru.
Jakyy minimdlni pocet kralu musime umistit na Sachovnici o rozmérech
9 x 9 tak, aby spolecné ohrozovali vSechna pole? (Krdl ohrozuje pole, na
kterém stoji, nebo na které se mize dostat pomoct jednoho tahu.)

Resend. Obrazek [2| ukazuje devét krald, kteif ohrozuji vsechna pole
Sachovnice 9 x 9. Kazdy z nich totiz ohrozuje vSechna pole ¢tverce 3 x 3,
v jehoz stfedu stoji (na obrazku jsou ¢étverce vyznaceny barevné). Mensi
pocet kralu nestac¢i — pokud by v nékterém ctverci 3 x 3 nebyl zadny
kral, pak prostfedni pole tohoto ¢tverce nebude ohrozeno.
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Obrazek 2: Devét kralt ohrozuje vSechna pole Sachovnice 9 x 9

Je mozné pouzit i mirné odlisné zdiuvodnéni, které je uziteéné pii
feseni podobné tlohy na Sachovnicich o jinych rozmérech: Zadny kral
nemuze ohrozit vice nez jedno policko z téch, na kterych stoji krélové
z obr. 2| Z toho plyne, ze méné nez devét krali nemuze stacit. O

Jako cviceni si Ctendf muze zkusit vyfeSit podobnou tlohu na
Sachovnicich 7 x 7, 8 x 8, resp. obecnéji n X n; feSeni lze najit v ¢lanku
[Chy], kde jsou uvazovany i jiné sachové figury.

2 Pohyblivy tank na Sachovnici

v exs

viseji se soutézni ulohou 70-B-1-6. Nésledujici iloha je prevzata z [Wal],
kde je TeSena i obecnéjsi verze s tankem pohybujicim se po hranach
neorientovaného grafu.

Uloha 2.1. Dobre maskovany tank je ukryt na nezndmém policku
Sachouvnice o rozmeérech 41 x 41. K jeho zni¢eni jsou nuiné dva zdsahy.
V okamziku, kdy je tank poprvé zasaZen, se presune vodorovnym nebo
svislym smérem na sousedni policko (zistdvd vsak naddle neviditelny).
Jaky je minimdlni pocet strel nutnych k tomu, abychom tank s jistotou
znicili? (Kazdd strela zasdhne prdvé jedno policko.)

Reseni. Predpoklddejme, ze Sachovnice je obarvena tak, ze rohovd
policka jsou ¢ernd. Celkovy pocet ¢ernych policek je tedy 841 a bilych
policek je 840.
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Pokud nejprve vystfelime na vSechna bila policka, poté na vSechna
¢erna a nakonec opét na vSechna bila, pak mame jistotu, ze tank bude
znicen; tato strategie potfebuje 2521 stiel.

Ukazme, ze mensi pocet stfel nemusi stacit. Pokryjeme vSechna
policka Sachovnice s vyjimkou jednoho (napf. rohového) pomoci ne-
prekryvajicich se domin, tj. dlazdic o rozmérech 2 x 1. Téchto domin
je 840. Predpokladejme, ze tank stoji na zacdtku na nékterém dominu
a po zasahu se presune na druhé policko domina. Pokud bychom védéli,
o které domino se jednd, ale nevédéli, na kterém ze dvou policek tank na
zacatku stoji, potiebovali bychom k jeho zni¢eni 3 stiely. Ve skuteénosti
v8ak spravné domino nezndme, a tak potiebujeme aspon 3 - 840 stiel.
Muze se ovsem stat, ze tank bude zacéinat na policku, které neni po-
kryto dominem. Abychom oSetfili i tento pfipad, musime aspon jednou
vystfelit na nepokryté policko. Pokud to udélame hned na zacatku, pak
se po zasahu tank presune na nékteré domino, kde bude v dalsi fazi
zni¢en. Celkem tedy potiebujeme aspon 3 -840 + 1 = 2521 stiel. 0

3 Lod na pfimce
Nasledujici tloha je prevzata z [Wa2].

Uloha 3.1. Na redlné ose se nachdzi neprdtelskd lod. Vime, Ze vy-
plouwvd z jistého bodu n € Z a pohybuje se konstantni rychlosti m € 7Z
jednotek za sekundu (kladnd hodnota znamend pohyb vpravo, zdpornd
vlevo). Nezndme hodnoty m, n a nevime, jakiym smérem se lod pohy-
buje. Kazdou sekundu miuzeme vystrelit do libovolného bodu rediné osy.
Navrhnéte strategii, kterd zaruci, Ze lod bude v koneéném céase znicena.
(Ke zniceni staci jeden zdsah.)

Resend. Necht lod vyplouvé z bodu n v ¢ase ty = 0 rychlost{ m. V ¢ase
t sekund ji zasdhneme pravé tehdy, kdyz vystielime do bodu n 4+ m - t.
Abychom lod’ s jistotou zasahli, potiebujeme postupné zkouset viechny
mozné dvojice m,n € Z. Jak to zaiidit? Dvojici m,n muzeme interpre-
tovat jako soufadnice bodu v roviné. Staci tedy ukazat, ze vsechny body
v roviné s celo¢iselnymi soutadnicemi lze sefadit do posloupnosti. Jeden
mozny zpusob, jak toho dosdhnout, ukazuje obrazek [3] Hledand strategie
pak vypada tak, ze v ¢ase t vezmeme t-tou dvojici (m,n) a vystielime
do bodun+m - t. O

Ctenaf obeznameny se zéklady teorie mnozin si jisté vsiml, Ze strate-
gie popsana v feSeni predchozi ilohy funguje diky tomu, Ze nepratelska
lod se pohybuje po bodech s celoéiselnymi soufadnicemi celoéiselnou
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Y

Obrazek 3: Spirala prochézejici vSemi body s celo¢iselnymi souradnicemi

rychlosti a mnozina Z X Z je spoCetnd. Na webu [Wa2] je vyfeSena
i mnohem obtiznéjsi verze tlohy, kdy polohy a rychlosti nemuseji byt
celoéiselné a lod m4a kladnou délku (v nasi verzi tlohy jsme lod
povazovali za hmotny bod).

4 Torpédovani lodé

V souvislosti s nicenim nepiatelskych lodi nelze nezminit nasledujici kla-
sickou ulohu, ktera je prevzata z [Nah|. Jednd se o problém, ktery sice
prilis nesouvisi s predchozimi dlohami v této kapitole, zato vsak doklada,
jak uzite¢nd je znalost geometrie pro kariéru v armadeé.

Uloha 4.1. Z bodu A v roviné vyplouvd neprdtelskd lod a pohybuje se
po poloprimce p rychlosti vy. Mdame za kol ve stejném case vystrelit
torpédo z bodu B rychlosti vy > vy, tak, aby zasdhlo lod’. Jakym smérem
mame vystielit?

Resend. Situaci zndzoriiuje obrazek |4l Nasim tikolem je najit bod P, do
kterého se lod i torpédo dostanou za stejny ¢as t.
Hledame tedy bod P lezici na polopiimce p a spliujici

|AP|  |BP|
VL, - vr ’
nebo ekvivalentné % =k, kde k = v /vpr < 1 je pomér rychlosti.

Mnozina v8ech bodu X v roviné splnujicich podminku

AX|
IBX|
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ur

UL A

A

v
Obrazek 4: Lod’ a torpédo se stietnou v bodé P; ilustrace pro L _y
vL,

kde 0 < k # 1, je kruZniceE| (tzv. Apolléniova kruznice) nad prumérem
CD, kde C, D jsou body na piimce AB spliujici % =k = %;
jeden z bodu C, D je vnitinim bodem tsecky AB, druhy jejim vnéjsim
bodem. Hledany bod P lze tudiz najit jako prusecik této kruznice s po-
lopifmkou p, viz obrézek [5 O

Obrézek 5: Bod P je prusec¢ikem Apolléniovy kruznice s poloptimkou p

2 Tento poznatek lze odvodit napf. pomoci analytické geometrie, pfi¢emz je vhod-
né volit soustavu souradnic tak, aby body A, B lezely na ose z; viz [Nah, str. 31-32].
Jiny dukaz zalozeny na vektorovém poétu lze najit na strance [Wi]. Dukaz vyuzivajici
pouze syntetické geometrie je popsan v [Sed, str. 14-16].
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Piedchozi tdloha byvé nékdy formulovdna tak, Ze lod vyplouvajici
z bodu B se snaz{ dostihnout lod plujici po polopifmce p (viz [Wi]).
Pokud jsou body A, B dostateéné blizko, pak iloha muZe mit feSeni
i v piipadé vy < vp. Muze se dokonce stat, ze Apolldniova kruznice
protne polopiimku ve dvou bodech — tloha pak ma dvé tfeseni.

5 Zaveér

Dalsi tlohy souvisejici se 70-B-I-6 lze najit v archivu matematické
olympiady [MO], doporuc¢ujeme zejména tlohy 58-B-1-4 a 58-B-1I-2.
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CIFERNY SOUCET

ANTONIN JANCARIK

V bézné skolské matematice se s cifernym souctem setkdavame
predevsim v ramci tématu Délitelnost, kdy je ciferny soucet vyuzivan
pro ovéreni délitelnosti ¢isly 3 a 9. Zde také mlizeme nalézt i alternovany
ciferny soucet, ktery je vyuzivan pro ovéreni délitelnosti ¢islem 11.

Mnohem vétsi uplatnéni maji ciferné soucty v ramci rekrea¢ni ma-
tematiky. Ciferné soucty jsou také ¢asto pouzivany i v rdmci soutéznich
tloh v matematické olympiadé. Takové tilohy jsou feSitelné bud sta-
novenim okrajovych podminek, vyétem prvku a rozborem jednotlivych
moznosti, nebo popsanim hledaného ¢isla pomoci rovnice vychézejici
z dekadického rozvoje hledaného ¢isla. Pti feSeni nékterych tloh je nutné
oba postupy kombinovat. V tomto ohledu je typicka i tiloha 70-C-I-1 ma-
tematické olympiddy, jejiz zadani zni:

Uréete vsechny dvojice (m,n) prFirozenych ¢isel, pro néz plati
m+ s(n) =n+ s(m) =70,

kde s(a) znaci ciferny soucet prirozeného ¢isla a.

Pfi feseni 1loh s cifernym souétem ¢asto potiebujeme pracovat s jed-
notlivymi ¢islicemi v dekadickém zépisu ¢isla. Abychom si tyto vypocty
zjednodusili, pouzivame nésledujici znaceni:

Necht ag,aq,as,...,ar € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} a prirozené ¢cislo
n=10%-a; +10*"1 . q;_; + ... + ag, pak zna¢ime n = Graz_1...Go.

Samoziejmé s(n) = ax + ax—1 + ... + ap.

1 Odhady a vycéty moznosti

Jak jiz bylo zminéno v ivodu, typickym pfistupem pfi feseni uloh s cifer-
nym souctem je odhad mnoziny, ve které muze lezet feSeni a nasledné
ovéfeni platnosti pozadované podminky pro kazdy prvek z této mnoziny.
V nasledujicim textu naleznete nékolik tloh, které tento piistup demon-
struji.

Uloha 1.1. Naleznéte trojciferné c¢islo n takové, Ze jeho ciferny soucet
je a) nejmensi mozny, b) nejuétsi mozny.

Rozhodnéte, zda je toto ¢islo uréeno zaddnim jednoznacné.
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Resend. Nechf n je trojciferné éislo.

Je zjevné, ze ciferny soucet trojmistného ¢isla n nemuze byt nulovy,
protoze prvni ¢islice ¢isla n v dekadickém zdpise nemuze byt nulova.

Pokud ma byt ciferny soucet s(n) nejmensi mozny, tak jako prvni
kandidat pfichdzi v dvahu &islo 1. A vskutku s(100) = 1 a n = 100
je trojcifernym ¢islem s minimalnim cifernym souctem. Protoze ¢islo
s cifernym souc¢tem 1 se musi sklddat ze dvou ¢islic 0 a jedné ¢islice 1
a prvni Cislice v dekadickém zapise ¢isla n musi byt nenulova, je ¢islo
n = 100 jedinym feSenim.

Na druhou stranu, dekadicky zapis ¢isla n se skldada ze tii Cislic,
které jsou maximalné rovny 9. Proto ciferny souc¢et muze byt maximalné
27 =3-9. A vskutku, s(999) = 27 a n = 999 je zjevné jedinym troj-
cifernym ¢islem, jehoz ciferny soucet je roven 27. O

Uloha 1.2. Naleznéte trojciferné cislo délitelné 9 takové, Ze jeho ciferny
soucet je a) nejmensi mozny, b) nejvétsi mozny.

Rozhodneéte, zda je toto ¢islo urceno zaddnim jednoznacné, pokud ne,
urcete nejmenst a nejvétsi ¢islo s danou vlastnosti.

Resend. Necht n je trojciferné ¢islo. Vime, ze &islo n je délitelné 9, prave
tehdy, kdyz jeho ciferny soucet je délitelny 9.

Nejprve vyfesime piipad b). Nejvétsi mozny ciferny soucet troj-
mistného ¢isla délitelny 9 je 27. Hledané ¢islo je tedy n = 999 a toto
feSeni je jednoznacné.

Nyni pfistupme k pfipadu a). Nejmensim ¢islem z intervalu 1 az 27,
které je délitelné 9 je ¢islo 9. Resenim budou viechna trojcifernd éisla,
jejichz ciferny soucet je roven 9. Téchto cisel je vice. Nejmensi z nich je
¢islo 108 a nejvetsi 900. O

Uloha 1.3. Naleznéte trojciferné cislo délitelné 7 takové, Ze jeho ciferny
soucet je a) nejmensi mozny, b) nejvétsi mozny.

Rozhodnéte, zda je toto ¢islo uréeno zadanim jednoznacné, pokud ne,
urcete nejmenst a nejvétsi ¢islo s danou vlastnosti.

Resend. Nechf n je trojciferné éislo.

Nejprve budeme hledat ¢islo s nejmensim cifernym souctem.

Pokud s(n) =1, tak n = 100 a 7 nedéli n.

Pokud s(n) = 2, tak n € {101,110, 200}, ale zadné z téchto ¢isel neni
délitelné 7.

Piistupme k s(n) = 3, potom n € {102,111,120,201,210,300}
a pouze ¢islo 210 je délitelné 7. Tedy n = 210 a tiloha méa jednoznacné
feSeni.
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Obdobné muzeme postupovat pii hleddni ¢isla s nejvétsim cifernym
souctem.

Pokud s(n) = 27, tak n =999 a 7 nedéli n.

Pokud s(n) = 26, tak n € {998,989,899}, ale zadné z téchto ¢isel
neni délitelné 7.

Piistupme k s(n) = 25, potom n € {997,988,979, 898,889, 799}
a pouze ¢islo 889 je délitelné 7. Tedy n = 889 a tloha méa jednoznacné
feSeni. O

Uloha 1.4. Naleznéte ctyreiferné cislo n = abed takové, Ze ewistuji
prirozend ¢isla k, 1, m tak, Ze k*> =n = abed, 1> = ab a m? = cd.

Reseni. Ulohu lze samoziejmé Tesit vyctem, tedy vypsanim vSech
68 pifpadl ¢tyicifernych druhych mocnin (322,...,99%), to vsak nenf
nutné. Staéi si uvédomit, ze podminka ze zadani (k? = 10012 4+ m?) je
trividlné splnéna, pokud 0 = m = m?. OvSem stfedoskolskd matema-
tika nechape nulu jako prirozené ¢islo. Neni splnén pozadavek ze zadani.
Nicméné trividlnim feSenim jsou n = 1600, 2500, 3600, 4900, 6400, 8100.

Otédzkou zustava, zda neexistuje jesté jiné feSeni. Pro nalezeni viech
feSeni mizeme pouzit zndmy vztah (n + 1) = n? + (2n + 1). Protoze
dalsi feSeni dlohy se nemuze od znadmych trividlnich FeSeni lisit o vice
nez o 100, dostavame omezeni k£ < 50. Musime tedy jesté ovéfit piipad
k = 41. Vskutku n = 412 = 1681 je dalsim (a jedinym netrividlnim)
feSenim celé tlohy. d

2 Vyuziti rovnosti

Druhym pfistupem, ktery muzeme pii feSeni tloh s cifernym souctem
vyuzit, je prepsani pozadavkl pomoci rovnic a nerovnic. Uvedeny postup
budeme demonstrovat na nasledujici dloze:

Uloha 2.1. Naleznéte vsechna takovd dvoucifernd ¢isla, pro kterd plati,
Ze jejich ciferny soucet je dvojndsobkem ciferného souctu tohoto éisla
zvéetseneho o jeho ciferny soucet.

Resend. Necht n = ab je dvojciferné &islo.

Nejprve si zapiseme podminku ze zadani: s(n) =2 - s(n + s(n)).

Je zjevné, ze s(n) < 18 je sudé a s(n + s(n)) < 10.

Nejprve predpokladejme, ze druhé ¢islo je také dvojmistné, tedy n+
s(n) = cd. Tedy plati 10a+b-+a+b = 10c+d a soucasné a+b = 2(c+d).
Upravou prvni rovnice dostavame 9a = 6¢ — 3d.
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Protoze cd > ab a ¢+ d < a + b, tak musf platit ¢ > a a d < b.
Protoze a + b < 20, tak mohou nastat jen dva ptipady:

ec=a+1
e c=a-+ 2.

Uvazujme nejprve piipad ¢ = a + 1. Po dosazeni do a — 1 = ¢ do
rovnice 9a = 6¢ — 3d dostavame po tupravach ¢ + d = 3. Mohou tedy
nastat jen dvé moznosti: cd =21 an =15 a cd = 30 a n = 24.

Nyni uvazujme piipad ¢ = a+ 2. Po dosazeni do a — 2 = ¢ do rovnice
9a = 6¢ — 3d dostavame po upravach ¢+ d = 6. Protoze a + b = 12, tak
n > 39 a tudiz cd > 51. Opét dostavame dvé Feseni: cd=>51an=39
acd=60an=48.

Zbyva nam vyfesit piipad, kdy n+s(n) je trojmistné, tedy n+s(n) =
lcd. Vime, ze a+b=2-(1+c+d) a10a+ b+ a+b = 100 + 10c + d.
Po dosazeni do druhé rovnice dostavame 9a = 96 4 6¢ — 3d.

Protoze a + b < 20, musi platit ¢ = 0, nebo ¢ = 1 a soucasné a = 8,
nebo a = 9. Postupné rozebereme vSechny 4 moznosti:

e c=0aa=9,pakd=5an=93 je feSenim.

e ¢ =0aa =8, pak musi byt d = 8 a ciferny soucet n = 80+ b musi
byt 18, coz neni mozné.

e c=1aa=29, pak musi byt d =7 a n = 93 je feSenim.

e ¢ =1 aa=38, pak musi byt d = 10, coz neni mozné.

Podminku ze zadani spliuje nasledujicich Sest ¢isel: 21, 30, 51, 60,
93 a 99. O
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SKLADANI DLAZDIC

ANTONIN JANCARIK

V rekrea¢ni matematice se setkdvame s celou fadou tloh, které po
fesiteli vyzaduji doplnit tabulku dle zadanych pozadavku (napf. magické
a latinské ¢tverce) ¢i pokryt tabulku dtvary nejruznéjsich tvaru (napf.
pentomino).

Existuji dva zédkladni piistupy, jak 1ze takovou tilohu fesiteli predlozit.
V prvnim typu zadéani je iloha pfedkladana konkrétné. Jde o nalezeni
konkrétniho feseni pro tabulku dané velikosti. U druhého typu zadani
je pozadovano, aby feSitel rozhodl, pro které tabulky pozadované feseni
existuje. Takto formulovanad tiloha je narocnéjsi, protoze od fesitele zpra-
vidla vyzaduje nejen nalézt konkrétni feseni, ale také jeho zobecnéni pro
§irsi mnozinu zaddni a v neposledni fadé také dukaz, pro¢ v ostatnich
piipadech feseni neni mozné. Do této skupiny uloh patii i iloha 70-C-1-2
matematické olympiady, jejiz zadani zni:

Urcete, pro kterd prirozend cisla n lze tabulku n x n vyplnit cisly
2 a —1 tak, aby soucet vsech cisel v kaZdém radku a v kaZdém sloupci
byl roven 0.

Pti feSeni takto formulované ulohy je cilem stanovit postacujici a nut-
nou podminku, kdy je zadani splnéno.

Nutnéd podminka je takova, kterd kdyz neni splnéna, tak dloha nema
feSeni. POZOR: splnéni nutné podminky jesté neznamend, ze tloha ma
feSeni.

Postacujici podminka je takova, ktera kdyz je splnéna, tak tuloha
ma feSeni. POZOR: nesplnéni postacujici podminky jesté neznamend, ze
tloha nema feSeni.

1 Navodné tilohy

Uloha 1.1. Urcete, pro kterd prirozend céisla n lze nalézt n riznijch
prvocisel tak, aby jejich soucet byl sudy.

Resend. Nejmensim prvocislem je &slo 2, které je zéroven jedinym
sudym prvocislem.

Pro n =1 tak existuje feseni, vezmeme jako prvocislo ¢islo 2.

Pro n = 2k je feSeni nasnadé, vezmeme 2k ruznych lichych prvocisel,
nebot soucet sudého poétu lichych é&isel je sudy.
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Pro n = 2k 4+ 1 je feSeni také jednoduché, vezmeme ¢islo 2 a 2k
ruznych lichych prvocisel.
Uloha ma feSeni pro vSechna n pfirozena. O

Uloha 1.2. Uréete, pro kterd prirozend ¢isla n lze tabulku n X n vyplnit
navzdjem ruznymi prvocisly tak, aby soucet vsech cisel v kazdém tddku
a v kazZdém sloupci byl sudy.

Resend. 7 predchozi tlohy vime, ze pro libovolné n pfirozené lze nalézt
n ruznych prvocisel tak, ze jejich soucet je sudy. Ovsem pokud je n liché,
musi byt mezi témito prvocisly vzdy ¢islo 2.

Nyni prejdéme k nasi uloze:

Pokud je n sudé, sta¢i tabulku naplnit navzdjem riznymi lichymi
prvoéisly a mame pozadované feSeni, nebot soucet sudého poétu lichych
Cisel je sudé.

Pokud je n liché, nemuze tabulka obsahovat dva ruzné fadky, protoze
pak by v obou muselo byt ¢islo 2 a to zadani neumoznuje. Nicméné pro
n = 1 existuje feSeni — tabulka obsahujici jediné prvocislo a to ¢islo 2.

Uloha m4 Fesen{ pro n =1 a pro vSechna n suda. O

Uloha 1.3. Urcete, pro kterd prirozend éisla n lze nalézt n ruzngch
prvocisel tak, aby jejich soucet byl délitelny 6.

Reseni. Nechf k > 1 Uvazujme é&isla ve tvaru 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3,
6k + 4 a 6k + 5. Je zjevné, ze cisla ve tvaru 6k, 6k + 2, 6k + 3 a 6k + 4
nemohou byt prvoéisly (jsou délitelnd dvéma ¢i tiemi).

Necht n = 2I, pokud se¢teme [ prvocisel ve tvaru 6k + 1 s [ prvocisly
ve tvaru 6k + 5, dostdvame &fslo délitelné Sesti. Uloha tak mé Fesen{ pro
n sudé.

Musime vSak uvazovat jesté dalsi dvé prvocisla, kterd se nasemu
vzoru vymykaji a to ¢isla 2 a 3. Pokud sec¢teme ¢islo 2 se dvéma prvocisly
ve tvaru 6k + 5, dostavame cislo délitelné Sesti. Uloha m4 tak feSenf i
pro n = 3, a protoze ma TeSeni i pro vSechna sud4 ¢isla, ma jisté feseni

ipron =3+2,3+4,... Zjistujeme, ze tloha m4 feseni pro viechna
n > 3 licha.
Uloha ma feSeni pro vSechna ptirozend n > 1. O

2 Hadamardovy matice

Princip vyuzity pro feSeni letosni tlohy z matematické olympiddy je
podobny principu, ktery pouzil J. J. Sylvestr pro konstrukci Hadamar-
dovych matic. Kdyz pouzijeme jista zjednoduseni, tak Hadamardovou
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matici rozumime tabulku n X n, jejiz pole jsou vybarvena jednou ¢i dru-
hou barvou tak, ze kdyz ddme dva ruzné radky vedle sebe, tak se barvy
presné pro polovinu poli shoduji a pro druhou polovinu poli lisi. Na
obrazku 1 vidite dva fadky délky 8, které tuto podminku spliauji. Barvy
se shoduji v 1, 2, 4 a 7 sloupci a lisi ve 3, 5, 6 a 8.

Obr. 1: Porovnani barev rfadku

Je zjevné, zZe nutnou podminkou pro sestrojeni Hadamardovy matice
je, aby n bylo sudé, s jedinou vyjimkou, ze n = 1.

Uloha 2.1. Sestrojte Hadamardovu matici 2 X 2.

Reseni. Hadamardova matice musf mit v jednom (napf. prvnim) sloupci
stejné barvy a ve druhém ruzné. Hadamardova matice 2 x 2 tedy vypada
(az na prohozeni fadku, sloupcu ¢i barev) takto:

Obr. 2: Hadamardova matice 2 x 2
O

Pro dalsi tilohu si zavedeme negaci Hadamardovy matice. Necht H
je Hadamardova matice n x n, negaci Hadamardovy matice rozumime
tabulku n xn takovou, ze jsou u vSech poli prohozeny barvy, tedy vSechna
pole, kterda byla v matici H obarvena prvni barvou, jsou v negaci H
(znac¢ime —H) obarvena druhou barvou a naopak. Na obrdzku 3 vidime
Hadamardovu matici a jeji negaci.
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Obr. 3: Negace Hadamardovy matice 2 x 2

Uloha 2.2. Nechf H je Hadamardova matice, dokaZte, Ze i jeji negace
—H je Hadamardova matice.

Resend. Vezmémé si dva fadky —H. Pokud se shodovaly u dvou polf
v matici H, shoduji se i v matici —H, jen maji druhou z barev. Obdobné,
pokud se barvy poli lisily v H, lisf se i v —H. Zjistuje, Ze pocet poli, na
kterych se barvy shoduji je stejny v H i —H. Protoze H je Hadamardova
matice, shodovaly se barvy u poloviny poli fadku. To samé musi platit
i pro —H, a proto je —H Hadamardova matice. O

Uloha 2.3. Nechf H je Hadamardova matice n xn, dokazte, Ze © tabulka
K o rozmeérech 2n x 2n sestrojend dle obrdzku 4, je Hadamardova matice.

H |—H
H | H

Obr. 4: Sylvesterova konstrukce

Reseni. Vezméme si dva ruzné fadky K.
Miuze nastat jeden ze tii nasledujicich piipadu, které si nasledné
rozebereme:

e Oba fadky patif do horni (resp. spodni) poloviny tabulky K.

e Jeden fadek je z horni poloviny a druhy ze spodni poloviny ta-
bulky K a jedna se o stejné fadky tabulky H.

e Jeden tadek je z horni poloviny a druhy ze spodni poloviny ta-
bulky K a jednd se o ruzné radky tabulky H.
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Pokud oba fadky jsou ze stejné poloviny tabulky K, tak se na prvnich
n pozicich lis{ pfesné v poloviné poli (protoze H je Hadamardova matice)
a na druhych n pozicich se lisi také pfesné v poloviné poli (protoze H
(resp. —H) je Hadamardova matice).

Pokud je jeden tadek z horni poloviny a druhy ze spodni poloviny
tabulky K a jedné se o stejné fadky tabulky H, tak se na prvnich n
pozicich u vsech poli barvy shoduji a na druhych n pozicich se barvy
u vSech poli lisi, protoze se jedna o fadek a jeho negaci.

Zbyva nam posledni piipad, kdy je jeden fadek z horni poloviny a
druhy ze spodni poloviny tabulky K a jedna se o ruzné radky tabulky
H. Protoze se jedna o ruzné fadky tabulky H, tak se tyto radky na
prvnich n pozicich lisi pfesné v poloviné poli. Oba fadky se ale 1isi pFesné
v poloviné poli u na druhych n pozicich, ale jedné se piresné doplinkova
pole. Tam kde se fadky v prvni n-tici liily, ve druhé se shoduji a vice
versa.

Zjistujeme, Ze tabulka K je Hadamardovou matici. O

Hadamardovy matice jsou vyuzivany pro konstrukci ortogondlnich
kodu, které slouzi k paralelnimu prenosu informace k vice pfijemcum
soucasné. Vice o tomto tématu naleznete v nize doporucené literature.
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(SNAD) JEDNODUCHA GEOMETRIE

JAN KREJCT

Cilem tohoto pfispévku je ¢tenafe seznamit s technikami, které mu
napomohou pfi feseni letosni tlohy 70-C-I-3.
V pravouhlém trojuhelniku ABC' s preponou AB oznacéme po tadé I a U
stred kruznice mu vepsané a dotykovy bod této kruznice s odvésnou BC.
Uréete, jaky je pomeér |AC| : |BC|, jsou-li ihly CAU a CBI shodné.

Na zacatku nastinime (nebo pro nékteré zopakujeme) metody,
kterymi lze ukdzat, Ze dva trojuhelniky jsou shodné. A¢ se to muze
jevit jako nezajimava technika, ¢lovék si muze usnadnit celou fadu tloh
tim, ze najde vhodné shodné (nebo podobné) trojihelniky. Dalsi ¢ast
prispévku stravime s tlohami, ve kterych se vyskytuji vepsané kruZniceH
a na konci lze pak nalézt nékolik tloh na procviceni.

1 Shodnost

Nejprve si pojdme Fici, co to vlastné znamen4, Ze dva trojtihelniky jsou
shodné. Rekneme, ze dva trojihelniky jsou shodné, pokud z jednoho
umime udélat druhy za pomoci otoceni, posunuti nebo pieklopeni. Pro
potieby feSeni tloh muzeme pouzit nasledujici vétu.

Véta 1.1. Dva trojuhelniky jsou shodné, pokud plati jedna z nasledugicich
podminek:

e trojuhelniky se shodugji v délkdch odpovidajicich si stran, (véta sss)

o trojuhelniky se shoduji v délce dvou stran a uhlu, ktery tyto dvé
strany sviraji, (véta sus)

o trojuhelniky se shoduji v délce dvou stran a v uhlu proti vétsi z nich,
(véta Ssu)

e trojuhelniky se shoduji v délce jedné strany a v obou (vnitinich)
thlech k ni prilehlyjch. (véta usu)

Pozor na to, ze nestaci, aby se dva trojihelniky shodovaly v délce
dvou stran a jednom thlu — je tfeba, aby tento ihel byl ve ,vhodné
poloze* vzhledem k témto straniam.

3 Jak kdysi ekl klasik, kam Gert nemtize, tam nastréi vepsanou kruznici.
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Uloha 1.2. (MKS 33-2-1) Alca jednou ve svém sesité nasla narysované
dva trojihelniky, které se shodovaly ve velikostech vsech vnitinich whld
a v délkdch dvou stram, ale presto nebyly shodné. Naleznéte dva takové
trojuhelniky.

Pro potieby naseho piikladu dodejme, ze dva trojihelniky nazveme
podobnéﬁ pokud velikosti odpovidajicich si vnitinich dhla jsou stejné,
nebo ekvivalentné, pokud poméry odpovidajicich si stran jsou stejné.

Resend. Uvazujme dva trojihelniky, z nichz jeden mé délky stran 16,
24, 36 a druhy 24, 36 a 48.

Prvné, v obou ptipadech se jedna o trojuhelniky, protoze spliuji
trojuhelnikové nerovnosti pro libovolnou volbu stran. Druhak, tyto
trojuhelniky jsou podobné, protoze poméry stran v pofadi, v jakém
byly zadany, jsou rovny tfem polovindam. Z toho plyne, ze odpovidajici
si vnitfni dhly se rovnaji. Nicméné, jak vidno, trojuhelniky nejsou
shodné. O

2 Vepsana kruznice

Druhym objektem, ktery se v zadéni ulohy vyskytuje, je vepsana
kruznice, sesterska kruznice ke kruznici opsané. Kazda z nich mé své
zajimavé vlastnosti a my si zde pfed feSenim dalsich piikladu jednu
ukazeme. Druhou pak lze najit v prvni tloze v sekci Na procviceni.

Jedna z dilezitych vlastnosti kruznice vepsané je, ze body dotyku
této kruznice se stranami trojihelniku ndm vytinaji na riznych stranach
useky stejné délky.

Uloha 2.1. (GT) Méjme trojihelnik ABC. Ozna¢me X, Y a Z body
dotyku kruznice vepsané se stranami a, b a c. Pak plati

a+c—>b

|BX| =
2

Resend. Jak jiz z obrazku muze byt patrné, dvojice tisecek AY a AZ
stejné jako BX a BZ a nakonec CX a CY jsou stejné dlouhé. Divod
je ve vsech tiech piipadech stejny, pojdme si ho ukizat na dvojici AY
a AZ.

4 Podobnost je vlastnost velmi uziteéns, ale v tomto pifspévku s ni nebudeme
pracovat.
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Oznacme I stfed kruznice vepsané a uvazujme osu vnitiniho dhlu p#i
vrcholu A. Ta definuje trojuhelniky AZI a AIY . Tyto trojuhelniky jsou
jednak pravotuhlé, protoze body Y a Z jsou body dotyku kruznice ve-
psané s trojiuhelntkem ABC, a jednak maji tihly p#i vrcholu I shodné,
protoze totéz plati pro uhly pfi vrcholu A (ty jsou rovny poloviné
thlu <BAC). Tedy tyto dva trojuhelniky jsou shodné podle véty usu,
nebot navic sdileji stranu AI. Z toho pak plyne, Ze strany AY a AZ
maji stejnou délku.

Dale oznacme délky tusecek |AY| = |AZ| = z, |BX| = |BZ| = y,
|CX| =|CY| =z Pak

at+c—b ytzt+rx+ty—z—x
2 2

=y = |BX|.
0

Vsimnéme si, ze v pfedchozi tiloze jsme pouzili shodnost trojithelniki
na to, abychom dokéazali, ze dvé tsecky jsou stejné dlouhé. Nasledujici

vepsané kruznici. V takovém piipadé ji tam musime sami najit.

Uloha 2.2. (MKS 34-2-4) Je ddn trojuhelnik ABC' s pravym whlem pri
vrcholu A. Oznacéme D patu jeho vysky z vrcholu A. Pro kaZdy vnitini
bod X usecky AD sestrojme bod Y tak, aby platilo

|<YBC| = 2|<XBC|, |<YCB|=2|<XCB|

a body X, Y leZely ve stejné poloroviné urcené primkou BC'. Dokazte,
ze hodnota |Y C| — |Y B| nezdvisi na volbé bodu X .

Reseni. Vzhledem k podminkdm tlohy jsou piimky BX a CX osy
vnitinich uhlu pfi vrcholech B, C' trojihelniku BCY. Priusecik BX
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a CX je tudiz stfed kruznice vepsané trojuhelniku BCY. Oznaéme si
po fadé E a F body dotyku kruznice vepsané se stranami BY a CY.
Vedeme-li z bodu dvé teény ke kruznici, pak vzdalenost tohoto bodu od
obou bodu dotyku je stejnéd. Proto

|[EY|=|FY|, |BE|=|BD| a |CF|=|CD|.
Rozdil tedy mtzeme zapsat ve tvaru:
|CY|—|BY|=|CF|+|FY|—-|BE|— |EY|=|CD|—-|BD|.

Poloha bodu D nezavisi na volbé bodu X, proto ani rozdil |CD| — |BD|
na ni nezavisi.

O

Uloha 2.3. (MKS 32-6-3) Mé&jme trojihelnik ABC. Nakreslime tri
teény k jeho wvepsané kruinici tak, Ze kaZdd odfizne jing z wvrcholu
trojuhelnika. Obvody odiiznutych trojuhelnikid jsou 1, 2 a 3. Dokazte,
Ze puvodni trojuhelnik byl pravoiuhly.

Resend. Oznaéme si K, L, M body dotyku stran trojihelnika s kruznici
vepsanou (viz obrézek). Déle si oznaé¢me T bod dotyku tecény, kterd
nodiizla® bod A, s kruznici vepsanou. Pruseciky téze teCny se stranami
AB a AC oznatme E a F.

Body K a T jsou body dotyku tecen vedenych ke kruznici z téhoz
bodu, a tudiz plati |[EK| = |ET|. Obdobné |FT| = |FM| (te¢ny z bodu
F) a |AK| = |AM]| (tetny z bodu A). Diky tomu muzeme psat:
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O(AAEF) = |AE| + |EF| + |AF|
= |AE| + |ET| + |FT| + |AF|
= |AE| + |EK| + |FM| + |AF|
= |[AK| + [AM],

kde O(AAEF) je obvod trojuhelniku AEF. Jelikoz |AK| = |AM|, plati

IAK| = |AM| = %O(AAEF).

Stejnym zpusobem odvodime, ze

1 1
|BK| = |BL| = JO(ABKL), |CL|=|CM|=ZO0(ACML).

Bez 1jmy na obecnosti muzeme piredpoklddat, ze obvody trojuhelniku
u vrcholi A, B, C' jsou po fadé 1, 2 a 3. Potom je

2 3
|AB| = |AK| + |KB| = =

)

)

1

222
235
B BL|+ |L -4 ===
[BC| = |BL|+|LC| = S + 5 = 2

a nakonec 1 3
|AC| = |AM| + |MC| = = —|— 5= =2.

Nyni jiz snadno ovérime, ze délky stran trojflhelm’ka ABC vyhovuji

Pythagorove vété, trojuhelnik ABC' je tedy pravothly. O

V piikladech vyse jsme ukéazali nékolik zakladnich technik, které se
v tdlohach muzou vyskytnout. V dalsi sekci si pak ¢tendf muze tyto
techniky na dalsich pfikladech vyzkouset.
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3 Na procviceni

Uloha 3.1. (GT) Méjme trojihelnik ABC. Oznacme p polomeér kruznice
do néj vepsané, S obsah tohoto trojihelniku a s necht znaci polovinu jeho
obvodu. UkaZte, Ze pak

S = ps.

Uloha 3.2. (MKS 27-3-3) Je ddn rovnoramenny trojihelnik DEF se
zdkladnou EF, |EF| < |DE|. Na poloprimce ﬁ lezi bod K, pro ktery
|DF| = |FK|, podobné na poloprimce ﬁ lezi bod L, pro néji je
|DE| = |EL|. Ukaste, Ze plati |[KD|* = |DF| - |KL|.

Uloha 3.3. (GT) Na preponé AB pravoihlého trojihelniku ABC
uwvazujme body P a Q takové, zZe |AP| = |AC| a |BQ| = |BC|. Oznac¢me
M prusecik kolmice z vrcholu A na primku CP a kolmice z vrcholu B
na primku CQ. Dokazte, Ze primky PM o QM jsou navzdjem kolmé.

Uloha 3.4. (MKS 32-6-4) V ostrothlém trojihelniku ABC' oznacme D
patu vysky z vrcholu A. Na strandch AB a AC najdeme po tadé body E
a F takové, Ze

|BE| = |BD| a |CF|=|CD,|.

Kolmice na stranu AB vedend bodem B a kolmice na stranu AC vedend
bodem C' se protnou v bodé S. Dokazte, Ze

ISE| = |SF].
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ALGEBRAICKE VYRAZY
A JEJICH HODNOTY

JAKUB LOWIT

Urcovéani ¢iselnych hodnot, kterych muze nabyvat dany vyraz, je
zékladni matematickou dovednosti. S podobnymi otdzkami se setkavame
od zékladni skoly, tam ale jejich vyznam dozajista nekonéi. Urcovani
moznych hodnot raznych funkei je totiz dulezité jak pro fesSeni ruznych
praktickych problémi, tak pro feSeni otazek cisté teoretickych.

Béhem minulych stoleti uz samoziejmé byly vyvinuty metody, jak se
s takovymi problémy popasovat — mnoho z nich spadd do oboru mate-
matické analyzy. Zabyvat se takovou teorii ale ted nebude nasim cilem.
Mnoho péknych tloh jde totiz vyfesit i bez ni, a ¢asto dokonce rychleji
a elegantnéji. Takové ilohy se pak neziidka objevuji v matematickych
soutézich v8ech drovni. A ackoli to tak na prvni pohled nemusi vypadat,
ulohy tohoto typy mohou byt i pomérné pestré.

Podivejme se nyni na zadani tlohy 70-C-1-4 kategorie C leto$niho
rocniku matematické olympiddy.

Urcete, jakijch hodnot muze nabyjvat viraz

a+bc b+ca cHab
a+b  b+c cta’
jsou-li a, b, ¢ kladnd redlnd ¢isla se souctem 1.

Vskutku, nasim ikolem je najit hodnoty jistého — algebraického, pra-
videlné vyhlizejictho a velmi pékného — vyrazu. Hodnoty dosazovanych
proménnych jsou piitom omezené dalsimi podminkami. Pojdme si tedy
ukézat, jak k takové uloze vubec pristoupit.

1 Primé dosazovani

Umime-li z podminek nékterou proménnou vyjadfit pomoci zbylych,
muzeme za ni do vyrazu zkratka a dobfe dosadit. Tim se podminky
rovnou zbavime a tloha se s trochou §tést{ zjednodusi. Piedved' me si to
na na piikladu.

Uloha 1.1. Redind éisla =, Y, z splnuji xyz = 1. Uréete vSechny mozné
hodnoty vijrazu
1 1 1
+ + .
l+oz+o2y 1+y+yz 1+z+2z2x
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Reseni. Diky dané podmince jsou ziejmé vSechna tfi ¢isla nenulova. Bez

problému tedy do vyrazu muzeme dosadit z = z—ly Po drobné tpravé tak

1 1 1
+ + :
1+x+xy 1+y+% 14_9:17/4_%

dostavame

Rozsifime-li nyni druhé dva zlomky neunulovymi ¢isly x resp. zy,
dostavame
1 x T l+z+2
+ +—2 - Y1
l+z+zy l14+zxz4+2x2zy 1+z+zy 14+x+2y

Pro ¢isla z, y, z spliiujci zyz = 1 ma proto vyraz vzdy hodnotu 1. [

2 Chytré tpravy

Piimé dosazovani vsak ¢asto nestaci. Problému je hned nékolik. Predné
se muze stat, ze zadnou proménnou z podminek zkratka vyjadfit nejde.
I v ptipadé, ze se ndm to povede, ale jesté nemusime mit vyhrano —
s novym vyrazem je tfeba dal pracovat. A dosazeni muze porusit jeho
ptrehlednost a pravidelnost.

Uloha 2.1. Urcete, jakijch hodnot muze nabyjvat vijraz
V =ab+ bc+ cd + da,
splnugi-li redlnd ¢isla a, b, ¢, d dvojict podminek
2a — 5b + 2¢ — 5d = 4,
3a +4b+ 3c+ 4d = 6.
[65. MO, C-1-1]

Reseni. Samoziejmé muzeme zaéit pifmocafe vyjadfovat proménné
z podminek a dosazovat do puvodniho vyrazu. Pokud neudéldme chybu,
tato metoda povede k cili. Pojd'me si ale misto toho radéji ukdzat kratsi
feSeni. Pro zacatek chytie upravme

V=ab+bc+cd+da=0bla+c)+da+c)=(a+c)(b+d).

K vyfeseni ulohy proto sta¢i hledat mozné dvojice hodnot = = (a + ¢),
y = (b + d). Sectenim resp. odectenim danych podminek dostaneme
novou dvojici rovnic

5(a+c)— (b+d) =10,
(a+c)+9(0b+d) =2.



C4 107

Staci tedy vyfesit soustavu

ox —y = 10,
T+ 9y = 2.

Ta méa jednozna¢né feseni (z,y) = (2,0). Zpétnym dosazenim do upra-
veného vyrazu V proto dostavame V = (a +¢)(b+d) =2-0=0. To je
jeho jedind mozné hodnota za danych podminek. O

Jak jsme jiz poznamenali, pfedchozi ilohu je stdle mozné piimocaie
vyfesit dosazenim. U jinych tloh ale nezbyvé, nez trochu experimento-
vat — vyraz poupravit, zjednodusit, zachovat jeho pravidelnost, obcas
si vypomoci podminkami. Samoziejmé muze chvili trvat, nez na takové
feseni piijdeme. Mnohdy je pak ale velmi kratké a pékné. Pfedved me si
to na dals{ uloze.

Uloha 2.2. Ukazte, Ze pokud pro nenulovd redlnd ¢isla a, b, ¢ plati
TOVNO0ST

c a b
tak se nékterd dvé z téchto ti cisel rovnayi.

Reseni. Po prvnim pohledu do zadéni vitbec neni jasné, co délat. Za-
dand rovnost je sice pékné pravidelna, intuitivné ale trochu nepfristupna.
Zkusme ji proto upravit do piehlednéjstho tvaru vyndsobenim nenu-
lovym ¢islem abc:

ab(a —b) + be(b — ¢) + ca(c — a) = 0.

Nyni pfichdzi hlavni trik: chceme-li ukazat, ze se nékteré dvé z Cisel a,
b, ¢ rovnaji, staci ukdzat nulovost soucinu (a — b)(b — ¢)(c — a). Ten se
ale skuteéné nuluje, nebot rozndsobenim ziskame

(a—b)(b—c)(c—a) = abc — abc + b*a — a®b + b — b*c + a’c — a

= —[ab(a — b) + be(b — ¢) + ca(c — a)] = 0,

kde posledni rovnost vyplyva z predchozi ipravy zadaného vyrazu. Tedy
(a —=b)(b—c)(c—a) = 0, takze nékterd dvé z cisel a, b, ¢ se skutecné
musi rovnat. O
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3 Odhady a nerovnosti

Reseni bohuzel nemusi vzdy vyjit jediné — obory hodnot mohou byt
tvofeny ruznymi intervaly atd. Urovani vSech moznych hodnot — nebo
alespon maxim a minim — takovych vyrazi je ale stdle smysluplnym
tkolem. Nejjednodussim zpusobem, jak omezit hodnoty néjakého vyrazu
je nésledujici fakt:

Soucet druhgch mocnin nékolika redlnyjch cisel je vidy nezdporny.

Ackoli to muze znit banalné, pouziti této skutecnosti vyresi nejednu
tlohu. Predved'me si pro za¢atek jedno sikovné tvrzeni.

Tvrzeni 3.1. Pro libovolnd redlnd ¢isla x, y plati odhad z? +y* > 2zy.

Drikaz. Vskutku, dokazovanou nerovnost lze ekvivalentné upravit na
2 — 2zy + 9% >0,

piicemz leva strana je rovna vyrazu (z — y)2, ktery skuteéné nabyva
pouze nezapornych hodnot. O

Zkusme si tedy vyresit néjakou olympiddni dlohu, tentokrat z kraj-
ského kola kategorie B.

Uloha 3.2. Pro nezdpornd redlnd ¢isla a, b plati a + b = 2. Urcete
nejmensi a nejvetsi moznou hodnotu vyrazu

a? + b2

V= ab+1"

[68. MO, B-II-1]

Resend. Snadnou tipravou a néslednym vyuzitim podminky (a 4 b) = 2
dostdvame

_a?+b  (a+b)?*—2ab  4—2ab

Cab+1 ab+1 14ab’

Vsimnéme si, ze vyraz na pravé strané klesd s rostouci hodnotou
nezaporného ¢isla ab. K urceni jeho maxima a minima proto staci urcit
a dosadit minimum a maximum hodnoty ab za danych podminek a > 0,
b>0,a+b=2.

Protoze ¢isla a, b jsou nezapornd, jisté plati ab > 0. Pro vyhovujici
dvojice (a,b) = (0,2) a (a,b) = (2,0) pfitom skuteéné ab = 0. Tedy 0 je
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nejmensi moznou hodnotou ab, takze nejvétsi mozna hodnota vyrazu V'
je rovna
4-2-0
1+0
Zkusme nyni urcit nejvétsi moznou hodnotu vyrazu ab za danych
podminek. Pouzitim vyse dokdzaného tvrzeni pro éisla x = \/a, y = Vb
dostavame
2=a+b=a>+y*> 20y = 2Vab.

Umocnénim na druhou a snadnou tupravou proto ziskavame odhad
1 > ab. Pro vyhovujici dvojici ¢isel (a, b) = (1,1) pfitom opravdu ab = 1.
Tedy nejvétsi moznd hodnota ab je rovna 1. Nejmensi moznd hodnota
vyrazu V je proto rovna

4-2-1
A
1+1
Tim jsme hotovi, vyraz V ma za danych podminek nejvétsi hodnotu
4 a nejmensi hodnotu 1. O

Poznamenejme, ze pii pouziti predchoziho tvrzeni v feSeni tlohy jsme
vyvodili, ze pro libovolna nezdporna ¢isla a, b plati

a+b>2vab.
Zde je ale opravdu tieba, aby ¢isla a, b byla nezdpornd — napiiklad pro

a = —1 = b nerovnost ziejmé neplati. Tato ekvivalentni forma naseho
tvrzeni je pii zdoldvani ruznych nerovnosti také velmi uzitec¢na.
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PODOBNE TROJUHELNIKY
A POMERY DELEK

SARKA GERGELITSOVA

Pfi feSeni mnohych geometrickych tloh, tlohy Matematické olym-
piddy nevyjimaje, vyuZijeme podobnost trojuhelniku, rovnobéznost
a znamé poméry délek tisecek.

Patii k nim i tloha 70-C-I-5, jejiz zadani zni:

Je ddn trojuhelnik ABC' s tézistém T. Na primkdch AT o BT jsou
zvoleny po Tadé body E a F tak, Ze ctyruhelnik TECFE je rovnobéznik.
Dokazte, Ze usecky AC o BC déli usecku EF na tii shodné édsti.

1 Stredni pricky trojihelniku

Ptipomenme si nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.1. Stredy stran libovolného ctyrihelniku jsou vrcholy rovno-
bezniku.

Diikaz. Oznatme vrcholy daného ¢tyiuhelniku A, B, C, D a stfedy jeho
stran AB, BC', CD, DA potadé K, L, M, N. Potom je K L stfedni pticka
trojuhelniku ABC rovnobézna se stranou AC'. Trojuhelniky ABC, KBL
jsou podobné, |AB| = 2|KB|, |AC| = 2|KL|. Podobné je M N stiedni
piicka trojihelniku C'DA rovnobézna se stranou AC'. Délky tsecek KL,
MN jsou proto shodné, rovné poloviné délky usecky AC. Tudiz také
KN || BD || LM. Vsimnéme si, ze dany ¢tyftihelnik nemusi byt kon-
vexni.

A~ K

Obr. 1: Konvexni a nekonvexni ¢tyitihelnik
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K dokonc¢eni dukazu, ze KLMN je rovnobéznik, jesté musime ovérit,
ze body K, L, M, N nelezi v jedné ptimce. Protoze ABCDA je lomena
¢ara, jejiz usecky se neprotinaji, nemuze byt AC || BD (a tedy ani
KL || KN). Zdavodnime to sporem: Pokud by bylo AC' || BD, pak by
se protinaly bud usecky AD a CB, nebo tsecky AB a CD. O

Tvrzeni 1.2. Je dan trojuhelnik ABC a body K, L po fadé na primkdch
AC, BC ruzné od bodiu A, B, C takové, e KL || AB. Oznacme S,
stied AB. Potom primka CS. puli isecku K L. (Ledabyle receno: Téznice
trojuhelniku puli vSechny pricky rovnobéiné s prislusnou zdkladnou.)

Drikaz. Toto tvrzeni je snadnym zobecnénim tvrzeni o stfedni piiCce.
Oznacme M prusecik téznice z vrcholu C' s iseckou K L (obr. 2 vlevo).
Trojihelniky AS.C, KMC jsou podobné, |AS,| : |[KM| = |5.C|: |MC|.
Trojuhelniky S.BC, M LC jsou podobné, |S.B|: |ML| =|S.C|: |MC|.
Proto |AS,| : |KM| = |S.B|: |ML|.

Odtud |AS|: |S.B| = |KM]|:|ML|, atedy |[KM|=|ML|.

Obr. 2: Rovnobézky se zdkladnami

O

Tvrzeni 1.3. Je-li ABCD rovnobéznik nebo lichobéznik se zdkladnamsi
AB, CD, bod P stied usecky AB, bod Q) stied usecky CD, pak isecka
PQ puli vsechny pricky ctyrihelniku ABC D rovnobéziné s AB. (Ledabyle
feceno: Spojnice stiedu zdkladen lichobéZniku puli vSechny rovnobézky se
zdkladnami.)

Dukaz. Toto tvrzeni je piimym dusledkem piredchoziho tvrzeni (viz
obr. 2 vpravo).
Ozna¢me K, L krajni body a M stied pricky rovnobézné se stranou AB
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daného ¢tyiihelniku. Je-li ABCD rovnobéznik, jsou APMK, PBLM
shodné rovnobézniky, a tedy |KM| = |ML|. Je-li ABCD lichobéznik,
sestrojime pruse¢ik R piimek BC, AD a pouzijeme pfedchozi tvrzeni
pro trojuhelnik ABR s piickami C'D a K L. Téznice trojihelniku ABR
prochézi sttedem P strany AB, stfedem () piicky CD, i stfedem M
piicky K L. O

Uloha 1.4. Je ddin trojuhelnik ABC, body D, E, F' jsou po Tadé stiedy
stran AB, BC a AC. Dokazte, Ze primka AE a primka f s ni rovnobéznd
vedend bodem F déli dsecku DC ma t7i shodné cdsti.

Resend. Oznacme pruseciky pifmek AFE, f s tiseckou DC po fadé G, H.
své tietiné. Pfimka f je rovnobézka se stranou AFE trojihelniku AEC
a prochéazi stfedem strany AC. Proto jsou trojuhelniky FHC, AGC
podobné a |[HC|: |GC| = |FC|: |AC| =1:2. Bod H je tedy stiedem
usecky GC. Body G, H déli usecku CD na tfetiny.

C

Obr. 3: Ttetiny téznice

2 Dalsi ¢tyrihelniky a téziste

V geometrickych tlohach byva nejobtiznéjsi najit vhodny vztah mezi
zadanymi prvky ¢ vhodny bod, usec¢ku, piimku, ..., o nichz se zadani
nezminuje. Zadani nasledujici ilohy ale napovédu obsahuje.

Uloha 2.1. Je ddn ctyruhelnik ABCD a body K, L, M, N jsou po Tadé
stredy jeho stran AB, BC, CD, DA. Bod FE je prusecik usecek AL, KC,
bod F' je prusecik usecek AM, NC. Vyjddiete délku usecky EF pomoct
délek uhlopricek ctyrihelniku.
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Reseni. Body E, F lezi na stranéach trojihelniku M AL, kde tsecka ML
je stfedni pticka trojuhelniku DBC, proto je rovnobézna s thlopiickou
BD a mé poloviéni délku. (Stejné tak plati, ze E, F lezi na stranich
trojuhelniku NCK, kde KN || BD, |BD| =2|KN|.)

D M
C

A K B

Obr. 4: Téznice

Pouzili jsme dané podminky a nastdva cas chvili hledét na obrézek.
Nebo doplnit vhodnou tsecku... Zadani nds upozoriuje na ihlopiicky, to
je ona napovéda, bez niz bychom feSeni asi hledali déle. Uhlopfiéka AC
je spolecnou stranou trojuhelniki ABC a ACD. Pfritom tsecky AL,
CK jsou téznice trojuhelniku ABC a tsecky AM, C'N jsou téZnice
trojuhelniku AC'D. Proto je E tézisté trojuhelniku ABC' a lezi ve tfetiné
téznice FL, stejné jako bod F — tézisté trojuhelniku ACD — lezi ve
tfetiné téznice AM. Proto EF || ML || BD a |EF| = 2/3|ML|. Proto
|EF| =1/3|BD|. Na délce thlopticky C'D nezélezi. O

Ukazme si jesté velmi struénd (pfitom uplnd) feseni dvou uloh z ma-
tematickych soutézi. Tyto ilohy jsou uvedeny i mezi naivodnymi tlohami
pro letosni prvni kolo Matematické olympiady v oficidlnich komentafich.

Vyhodou tlohy 68-C-S-2 je, ze muzeme najit nékolik zpusobi jejiho
feSeni. Po pfedchozi 1loze ji uz nejspis vytesite snadno. Ukédzeme si ten

dalsi) najdete na webu [MO].

Uloha 2.2. Necht D, E znaci po Tadé stredy stran AB, BC' trojuhelniku
ABC a F je stred usecky AD. Dokazte, Ze primka CD puli isecku E'F.
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Obr. 5: Téznice a pricka

Resend. Bod D lezi ve tetiné tsecky BF. Sestrojme vhodny trojihelnik,
pro ktery je bod D tézistém; je to trojihelnik BCC’, kde F je stied
usecky CC’. Piimka CD, ktera prochézi tézistém trojuhelniku, je jeho
téznice. Pulf tedy nejen stranu BC', ale podle Tvrzeni[l.2]viechny pifeky
s ni rovnobézné, tedy i usecku E'F, kterd je stiedni piickou. O

Uloha 2.3. Je din trojuhelnik ABC s tézistém T. Oznacéme M stred
jeho strany BC. Na poloptimce opacné k BA lezi takovy bod D, Ze
|AB| = |BD|, a podobné na poloptimce opacné k C A leZi bod E tak,
ze |AC| = |CE]. Usecky TD, TE protinaji stranu BC' po Fadé v bodech
P, Q. Dokazte, Ze body P, M, Q) déli iisecku BC na ctyri stejné dlouhé
éasti. (8. CPS MO junioru (2019))

Resend. Pravdépodobné si rychle vsimneme dvou dvojic podobnych
trojuihelnikt, pomoci nichz pozadované tvrzeni odvodime. Je potieba
jen v8echna diléi tvrzeni fadné zduvodnit. (Tvrzeni uz znovu doka-
zovat nebudeme.)

Body B, C jsou stfedy stran trojihelniku ADFE, tisecka BC' je proto
stfedni pfickou trojuhelniku ADE, je rovnobéznd s DE a m& poloviéni
délku. Stied M tsecky BC' lezi na téznici trojihelniku ADE, bod N,
v némz piimka AM protind tsecku DE, je jeji stied a |[AN| = 2|AM|.
Teziste T lezi ve tietiné usecky AM. Proto |[TN| =4|TM]|.

Protoze je PQ | DE, jsou podobné také trojihelniky TDE, TPQ,
|PQ| : |DE| = |TM| : |TN|. Proto |PQ| = 1/4|DE| = 1/2|BC|.
Téznice T'N trojuhelniku TDE puli i pticku PQ. Proto |[PM| = |MQ).
Protoze |[PM| = 1/2|PQ)|, je |PM| = 1/4|BC|. Body P, M, @ tudiz
déli tisecku BC' na ¢tyii stejné dlouhé casti. O
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Obr. 6: Déleni tisecky na ctvrtiny
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POCTY A SOUCTY CISEL

ZDENEK HALAS

Hledéni ¢isel vyhovujicich danym podminkam je v matematice zcela
bézné. Méné obvykle vsak pusobi tlohy, v nichz mame urcit nejmensi ¢i
nejvetsi pocet ¢isel, kterd danym podminkam vyhovuji. Takova je i iloha
70-C-1-6, jejiz zadani zni:

Na tabuli je napsdno nékolik prirozengch c¢isel od 1 do 100, pricemz
Zadné z mich neni délitelné dvoumistnym prvocislem a soucin Zddngch
dvou z nich nent druhou mocninou prirozeného cisla.

a) Urcete nejvétsi mozny pocet éisel na tabuli.

b) Uréete nejuétsi mozny soucet cisel na tabuli.

1 Rozklady a délitelnost

Nez se pustime do FeSeni tloh, pfipomenme si nékolik jednoduchych po-
znatku o pfirozenych ¢islech. Mnozinu vsech pfirozenych éisel {1,2,3, ...}
budeme znacit N, mnozinu v8ech prvocisel oznacime P.

Véta 1.1. KazZdé prirozené c¢islo n € N lze ,napsat® (aZ na poradi
ciniteli jedingm zpusobem) jako soucin prvocisel, tj. ke kaZdému n € N
existuje koneéné mnoho prvoéisel p1,pa,...,pr € P a konecné mnoho
exponenti ey, e, ... e € N, k € N takovych, Ze:

_ e e er
n=pi'-py’...pf.

Pozorovani 1.2. Jak vypada rozklad druhé mocniny prirozeného ¢isla
na soucin prvocisel?

2e1 . 2eo 2ey,

2
n? = (pi - p3 o) =i Py

Vsimnéme si, ze vSechny exponenty jsou sudé. Thned také vidime, jak
by vypadala j-t4 mocnina n:

n? — (p? -pEQ---pZ’“)J :p{m '}7%62--- k@k.
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2 ZmenSovator

Nékteré tlohy mohou vypadat velmi ndroéné, nebot se v nich pracuje
s velikymi ¢isly. Ostatné uz jen ovérit, ze je nalezené FeSeni spravné,
nemus{ byt nic snadného. Zde muze pomoci jednoduchy trik: pouzijeme
zmendovdtor. Misto vySetfovani mnoziny ¢&isel Citajici tisice prvku si
zkratka vezmeme mnozinu, jejiz prvky si snadno vypiSeme na papir.
Se zmensovatorem se ovSem musi opatrné; nemuzeme jej prosté nastavit
na maximum, nebot by se z puvodni tlohy vytratila jeji podstata a na
malilinkaté tlozce bychom uz nemohli pozorovat zhola nic.

Nasledujici dloha prosla zmenSovatorem, jeji feSeni bude skuteéné
snadné.

Uloha 2.1. Uvazujme mnozinu N(9) = {1,2,...,9}. Uréete nejuétsi
mozny pocet cisel, kterd z této mnoZiny muzZeme vybrat, aby Zddny ze
soucint dvou z nich nebyl:

a) sudy,
b) délitelny étyrmi,
c) délitelny tremi.

U kazdého pripadu navic urcete, jakého nejvétsiho mozného souctu vy-
brangch cisel lze dosdhnout.

Reseni. Rozebereme postupné jednotlivé pripady.

a) Nemé-li byt soucin zddnych dvou éisel z hledané podmnoziny
mnoziny N(9) sudy, musime si uvédomit, ze souc¢in sudého ¢isla
s jakymkoli pfirozenym ¢&islem sudy je. Souciny vSak mohou byt dle
zadani liché, ¢ehoz lze dosdhnout pouze v pripadé, ze oba ¢initele
budou liché. Takze z mnoziny N(9) muzeme vybrat vSechna licha
¢isla: {1,3,5,7,9}. Z N(9) tedy muzeme vybrat nejvyse 5 ¢isel
a nejveétsi mozny soucet je 25E|

b) ReSeni je obdobné pifpadu a), oviem s tim rozdilem, Ze soucin
muze byt sudy, jen nesmi byt délitelny 4. Diskvalifikovany jsou
tedy nédsobky 4. A co ostatni sudé cisla? Pokud by se v naSem
vybéru objevila dvé sudé ¢isla, byl by jejich sou¢in délitelny 4.

5 Viimnéme si, Ze pFi postupném piicitani lichych &isel dostdvame vizdy druhé
mocniny: 1 =12, 14+3=2% 14+3+5=23% 1+3+5+7 =42 ... Tento fakt se
d& pékné zndzornit graficky: napf. u ,Ctverce“ z 2 x 2 kaminku oblozime dvé jeho
strany 2 + 2 kaminky a 1 ,do rohu“, pfiddme tedy 5 kaminku. Dostaneme ¢tverec
3 X 3 a muzeme v ,obkladani* pokracovat dile a ziskdvat vétsi a vétsi ctverce.
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V nasem vybéru z N(9) se tedy mohou objevit pouze lichd ¢isla a
jedno c¢islo sudé, nejvyse jich tedy je 6. Nejvétsi mozny soucet je
25 + 8 = 33, nebot 8 je nejvétsim sudym éislem z N(9).

¢) Zde muzeme bezosty$né okopirovat feseni (nikoli vSak vysledek)
pripadu a): musime vylouéit vSechny nésobky ti{, zbyld ¢isla jsou
pripustnd. Vybrat tedy muzeme nejvyse 6 ¢isel: {1,2,4,5,7,8},
jejich soucet je 27. O

3 Kdo chce moc, nema nic

Nyni jsme jiz pfipraveni na feSeni nésledujici ulohy, ktera je obdobou
ulohy [68-C-II-2].

Uloha 3.1. Jaky je nejmensi mozny soucet a+b+c i prirozenych cisel
a, b, ¢ € N takovych, Ze dvojice vytvorené z téchto ¢isel maji nejuétsi
spolecné délitele 2,3,52 Uved'te tuto vyhovujici trojici a ukaZte, Ze je
jedind.

Reseni. Reseni je jednoduché: jelikoz jsou spoleéné délitele 2,3, 5, staci
vzit a, b i ¢ ve tvaru
261 . 32 . 5%

Ma4-1i byt jeden ze spole¢nych délitelu 2, musi byt 2 obsazena v rozkla-
dech aspon dvou ¢isel, napft. a, b. Usilujeme o minimdalni soucet a+b+c,
proto nebudeme do rozkladu pfiddvat nic, co neni nutné. Zatim tedy
mame:

a=2"777, b=2777, c =777

Také 5 je nejvétsim spoletnym délitelem dvou ¢isel; abychom a, b, ¢
zvétsili co nejméné, pridame relativné velké ¢islo 5 k co nejmenSim
Cinitelam:

a=2-5, b=21777, c=777-5.
V rozkladu b uz 5 byt nemuze, nebot by nejvétsi spoleény délitel a, b byl
10. Nyni sta¢i do dvou rozkladu pfidat ¢islo 3 (opét se budeme snazit
¢isla zvétSovat co nejméné, tj. ndsobit trojkou co nejmensi ¢initele):

Diky ,,opatrnému“ postupu jsme ziskali nejmensi &isla a, b, ¢ vyhovujici
pozadavku kladenému na délitelnost, ¢imz jsme ziskali nejmensi soucet
a+b+c=10+6+ 15 = 31.
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Samoziejmé i1 jind ¢isla vyhovuji podmince kladené na nejvétsi
spole¢né délitele, napi.

a=2-5, b=2%.3, c=3-5,
a=2-5, b=2.32, c=3-5

a=2-5-7, b=2-3, c=3-5,

je v8ak zfejmé, ze do rozkladu puvodni trojice uz jen piriddvame dalsi
Cinitele, ¢imz soucet a + b + ¢ zvétSujeme. ]

Podobné vypada i nasledujici tloha, jeji feseni vSak obsahuje novou
myslenku.

Uloha 3.2. Jaky je nejmensi mozny soucin a-b-c t7i navzdjem ruzngch
prirozenych cisel a, b, ¢ € N takovijch, Ze dvojice vytvorené z téchto cisel
maji vidy sudy soucet?

Resend. Jelikoz se jednd o mald ¢isla, lze fedeni snadno uhadnout. Pro-
ved'me vSak obecnéjsi pozorovani, kterd ndm mohou pomoci pii feseni
podminka sudosti souétit dvou éfsel: bud’ jsou obé sud4, nebo obé lich4.
Jsou tedy ze stejné , skupiny“ ¢isel, také rikdme, ze maji stejnou paritu.
Jelikoz chceme minimalni soucin a - b - ¢, musi byt i jednotlivé Cinitele
(jsou to pfirozend ¢isla) co nejmensi. Vezmeme tedy nejmensi ptirozené
¢islo a = 1; b pak musi byt ze stejné ,skupiny“ jako a, tedy opét liché,
nejmensi (ruzné od a) je b = 3, podobné najdeme ¢ = 5. Jejich souéin je
roven: 1-3-5 = 15.

Kdybychom zvolili jako vychozi nejmensi ptirozené ¢islo z druhé
wskupiny*“, tj. sudé (a = 2), dostali bychom za této podminky nejmensi
sou¢in 2 -4 -6 = 48, coz je vSak ostfe vétsi nez 15, takze feSenim je
skutecné souc¢in 1-3-5 = 15. O

Poznamka 3.3. Kdyby podminka v zadani zddala, aby mély dvojice
vzdy lichy soucet, znamenalo by to, ze musi byt jedno ¢islo sudé a jedno
liché. Kdyby napt. a bylo sudé, b by muselo byt liché. Jenze ¢ by pak
muselo byt liché (kvili a) i sudé (kvili b) zdroveri, coz nenf mozné. Uloha
by tedy neméla feseni.
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