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Úvod

Tato kniha je souborem př́ıspěvk̊u vzniklých jako doprovodný materiál
k přednáškám, které budou v tomto roce pořádány na Matematicko-
fyzikálńı fakultě Univerzity Karlovy v Praze, a to v rámci projektu
Zvyšováńı kvality matematického vzděláváńı na středńıch školách: mo-
tivace ke studiu a př́ıprava k matematickým soutěž́ım a olympiádám.
Sleduj́ı přitom zadáńı úloh domáćıho kola 70. ročńıku Matematické
olympiády pro žáky středńıch škol, přičemž každé úloze je věnován jeden
př́ıspěvek.

Tým autor̊u sestává na jedné straně ze zkušených pedagog̊u Mate-
maticko-fyzikálńı fakulty, a na straně druhé z jej́ıch student̊u, kteř́ı v Ma-
tematické olympiádě slavili v nedávné době znamenité úspěchy. Spojuje
je značná zkušenost s úlohami typickými pro MO, o kterých všichni
autoři často přednášej́ı, at’ už pro soutěž́ıćı, nebo pro pedagogy středńıch
škol. Každý z autor̊u ke svému př́ıspěvku přistoupil poněkud odlǐsným
zp̊usobem a v malé mı́̌re došlo i k určitému překryvu témat.

Společným rysem všech př́ıspěvk̊u je jejich hlavńı účel. Jejich četba
má nejr̊uzněǰśım zp̊usobem usnadnit řešeńı úloh MO. Sborńık je určen
na prvńım mı́stě středoškolským profesor̊um, jimž může přinést inspiraci
pro péči o talentované žáky v seminář́ıch či při individuálńıch konzul-
taćıch. Věř́ıme však, že je vhodný i př́ımo pro nadané studenty. Aniž
by jim vyzradil řešeńı úloh, může je k úspěšné účasti v tomto ročńıku
MO povzbudit. Z dlouhodobého hlediska věř́ıme, že představená látka
a úlohy jsou vhodným obecným studijńım materiálem pro adepty MO
i pro všechny talentované žáky.

Všichni autoři by rádi poděkovali oběma recenzent̊um za pečlivě
přečteńı všech kapitol a za řadu cenných připomı́nek, které vedly ke
zlepšeńı textu.

Praha, zář́ı 2020 Zbyněk Š́ır, Zdeněk Halas
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PRVOČÍSELNÁ ŘEŠENÍ ROVNIC

Tomáš Bárta

Tento text obsahuje několik úloh týkaj́ıćıch se hledáńı prvoč́ıselných
řešeńı rovnic, tj. úloh podobných úloze 70-A-I-1 matematické olympiády:

Na tabuli jsou napsána (ne nutně r̊uzná) prvoč́ısla, jejichž součin je
105krát věťśı než jejich součet. Určete všechna napsaná prvoč́ısla, pokud
jich je (a) pět; (b) sedm.

Hlavńı roli při řešeńı této úlohy hraje dělitelnost. Druhou ingredienćı,
kterou lze při řešeńı využ́ıt, jsou odhady, které nám řeknou, že hledaná
prvoč́ısla nemohou být moc velká. Nı́že najdete dvě kapitolky věnované
těmto dvěma témat̊um (dělitelnosti a odhad̊um), a pak třet́ı kapitolku,
která se věnuje složitěǰśım úlohám, jež kombinuj́ı obě témata.

1 Návodné úlohy – dělitelnost

Zkusme se nejprve zamyslet nad následuj́ıćı úlohou.

Úloha 1.1. Součet tř́ı prvoč́ısel je 2021 a vyděĺıme-li jejich součin
č́ıslem 2021, źıskáme celé č́ıslo. Určete toto č́ıslo.

Řešeńı. Označme tato prvoč́ısla a, b a c. Ze zadáńı v́ıme, že jejich součet
a + b + c = 2021 a abc = 2021k pro nějaké přirozené k, které hledáme.
Protože prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2021 je 43 · 47, muśı nutně být jedno
z prvoč́ısel a, b, c rovno 43 (necht’ je to a) a druhé 47 (necht’ je to b).
Třet́ı prvoč́ıslo c tedy muśı být rovno hledanému k. Rovnice pro součet
prvoč́ısel dává 43 + 47 + c = 2021, odkud c = 1931, což je prvoč́ıslo.
Hledané č́ıslo je 1931.

Úloha 1.2. Součet 2020 prvoč́ısel děĺı jejich součin. Určete nejmenš́ı
z těchto prvoč́ısel.

Řešeńı. Kdyby byla všechna prvoč́ısla lichá, byl by jejich součet sudý,
ale jejich součin je lichý, což je spor. Tedy aspoň jedno prvoč́ıslo je sudé,
proto nejmenš́ı z těchto prvoč́ısel je dvojka.

Úloha 1.3. Součin čtyř prvoč́ısel je o osm menš́ı než dvojnásobek součtu
jejich druhých mocnin. Najděte tato prvoč́ısla.
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Řešeńı. Sestav́ıme rovnici: abcd + 8 = 2(a2 + b2 + c2 + d2). Jistě abcd
muśı být sudé, tedy jedno prvoč́ıslo je dvojka, necht’ je to a. Po dosazeńı
dostáváme

bcd = b2 + c2 + d2. (1.1)

Pod́ıvejme se na zbytky po děleńı třemi. Zbytek samotného č́ısla může
být 0, 1 nebo −1, proto zbytek druhé mocniny je 0 nebo 1 (protože
(3k±1)2 = 9k2±6k+1 = 3(3k2±2k)+1). Rozeberme nyńı tři možnosti:
1. Pokud žádné z č́ısel neńı dělitelné třemi, pak je pravá strana rovnice
(1.1) dělitelná třemi a levá neńı, což je spor. 2. Pokud máme jedno
nebo dvě č́ısla dělitelná třemi, pak je levá strana (1.1) dělitelná třemi,
ale pravá strana nikoli, což je opět spor. 3. Pokud jsou všechna tři
prvoč́ısla dělitelná třemi, pak jsou to trojky a rovnost (1.1) je splněna.
Jediným řešeńım je tedy čtveřice 2, 3, 3, 3.

2 Návodné úlohy — odhady

V některých rovnićıch je vidět, že funkce (jedné nebo v́ıce proměnných)
na levé straně rovnice roste rychleji než funkce na pravé straně rovnice.
Např. pro velká č́ısla plat́ı, že součin č́ısel je větš́ı než jejich součet, součet
pátých mocnin je větš́ı než součet druhých mocnin a podobně. U ta-
kových rovnic je možné udělat odhady, a doj́ıt k tomu, že řešeńı budou
menš́ı než nějaká mez. Pak už třeba stač́ı vyzkoušet několik možnost́ı,
abychom našli všechna řešeńı. Ukážeme si na několika úlohách, jak ta-
kové odhady dělat.

Úloha 2.1. Součin tř́ı přirozených č́ısel je o 15 věťśı než jejich součet.
Ukažte, že aspoň jedno z č́ısel je menš́ı nebo rovné dvěma.

Řešeńı. Sestavme rovnici: abc = a + b + c + 15. Předpokládejme pro
spor, že jsou všechna tři č́ısla větš́ı než dva a chceme ukázat, že levá
strana rovnice pak bude nutně větš́ı než pravá strana. Předpokládejme
bez újmy na obecnosti a ≥ b ≥ c ≥ 3. Pravou stranu můžeme odhadnout
a+ b+ c+ 15 ≤ 3a+ 15 (využijeme, že a je největš́ı ze tř́ı č́ısel). Levou
stranu chceme odhadnout zdola tak, aby nám zmizelo b a c. Využijeme
tedy toho, že b, c ≥ 3 a źıskáme abc ≥ 9a. Dohromady máme 9a ≤ abc =
a+ b+ c+ 15 ≤ 3a+ 15, tj. 6a ≤ 15, což je ale spor s a ≥ 3.

Úloha 2.2. Součin několika přirozených č́ısel věťśıch než jedna je roven
dvacetinásobku jejich součtu. Dokažte, že č́ısel je nejvýše osm.

Řešeńı. Máme rovnici 20(a1 + · · · + ak) = a1 . . . ak. Chceme ukázat, že
je-li č́ısel hodně, pak bude pravá strana nutně větš́ı než levá strana.
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Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že ak ≥ · · · ≥ a1 ≥ 2. Pak
20(a1 + · · ·+ ak) ≤ 20kak a a1 . . . ak ≥ 2k−1ak, tedy

20k ≥ 2k−1. (2.1)

Je třeba dokázat, že tato nerovnost neńı splněna pro žádné k větš́ı než
osm. Vid́ıme, že pro k = 9 nerovnost neplat́ı, a t́ım sṕı̌s nebude pla-
tit pro žádné větš́ı k, protože pravá strana nerovnosti roste rychleji.
Přesněji, s využit́ım matematické indukce: pokud pro nějaké k ≥ 9 plat́ı
20k < 2k−1, pak pro k + 1 máme

20(k + 1) = 20k
k + 1

k
< 20k · 2 < 2k−1 · 2 = 2k,

tj. 20(k + 1) < 2(k+1)−1. T́ım je d̊ukaz hotov.

3 Složitěǰśı úlohy

Než se začneme zabývat složitěǰśımi úlohami, uved’me trochu teorie. Pro
snažš́ı vyjadřováńı zavedeme značeńı a ≡ b mod z, což čteme

”
a je

kongruentńı s b modulo z“ a znamená to, že a a b maj́ı po vyděleńı č́ıslem
z stejné zbytky. Např. a ≡ 1 mod 2 znamená, že a je liché. Kongruence
nám mohou velmi zjednodušit poč́ıtáńı (předevš́ım u složitěǰśıch úloh),
pokud si uvědomı́me, že plat́ı:

Věta 3.1. Pokud celá č́ısla a, b, c, d a přirozené č́ıslo z splňuj́ı a ≡ b
mod z a c ≡ d mod z, pak také plat́ı

• a+ c ≡ b+ d mod z,

• a− c ≡ b− d mod z,

• ac ≡ bd mod z a

• ak ≡ bk mod z pro každé přirozené č́ıslo k.

Jako třešničku na dortu zde uvedeme tzv. Malou Fermatovu větu
a jej́ı d̊usledek:

Věta 3.2. Je-li p prvoč́ıslo, pak pro libovolné přirozené č́ıslo a plat́ı
ap ≡ a mod p.

Důsledek 3.3. Je-li p prvoč́ıslo a přirozené č́ıslo a neńı násobkem p,
pak plat́ı ap−1 ≡ 1 mod p.
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Důkazy výše uvedených tvrzeńı a daľśı fakta o kongruenćıch a dělitel-
nosti, jakož i úlohy na procvičováńı můžete naj́ıt např́ıklad ve dvou
textech uvedených ńıže v sekci Literatura.

Úloha 3.4. Najděte všechny dvojice přirozených č́ısel, pro něž je splněna
rovnost a4 + b4 = 650ab+ 2500.

Řešeńı. Protože pravá strana je dělitelná padesáti, budeme zkoumat
dělitelnost mocninami dvojky a pětky. Začněme dělitelnost́ı dvěma.
Pravá strana je jistě sudá, tj. obě č́ısla a, b maj́ı stejnou paritu. Kdyby
byla obě č́ısla sudá, je levá strana dělitelná šestnácti, ale pravá strana
neńı dělitelná osmi (protože 650ab je dělitelné osmi a 2500 nikoli). Tedy
obě č́ısla muśı být lichá. Pravá strana je určitě dělitelná pěti. Uvědomme
si, že a4 a b4 dávaj́ı po dělelńı pěti vždy zbytek 1 nebo 0. To plyne bud’

ihned z d̊usledku Malé Fermatovy věty, nebo si to lze rozmyslet pomoćı
kongruenćı: Je-li a ≡ ±1 mod 5, pak a4 ≡ (±1)4 ≡ 1 mod 5 a je-li
a ≡ ±2 mod 5, pak a4 ≡ (±2)4 ≡ 16 ≡ 1 mod 5 a evidentně pokud
5 | a, pak také 5 | a4. Tedy levá strana rovnice je dělitelná pěti, jen
pokud jsou obě č́ısla dělitelná pěti. Označme nyńı a = 5c, b = 5d, c, d
jsou lichá. Vyděĺıme celou rovnici č́ıslem 54 a źıskáme c4+d4 = 26cd+4.

Nyńı si uvědomı́me, že hledaná č́ısla nemohou být moc velká, protože
pak by levá strana byla o hodně větš́ı než pravá strana. Zkusme provést
odhady. Bez újmy na obecnosti předpokládejme c ≤ d. Pak c4 + d4 ≥ d4
a 26cd + 4 ≤ 26d2 + 4. Dohromady máme d4 ≤ 26d2 + 4, neboli
d2(d2 − 26) ≤ 4. Tedy d ≤ 5 a c, d mohou nabývat pouze hodnot 1,
3, 5. Nyńı stač́ı vyzkoušet šest možnost́ı (1, 1), (3, 3), (5, 5), (1, 3), (1, 5),
(3, 5) a zjist́ıme, že vyhovuje jen dvojice (1, 3). Všechna řešeńı p̊uvodńı
rovnice jsou dvojice (5, 15) a (15, 5).

Kdybychom nechtěli zkoušet šest možnost́ı, můžeme ještě jednou
použ́ıt dělitelnost pěti: pokud by některé z č́ısel c, d byla pětka, pak
26cd+ 4 ≡ 4 mod 5, ale c4 + d4 je kongruentńı s 0 nebo 1 (jak už jsme
zjistili výše pro a, b). Žádné z č́ısel c, d tedy nemůže být pětka. Pak je ale
c4+d4 ≡ 2 mod 5 a odtud plyne, že 26cd ≡ 3 mod 5, tj. cd ≡ 3 mod 5
(protože 26 ≡ 1 mod 5), čemuž ze zbývaj́ıćıch tř́ı dvojic vyhovuje jen
(1, 3).

Úloha 3.5. Ukažte, že rovnice a5 + b5 + c5 = 5(a + b + c)2 nemá
prvoč́ıselné řešeńı.

Řešeńı. Opět si všimneme, že kdyby č́ısla a, b, c byla velká, bude levá
strana o hodně větš́ı než pravá strana. Předpokládejme tedy bez újmy
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na obecnosti, že a ≥ b ≥ c ≥ 2 a odhadujme nejprve levou a pak pravou
stranu:

a5 + b5 + c5 ≥ a5 + 32 + 32, 5(a+ b+ c)2 ≤ 5(3a)2 = 45a2.

Dohromady máme a5 +64 ≤ 45a2, tj. 64 ≤ a2(45−a3) a tedy a ≤ 3 (pro
a ≥ 4 bude pravá strana posledńı nerovnosti záporná). Všechna tři č́ısla
jsou tud́ıž dvojky nebo trojky. Nyńı stač́ı rozebrat čtyři možnosti, nebo
si všimneme, že dle Malé Fermatovy věty dává levá strana rovnice po
děleńı pěti zbytek a+ b+c a pravá strana je dělitelná pěti, tedy a+ b+c
je dělitelné pěti. To ale neńı možné, protože 6 = 2 + 2 + 2 ≤ a+ b+ c ≤
3 + 3 + 3 = 9.

Ve skutečnosti jsme ukázali, že daná rovnice nemá řešeńı v přiro-
zených č́ıslech větš́ıch než jedna, jiné vlastnosti prvoč́ısel jsme v řešeńı
nepoužili.

Úloha 3.6. Určete všechny dvojice prvoč́ısel a, b pro něž

2b + 3b + 7b = ab.

Řešeńı. Malá Fermatova věta ř́ıká, že výraz na levé straně dává po
děleńı prvoč́ıslem b zbytek 2 + 3 + 7 = 12. Protože pravá strana rovnice
je dělitelná b, máme b | 12, tj. b = 2 nebo b = 3. Pro b = 2 snadno
dopoč́ıtáme 4+9+49 = 2a, tj. a = 31. Pro b = 3 máme 8+27+7·49 = 3a,
kde levá strana je 35 +7 ·49 = 7 ·54, tj. a = 7 ·18, což ale neńı prvoč́ıslo.
Jediným řešeńım je tedy a = 31, b = 2.

Literatura
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http://mks.mff.cuni.cz/archive/33/serial.pdf

https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403560
http://mks.mff.cuni.cz/archive/33/serial.pdf




A2 15

VÝŠKY A OSY STRAN V TROJÚHELNÍKU

Zbyněk Š́ır

Mnoho geometrických úloh se týká význačných př́ımek a bod̊u
v trojúhelńıku. Takovou úlohou je i 70-A-I-2 matematické olympiády,
jej́ıž zadáńı zńı:

V ostroúhlém trojúhelńıku ABC lež́ı na straně BC body D a E tak,
že D je mezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je takový bod,
že FD||AB a FE||AC. Dokažte, že |FB| = |FC|.

V tomto př́ıspěvku se pokuśıme čtenáře motivovat k možnému syn-
thetickému i analytickému řešeńı této úlohy. Naš́ım východiskem budou
přitom předevš́ım r̊uzné d̊ukazy známé poučky o společném pr̊useč́ıku
výšek v trojúhelńıku.

1 Osy stran

Pojmem, který je možno nejsnadněji uchopit, je osa strany. Následuj́ıćı
popis je triviálńı, ale užitečný a zaj́ımavý z hlediska budováńı matema-
tiky.

Definice 1.1. Osa úsečky AB je př́ımka, která procháźı jej́ım středem
a je na ni kolmá.

Je velice zaj́ımavé, že tento pojem využ́ıvaj́ıćı v podstatě jen kolmosti
nám př́ımo poṕı̌se významnou množinu bod̊u.
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Lémma 1.2. Mějme dány dva r̊uzné body A a B. Pro libovolný bod C
plat́ı, že je od obou stejně vzdálen, tedy |AC| = |BC|, právě tehdy, když
lež́ı na ose úsečky AB.

Zd̊urazněme, že tvrzeńı má tvar ekvivalence, což se může v r̊uzných
úlohách hodit. Jinými slovy, osa úsečky je právě ta množina bod̊u, které
maj́ı stejnou vzdálenost.

Toto jednoduché lémmátko nebudeme formálně dokazovat. Bylo by
to možné z některých jednoduchých vět v Eukleidových Základech, po-
moćı Pýthagorovy věty či analyticky. Ve skutečnosti ale toto tvrzeńı,
které dává do souvislosti kolmost a rovnost vzdálenost́ı, patř́ı do samých
základ̊u a východisek geometrie. Mohlo by být považováno za zjevný po-
stulát.

Věta 1.3. V libovolném trojúhelńıku ABC se osy stran AB, BC a CA
prot́ınaj́ı právě v jednom bodě.

D̊ukaz. Osy oa a ob nemohou být rovnoběžné (protože v trojúhelńıku
nejsou rovnoběžné úsečky BC a CA), a proto se protnou v bodě, který
označ́ıme S. Protože S ∈ oa plat́ı |BS| = |CS|. Protože S ∈ ob plat́ı
|AS| = |CS|. V d̊usledku tedy i |AS| = |BS| a tedy S ∈ oc.

2 Výšky

Nyńı pokroč́ıme k poněkud obt́ıžněǰśımu pojmu výšky.

Definice 2.1. Výška v trojúhelńıku je př́ımka vedená libovolným ze tř́ı
vrchol̊u a kolmá na protilehlou stranu. Trojúhelńık má tedy vždy tři výšky.
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Pokud má někdo ze čtenář̊u to štěst́ı, že d̊ukaz následuj́ıćıho tvrzeńı
nikdy neviděl, velice doporučuji pokusit se d̊ukaz samostatně vymyslet.
Ukazuje se, že bez znalosti jistého triku nebo bez použit́ı analytických
výpočt̊u to neńı jednoduché. My si však ukážeme dva d̊ukazy, které se
právě o uvedené prostředky oṕıraj́ı. Děláme to zejména proto, že jsou
vhodnou motivaćı k podobným řešeńım soutěžńı úlohy.

Věta 2.2. V libovolném trojúhelńıku ABC se tři výšky prot́ınaj́ı právě
v jednom bodě.

D̊ukaz. Prvńı d̊ukaz je čistě synthetický. Každým vrcholem vedeme rov-
noběžku s protěǰśı stranou (tedy kolmici na výšku). Tyto tři nové př́ımky
jsou vzájemně r̊uznoběžné a protnou se v bodech nového trojúhelńıku
FEG.
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Výšky p̊uvodńıho trojúhelńıku ABC jsou osami stran nového troj-
úhelńıku FEG a proto se prot́ınaj́ı v jednom bodě podle Věty 1.3.

Druhý d̊ukaz je čistě analytický. Je přitom d̊uležité dobře si promys-
let, kolik vstupńıch parametr̊u budeme použ́ıvat. Na prvńı pohled jich
je 6, totiž x-ové a y-ové souřadnice bod̊u A[ax, ay], B[bx, by], C[cx, cy].
S jejich pomoćı bychom si mohli vyjádřit rovnice výšek, a pak ukázat,
že se protnou v jednou bodě.

Ve skutečnosti ale můžeme trojúhleńık posunout a otočit tak, že bod
A je v počátku, tedy ax = ay = 0, a nav́ıc bod B lež́ı na kladné části
osy x, tedy bx > 0 a by = 0. To bychom odborně nazvali nezávislost́ı
(invarianćı) dokazované věty v̊uči shodnostem. Nav́ıc se vlastnost za-
chová, když trojúhelńık zvětš́ıme nebo zmenš́ıme (nezávislost na podob-
nostech). Proto můžeme volit bx = 1.
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Celkově tedy můžeme předpokládat polohu bod̊u A[0, 0], B[1, 0]
a C[cx, cy], pracujeme tedy jen se dvěma parametry. Obecná rovnice
vc je zřejmě x = cx. Směrový vektor výšky vb muśı být kolmý na vek-

tor
−→
AC = (cx, cy) a tedy je to např́ıklad vektor (−cy, cx). T́ım źıskáme

parametrické vyjádřeńı př́ımky vb

vb : x = 1− t cy, y = 0 + t cx, t ∈ R.

Pro pr̊useč́ık s vc muśı tedy platit cx = 1− t cy č́ımž dostáváme t = 1−cx
cy

(cy je totiž nenulové, jinak by se nejednalo o trojúhelńık), a tedy pro
pr̊useč́ık dvou výšek plat́ı

O = vc ∩ vb =

[
cx,

cx − c2x
cy

]
.

K tomu, abychom ukázali, že i třet́ı výška va procháźı bodem O postač́ı,

že vektory
−→
AO a

−−→
BC jsou kolmé. To však snadno ověř́ıme skalárńım

součinem, protože

−→
AO =

(
cx,

cx − c2x
cy

)
,
−−→
BC = (cx − 1, cy).

3 Dvě úlohy na závěr

Náš př́ıspěvek zakonč́ıme dvěma úlohami k samostatnému řešeńı.

Úloha 3.1. Mějme trojúhelńık ABC s výškami va, vb a vc a jejich pa-
tami Pa, Pb a Pc. Dokažte, že va, vb a vc jsou osami úhl̊u trojúhelńıku
PaPbPc.

Úloha 3.2. Mějme trojúhelńık ABC s výškami va, vb a vc a jejich
pr̊useč́ıkem O. Necht’ X je bod osově souměrně sdružený s O podle
př́ımky AB a Y středově souměrně sdružený s O podle středu strany
AB. Dokažte, že X i Y lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku ABC.
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RŮZNÁ ČÍSLA, KONSTRUKCE A ODHADY

Marian Poljak

Při práci s obecnými reálnými č́ısly může být užitečné mı́t povědomı́
o tom, které výrazy se rovnaj́ı za jakých podmı́nek. V domáćım kole
matematické olympiády je zadána následuj́ıćı úloha 70-A-I-3.

Mějme navzájem r̊uzná kladná reálná č́ısla a, b, c. Určete nejmenš́ı
možný počet r̊uzných hodnot mezi výrazy a+ b, b+ c, c+ a, ab, bc, ca,
abc.

V tomto textu se budeme zabývat úlohami s podobnou tematikou.

Nejdř́ıve je třeba si uvědomit, o co v dané úloze jde. Chce se po nás,
abychom určili nejmenš́ı počet r̊uzných hodnot mezi sedmi výrazy, které
jsou složené z proměnných a, b, c. Úlohy tohoto typu, kde chceme naj́ıt
minimum či maximum nějaké veličiny, maj́ı obvykle dvě části, odhad
a konstrukci. V našem př́ıpadě je třeba dokázat, že

”
méně než tolik

hodnot to určitě být nemůže“. Konstrukćı potom je nějaké chytré určeńı
proměnných a, b, c, které tohoto vytouženého minima opravdu dosahuj́ı.
Je na nás, který z těchto krok̊u provedeme jako prvńı, pro správné řešeńı
jsou ale potřeba oba.

Důležité jsou i podmı́nky na r̊uznost a kladnost č́ısel a, b, c. Kdy-
bychom je pro rozcvičku vypustili a úlohu řešili bez nich, řešeńı by bylo
nasnadě: nastaveńım a = b = c = 0 by měly všechny výrazy hodnotu 0,
odpověd’ je tedy 1, protože méně to zřejmě být nemůže.

1 Konstrukce r̊uzných č́ısel

Jak problémy tohoto rázu řešit ilustrujeme úlohou zadanou v Matema-
tickém korespondenčńım semináři.

Úloha 1.1. Mějme n-prvkovou množinu r̊uzných kladných reálných
č́ısel A = {a1, . . . , an}. Dokažte, že pokud u každé možné neprázdné
podmnožiny A sečteme jej́ı prvky, dostaneme alespoň 1

2n(n+ 1) r̊uzných
č́ısel.

Řešeńı. Zkonstruujeme postupně podmnožiny množiny A, které maj́ı
jistě r̊uzné součty. Pro přehlednost si můžeme č́ısla v množině bez újmy
na obecnosti seřadit a předpokládat a1 > a2 > · · · > an. Nejdř́ıve
si můžeme vźıt jednoprvkové podmnožiny – zde máme r̊uznost součt̊u
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zaručenu, protože č́ısla v množině jsou ze zadáńı r̊uzná. Máme tedy n
podmnožin, jak ale pokračovat?

Můžeme vźıt ty dvouprvkové podmnožiny, které obsahuj́ı největš́ı
č́ıslo v množině A, tedy a1. To jsou množiny {a1, a2}, {a1, a3}, . . . ,
{a1, an}, je jich n − 1 a opět máme zaručeno, že součty v těchto
množinách budou navzájem r̊uzné – vždy se budou lǐsit t́ım menš́ım ze
dvou č́ısel. Nav́ıc, jelikož je v každé z nich obsaženo největš́ı č́ıslo množiny
A, máme zaručeno, že každá dvouprvková množina bude mı́t větš́ı součet
než libovolná již vybraná jednoprvková množina. Dvouprvková množina
s nejmenš́ım součtem je {a1, an} a a1 + an je ostře větš́ı než součet
jednoprvkové množiny {a1} obsahuj́ıćı největš́ı prvek. Zde využ́ıváme
podmı́nku, že č́ısla v množině A jsou kladná, jinak by předchoźı věta
neplatila.

T́ımto zp̊usobem můžeme pokračovat. Ve třet́ım kroku např́ıklad vy-
bereme všechny trojice, které obsahuj́ı dvě největš́ı č́ısla a1, a2, bude
jich n − 2. Nakonec vybereme celou množinu všech n č́ısel, která je
také jej́ı podmnožinou. Obecně v k-tém kroku vybereme všechny k-tice
č́ısel, ve kterých je zahrnuto k − 1 největš́ıch č́ısel množiny A, a bude
jich n − k + 1. Z předchoźıch úvah již v́ıme, že libovolná množina vy-
braná v k-tém kroku má větš́ı součet než libovolná množina vybraná
v předchoźım kroku, nav́ıc máme zaručenu i jejich r̊uznost při jednom
daném kroku.

Dohromady jsme vybrali n+ (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1 č́ısel a tato
známá suma se rovná 1

2n(n+ 1), tvrzeńı z úlohy je tedy dokázáno.

Vid́ıme, že v této úloze byl vyžadován jen odhad, aneb že
”
alespoň

1
2n(n + 1) r̊uzných hodnot být muśı“. Zde je však snadné naj́ıt i kon-
strukci, která tohoto odhadu dosahuje. Nastaveńım A = {1, 2, 3, . . . , n}
zajist́ıme, že největš́ı součet podmnožiny bude 1

2n(n + 1), libovolný
součet podmnožiny je tedy celé č́ıslo od 1 do 1

2n(n + 1), kterých je
nanejvýš právě 1

2n(n+ 1), nastane tedy rovnost. Lze zvolit i libovolnou
jinou aritmetickou posloupnost.

2 Různost v rovnićıch

V soustavách rovnic nám r̊uznost proměnných také může pomoci, zpra-
vidla d́ıky ńı můžeme určit nenulovost nějakých výraz̊u, což ilustruje
následuj́ıćı úloha.

Úloha 2.1. Pro navzájem r̊uzná nenulová č́ısla a, b, c plat́ı

a+
1

b
= b+

1

c
= c+

1

a
.
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Dokažte, že |abc| = 1.

Řešeńı. Ekvivalentńı úpravou rovnic dostaneme následuj́ıćı vztahy:

a− b =
b− c
bc

,

b− c =
c− a
ca

,

a− c =
b− a
ab

.

Jejich vynásobeńım dostaneme rovnici

(a− b)(b− c)(a− c) =
(c− a)(b− c)(b− a)

a2b2c2
.

Jelikož jsou č́ısla a, b, c navzájem r̊uzná, jsou jejich rozd́ıly nenulové,
můžeme tedy krátit a rovnici převést do tvaru 1 = a2b2c2, ze které již
př́ımo vyplývá |abc| = 1.
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O EXTREMÁLNÍCH DĚLITELÍCH

Matěj Doležálek

Jedńım z běžných typ̊u úloh v matematických olympiádách jsou ty,
jež zkoumaj́ı množinu dělitel̊u daného přirozeného č́ısla n, př́ıpadně jej́ı
mohutnost nebo některé jej́ı

”
malé“ či naopak

”
velké“ prvky. Patř́ı mezi

ně i úloha 70-A-I-4, jej́ıž zadáńı je následuj́ıćı:

Nejvěťśıho dělitele d přirozeného č́ısla n > 1 s vlastnost́ı d < n
nazveme jeho superdělitelem.

(i) Dokažte, že dané přirozené č́ıslo d > 1 je superdělitelem jen
konečně mnoha č́ısel.

(ii) Označme s(d) součet všech č́ısel, jejichž superdělitelem je dané
č́ıslo d > 1. Rozhodněte, zda existuje liché č́ıslo d > 1 takové,
že s(d) je násobkem č́ısla 2020.

V tomto př́ıspěvku ukážeme některé užitečné postupy v řešeńı po-
dobných úloh. Typicky budeme nějak využ́ıvat rozklad na prvočinitele
a počty dělitel̊u č́ısel zastoupených v úloze. Často také nějak rozebe-
reme možné podoby

”
malých“ dělitel̊u, nebot’ ti, jak uvid́ıme, mohou

sami mı́t jenom
”
málo“ dělitel̊u (a tedy i

”
málo“ prvoč́ıselných dělitel̊u).

V některých úlohách se také vyplat́ı rozlǐsit několik př́ıpad̊u a řešit každý
jednotlivě.

1 Teorie

Definice 1.1. Pro přirozená č́ısla a, b řekneme, že a děĺı b, pokud exis-
tuje přirozené c tak, že b = ac. Tuto skutečnost pak znač́ıme a | b a dále
ř́ıkáme, že a je dělitelem b a naopak b je násobkem a. Přirozené č́ıslo
p > 1 nazveme prvoč́ıslem, pokud jsou jeho děliteli pouze 1 a p.

V celém př́ıspěvku se budeme držet následuj́ıćıho značeńı: pracujme
s přirozeným č́ıslem n > 1 a jeho děliteli (včetně 1 a n samotného), které
seřad́ıme v rostoućı posloupnost

1 = d1 < d2 < · · · < dk = n. (1.1)

Dále využijeme toho, že každé přirozené č́ıslo lze jednoznačně (až na
pořad́ı) rozložit na součin prvoč́ısel. Budeme tedy uvažovat rozklad

n = pe11 · p
e2
2 · · · p

er
r , (1.2)
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kde pi jsou po dvou r̊uzná prvoč́ısla a ei jsou přirozená č́ısla (1 ≤ i ≤ r).
Nejprve nahlédněme, jak vypadá množina dělitel̊u n.

Tvrzeńı 1.2. Přirozené č́ıslo d je dělitelem č́ısla n s prvoč́ıselným roz-
kladem pe11 · p

e2
2 · · · perr , právě pokud

d = pa11 · p
a2
2 · · · p

ar
r ,

kde ai jsou nezáporná celá č́ısla splňuj́ıćı 0 ≤ ai ≤ ei.

D̊ukaz. Je zřejmé, že všechna taková d vskutku děĺı n, nebot’ potom

n = d ·
(
pe1−a11 · pe2−a22 · · · per−arr

)
.

Naopak necht’ je d dělitelem n – to znamená, že d · c = n pro
nějaké přirozené c. Kdyby d bylo násobkem prvoč́ısla r̊uzného od všech
p1, . . . , pr, pak by se nyńı toto prvoč́ıslo muselo vyskytnout i v rozkladu
n jakožto násobku d, což by byl spor. Podobně kdyby se některé pi
v rozkladu d vyskytovalo s exponentem ai > ei, pak by se v rozkladu n
jakožto násobku d muselo vyskytovat s exponentem alespoň ai > ei, což
by byl také spor.

Označme symbolem τ(m) počet dělitel̊u přirozeného č́ısla m; při
značeńı (1.1) je k = τ(n). Pak z předchoźıho tvrzeńı jednoduše plyne:

Důsledek 1.3. Počet dělitel̊u č́ısla n s prvoč́ıselným rozkladem (1.2) je
určen vztahem

k = τ(n) = (e1 + 1) · (e2 + 1) · · · (er + 1).

D̊ukaz. Ve značeńı tvrzeńı 1.2 je d jednoznačně určeno r-tićı (a1, . . . , ar).
Přitom jednotlivá ai lze volit nezávisle a na výběr každého ai máme ei+1
možnost́ı 0, 1, . . . , ei, což celkem dá přesně (e1 + 1) · (e2 + 1) · · · (er + 1)
možnost́ı.

Cvičeńı 1.4. Jsou-li m, n nesoudělná přirozená č́ısla, pak

τ(mn) = τ(m)τ(n).

Návod. Nesoudělná č́ısla nemaj́ı žádné společné prvočinitele ve svém
rozkladu.
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Zaměřme se nyńı na pořad́ı dělitel̊u v posloupnosti d1, . . . , dk. To, že
d | n, znamená, že d · c = n pro nějaké přirozené c. Potom je ale i c = n

d
dělitelem n. V posloupnosti

n

d1
,
n

d2
, . . . ,

n

dk
(1.3)

se tak vyskytuj́ı opět dělitelé n. Je zřejmé, že takto se r̊uzńı dělitelé
zobrazuj́ı opět na r̊uzné dělitele, takže v posloupnosti (1.3) máme opět
všechny dělitele. Nav́ıc plat́ı di < dj , právě pokud n

di
> n

dj
. Z toho

plyne, že (1.3) je jenom posloupnost́ı d1, . . . , dk v obráceném pořad́ı,
neboli jsme dokázali:

Tvrzeńı 1.5. Pro každé 1 ≤ i ≤ k plat́ı: dk+1−i = n
di

.

Z tohoto tvrzeńı plyne, že
”
maĺı“ dělitelé (tedy ti

”
na začátku“ po-

sloupnosti {di}ki=1) a
”
velćı“ dělitelé (ti

”
u konce“ posloupnosti {di}ki=1)

jsou spolu jednoduše provázáni.

Cvičeńı 1.6. Pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı: τ(n) ≤ 2
√
n.

Návod. Když ab = n, 0 < a ≤ b, pak a ≤
√
n.

Typicky se pak vyplat́ı pracovat sṕı̌se s
”
malými“ děliteli, ne-

bot’ u nich často dovedeme využ́ıt odhady na jejich počet dělitel̊u či
prvoč́ıselných dělitel̊u (což vypov́ıdá o

”
složitosti“ jejich prvoč́ıselného

rozkladu).

Tvrzeńı 1.7. Druhý nejmenš́ı dělitel d2 č́ısla n je vždy prvoč́ıslo.

D̊ukaz. Necht’ je pro spor d2 složené č́ıslo. Potom má nějakého dělitele
d splňuj́ıćıho 1 < d < d2. Přitom ale určitě d | d2 | n, takže d se muśı
vyskytovat v posloupnosti d1, . . . , dk. Přitom ale d1 = 1 < d < d2,
takže muśı ležet př́ımo mezi dvěma po sobě jdoućımi členy této rostoućı
posloupnosti, což je spor. Určitě tak d2 muśı být prvoč́ıslo.

Tuto jednoduchou myšlenku lze snadno zobecnit: každý dělitel d
nějakého di je sám dělitelem n a určitě plat́ı d ≤ di. Z toho tedy plyne:

Tvrzeńı 1.8. i-tý nejmenš́ı dělitel di č́ısla n splňuje τ(di) ≤ i.
Na základě tohoto také dovedeme odhadnout počet prvoč́ıselných

dělitel̊u di. Necht’ má di dohromady s r̊uzných prvoč́ıselných dělitel̊u.
Pak podle d̊usledku 1.3 je τ(di) součinem s činitel̊u, z nichž každý je
alespoň 1 + 1 = 2, takže dohromady τ(di) ≥ 2s. Když toto skloub́ıme
s tvrzeńım 1.8, dostaneme, že i ≥ 2s, neboli:

Důsledek 1.9. i-tý nejmenš́ı dělitel di č́ısla n má nanejvýš log2(i)
prvoč́ıselných dělitel̊u.
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2 Úlohy

Ve všech úlohách použ́ıváme značeńı (1.1).

Úloha 2.1. Najděte všechna přirozená č́ısla n taková, že k = τ(n) ≥ 7
a plat́ı d5 − d3 = 50 a zároveň 11d5 + 8d7 = 3n. (63-A-III-1)

Řešeńı. Ukážeme, že jediným takovým n je n = 2013. Rozlǐsme dva
př́ıpady podle parity n:

(i) Necht’ je n sudé. Potom určitě d2 = 2. Z rovnosti 11d5 + 8d7 = 3n
je i 11d5 sudé, tedy d5 je sudé. Z rovnosti d5−d3 = 50 tak je sudé i
d3. Přitom z d̊usledku 1.9 má d3 jen jednoho prvoč́ıselného dělitele,
takže už muśı být mocninou dvojky, z čehož d3 = 4. Následně
d5 = 50+d3 = 54 = 2 ·33, což znamená τ(d5) = (1+1) ·(3+1) = 8,
což je spor s tvrzeńım 1.8. Žádné sudé n tak nemůže být řešeńım
úlohy.

(ii) Necht’ je n liché – potom jsou určitě lǐśı i všichni jeho dělitelé.
Všechna di děĺı n, takže z rovnosti 11d5 + 8d7 = 3n určitě d5 děĺı
č́ıslo

3n− 11d5 = 8d7.

Z lichosti d5 pak už určitě plyne, že d5 | d7. Obdobně d7 děĺı č́ıslo
3n − 8d7 = 11d5. Máme tedy d7 = x · d5 pro nějaké přirozené
x > 1 a následně xd5 | 11d5, neboli x | 11. Jelikož 11 je prvoč́ıslo,
plyne z tohoto x = 11, a tedy d7 = 11d5. Když toto dosad́ıme do
11d5 + 8d7 = 3n, obdrž́ıme 99d5 = 3n, neboli n = 33d5.

Toto nám dává dělitele 1, 3, 11 a 33. Z rovnosti d5 = 50 + d3 je
d5 > 50 > 33, takže už určitě muśı být

d1 = 1, d2 = 3, d3 = 11, d4 = 33.

Dosazeńım d3 = 11 pak máme d5 = 50 + 11 = 61, z čehož

n = 33 · 61 = 3 · 11 · 61 = 2013.

Snadno již ověř́ıme, že toto n vyhovuje zadáńı.

Úloha 2.2. Necht’ je n násobek pěti takový, že τ
(
8
5n
)

= 8
5τ(n). Dokažte,

že potom i 25 | n a určete hodnotu pod́ılu τ
(

4
25n
)

: τ(n). (48-A-I-4)

Řešeńı. Násobeńı n č́ısly 8
5 a 4

25 měńı v prvoč́ıselném rozkladu pouze
exponenty u 2 a 5, zapǐsme tedy

n = 2a5bn0
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pro nezáporné celé a, přirozené b a přirozené č́ıslo n0 nesoudělné s 2 i s 5.
Zadanou rovnici pak s pomoćı d̊usledku 1.3 a cvičeńı 1.4 přeṕı̌seme jako

τ
(

2a+35b−1n0
)

=
8

5
τ
(

2a5bn0

)
,

(a+ 4) · b · τ(n0) =
8

5
· (a+ 1) · (b+ 1) · τ(n0),

5(a+ 4)b = 8(a+ 1)(b+ 1),

0 = 3ab+ 8a− 12b+ 8,

(3b+ 8)(4− a) = 40.

Na levé straně je nyńı 3b + 8 zřejmě kladné, takže i 4 − a je kladné a
menš́ı nebo rovné 4. Stač́ı nám tedy uvažovat rozklady

40 = 1 · 40 = 2 · 20 = 4 · 10.

Když ještě využijeme toho, že 3b+8 muśı dávat zbytek 2 po děleńı třemi,
zbude jako jediná možnost (4−a, 3b+8) = (2, 20), z čehož (a, b) = (2, 4).

Dı́ky b = 4 ≥ 2 muśı platit 52 | 5b | n. Snadno také spočteme

τ
(

4
25n
)

τ(n)
=
τ
(
24 · 52 · n0

)
τ (22 · 54 · n0)

=
5 · 3 · τ(n0)

3 · 5 · τ(n0)
= 1.

Úloha 2.3. Najděte všechna přirozená č́ısla n taková, že k = τ(n) ≥ 6
a plat́ı n = d25 + d26. (Česko-polsko-slovenské střetnut́ı 2019)

Řešeńı. Ukážeme, že jediným takovým n je n = 500. Nejprve nahlédně-
me, že n je sudé. Necht’ pro spor neńı – potom jsou i všichni jeho dělitelé
lǐśı, tedy n = d25 + d26 je jakožto součet dvou lichých č́ısel sudé, což je
spor. Tedy n je sudé. Dále, kdykoliv prvoč́ıslo p děĺı d5, pak děĺı i n,
tedy i d26 = n − d25, neboli p | d6. Obdobně každé prvoč́ıslo, jež děĺı d6,
děĺı také d5, takže d5 a d6 maj́ı totožné množiny prvoč́ıselných dělitel̊u.
Konečně z d̊usledku 1.9 je tato (společná) množina prvoč́ıselných dělitel̊u
nanejvýš dvouprvková. Rozlǐsme tedy dva př́ıpady:

(i) d5 i d6 maj́ı jen jednoho prvoč́ıselného dělitele, tedy jsou moc-
ninami nějakého p. Jelikož mezi d5 a d6 nesmı́ ležet žádný daľśı
dělitel n, nutně plat́ı d5 = pm a d6 = pm+1 pro nějaké přirozené
m. Kdyby p > 2, pak vzhledem k 2 | n určitě i 2pm děĺı n, a přitom
d5 < 2pm < d6, což je spor. Muśı tak platit p = 2. Z toho potom

n = d25 + d26 = 5 · 4m = 5 · 22m.
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Dı́ky tomu τ(n) = 2(2m+ 1), zároveň určitě n > d6, takže n muśı
mı́t alespoň 7 dělitel̊u. Potom muśı m být alespoň 2, nebot’ jinak
by bylo τ(n) ≤ 6. Z tohoto vyjádřeńı tak už dovedeme vypsat
několik prvńıch dělitel̊u n:

d1 = 1, d2 = 2, d3 = 4, d4 = 5, d5 = 8, d6 = 10,

což odporuje tomu, že d6 má být mocnina dvojky. Př́ıpad, kdy d5
i d6 maj́ı jediného prvoč́ıselného dělitele, tak žádná řešeńı nedává.

(ii) d5 i d6 maj́ı dva prvoč́ıselné dělitele p < q. Potom pq děĺı d5 i d6,
d́ıky čemuž i p2q2 | d25 + d26 = n. Vzhledem k d5 < d6 muśı být
d6 > pq. Pakliže tedy máme d6 = paqb pro nějaká přirozená č́ısla
a, b, pak muśı alespoň jedno z nich být větš́ı než 1. Z toho

τ(d6) = (a+ 1)(b+ 1) ≥ (2 + 1)(1 + 1) = 6.

Přitom ale d6 může mı́t nanejvýš 6 dělitel̊u (a tito dělitelé jsou
zastoupeni mezi děliteli n), takže už muśı být přesně {a, b} =
{1, 2} a d1, . . . , d6 jsou přesně dělitelé d6. Z toho muśı d2 jako
nejmenš́ı prvoč́ıselný dělitel d6 být rovno p. Kdyby nyńı d6 = pq2,
pak bychom vzhledem k d5 | d6 a z tvrzeńı 1.5 měli

d5 =
d6
d2

=
pq2

p
= q2,

což je spor s t́ım, že d5 má dva r̊uzné prvoč́ıselné dělitele. Určitě
tedy d6 = p2q a d5 = d6

d2
= pq.

Nyńı využijeme toho, že n je sudé – z toho nutně p = d2 = 2. Pak
už snadno vyjádř́ıme

n = d25 + d26 = 4q2
(
1 + 22

)
= 20q2.

Z toho je č́ıslo 5 dělitelem n a v posloupnosti {di}ki=1 nemůže mı́t
index vyšš́ı než 5 (triviálně). Zároveň už ale v́ıme, že d1, . . . , d6
jsou přesně všichni dělitelé d6 = 4q, neboli

{d1, d2, d3, d4, d5, d6} = {1, 2, 4, q, 2q, 4q}.

Č́ıslo 5 má být prvkem této množiny, takže nutně q = 5. Z toho už
dostaneme n = 500 a snadno ověř́ıme, že toto vyhovuje zadáńı.
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SINOVÁ VĚTA

A APOLLÓNIOVA KRUŽNICE

Radovan Švarc

Ćılem tohoto textu je ukázat některé techniky, které se použ́ıvaj́ı
při d̊ukazech geometrických úloh. V prvńı kapitole budeme zkoumat
použit́ı sinové věty. Tu pak v druhé kapitole použijeme k d̊ukazu tvr-
zeńı o Apollóniově kružnici. Text je koncipovaný jako pomocný k úloze
70-A-I-5 matematické olympiády, která zńı:

V trojúhelńıku ABC označme Sa, Sb, Sc postupně středy jeho stran
BC, CA, AB.Dokažte, že pro libovolný bod X r̊uzný od bod̊u Sa, Sb, Sc
plat́ı

min

{
|XA|
|XSA|

,
|XB|
|XSB|

,
|XC|
|XSC |

}
≤ 2.

1 Sinová věta

Následuj́ıćı větu nebudeme dokazovat:

Věta 1.1. Pro každý trojúhelńık ABC s vnitřńımi úhly α, β, γ, stranami
a, b, c a poloměrem kružnice opsané R plat́ı

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R.

Vedle této věty budeme často využ́ıvat vztah sinϕ = sin (180◦ − ϕ).

Úloha 1.2. Mějme trojúhelńık ABC, pro který plat́ı |AB| < |BC|.
Pr̊useč́ık osy vnitřńıho úhlu ABC se stranou AC označme P a pr̊useč́ık
osy vněǰśıho úhlu ABC s př́ımkou AC označme Q. Dokažte, že

|AP |
|PC|

=
c

a
=
|AQ|
|QC|

.

D̊ukaz. Použijeme sinovou větu na trojúhelńıky APB a BCP :

|AP |
sin β

2

=
|AB|

sin |^APB|
a

|CP |
sin β

2

=
|CB|

sin |^BPC|
.
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Jelikož ovšem |^APB| = 180◦− |^BPC|, je sin |^APB| = sin |^BPC|.
Takže

|AP |
|PC|

=
sin β

2
|AB|

sin |^APB|

sin β
2

|CB|
sin |^BPC|

=
|AB|
|BC|

· sin |^BQC|
sin |^AQB|

=
|AB|
|BC|

.

A

B

CQ P

Pro bod Q postupujeme analogicky. Plat́ı |^ABQ| = 90◦ − β
2

a |^CBQ| = 90◦+β
2 . Protože sin

(
90◦ − β

2

)
= sin

(
180◦ −

(
90◦ − β

2

))
=

sin
(

90◦ + β
2

)
, je sin |^ABQ| = sin |^CBQ|. Použijme sinovou větu na

trojúhelńıky AQB a BCQ:

|AQ|
sin |^ABQ|

=
|AB|

sin |^AQB|
a

|CQ|
sin |^CBQ|

=
|CB|

sin |^BQC|
.

Zároveň plat́ı |^AQB| = |^CQB|. Takže

|AQ|
|QC|

=
sin |^ABQ| |AB|

sin |^AQB|

sin |^CBQ| |CB|
sin |^BQC|

=
|AB|
|BC|

· sin |^BQC|
sin |^AQB|

· sin |^ABQ|
sin |^CBQ|

=
|AB|
|BC|

.

Úloha 1.3. V rovnoběžńıku TUVW jsou na stranách TU a UV po řadě
body X, Y tak, že |TX| = |V Y | > 0. Př́ımky TY a V X se prot́ınaj́ı
v bodě P . Dokažte, že P lež́ı na ose úhlu VWT .
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D̊ukaz. Protože TUVW je rovnoběžńık, plat́ı

|^WTP | = |^WTY | = |^TY U | = |^PY U | = 180◦ − |^PY V |.

Dı́ky tomu je sin |^WTP | = sin |^V Y P |. Analogicky dostaneme také
sin |^WV P | = sin |^TXP |.

Aplikaćı sinové věty na trojúhelńıky TWP , WPV , TXP a V Y P
dostaneme vztahy

|WP |
sin |^WTP |

=
|TP |

sin |^TWP |
|WP |

sin |^WV P |
=

|V P |
sin |^VWP |

|XT |
sin |^XPT |

=
|TP |

sin |^TXP |
|Y V |

sin |^Y PV |
=

|V P |
sin |^V Y P |

.

Z těchto vztah̊u dostaneme

sin |^TWP |
sin |^VWP |

=

sin |^WTP |
|WP |

sin |^WV P |
|WP |

|TP |
|V P |

=
sin |^WTP |
sin |^WV P |

|TP |
|V P |

=
sin |^V Y P |
sin |^TXP |

|TP |
|V P |

=

|TP |
sin |^TXP |
|V P |

sin |^V Y P |

=

|XT |
sin |^XPT |
|Y V |

sin |^Y PV |

=
|XT |
|Y V |

· sin |^Y PV |
sin |^XPT |

= 1 · 1
= 1.

V předposledńı rovnosti jsme využili vztah |XT | = |Y V | ze zadáńı a
rovnost |^XPT | = |^Y PV |.
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T U

VW

P

X

Y

Z toho ihned plyne, že sin |^TWP | = sin |^VWP |. Takže bud’ je
|^TWP | = |^VWP |, nebo |^TWP |+|^VWP | = 180◦. Druhá možnost
však nemůže nastat, protože |^TWP | + |^VWP | = |^TWV | < 180◦.
Takže |^TWP | = |^VWP |, čili P skutečně lež́ı na ose úhlu VWT .

2 Apollóniova kružnice

Věta 2.1. Necht’ A a B jsou dva body v rovině a k > 0 je reálné č́ıslo
r̊uzné od 1. Necht’ C a D jsou body na př́ımce AB takové, že C lež́ı
uvnitř úsečky AB, D lež́ı mimo ni, a nav́ıc |AC|

|BC| = k = |AD|
|BD| . Pak

množina bod̊u X v rovině takových, že |AX||BX| = k je přesně kružnice nad
pr̊uměrem CD. Této kružnici ř́ıkáme Apollóniova kružnice.

X

B AEF CD

D̊ukaz. Necht’ X je nějaký bod v rovině mimo př́ımku AB takový, že
k = |AX|

|BX| . Označme jako C ′ a D′ pr̊uniky os vnitřńıho a vněǰśıho úhlu

AXB s př́ımkou AB. Dı́ky úloze 1.2 v́ıme, že |AC
′|

|C′B| = k = |AD′|
|BD′| . Z toho
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plyne, že C ′ = C a D′ = D. Zároveň, protože osy vnitřńıho a vněǰśıho
úhlu jsou kolmé, lež́ı X na kružnici nad pr̊uměrem C ′D′ = CD. Tedy
každý bod X splňuj́ıćı |AX||BX| = k lež́ı na kružnici nad pr̊uměrem CD.

Nyńı necht’ X je nějaký bod v rovině mimo př́ımku AB takový, že
k 6= |AX|

|BX| . Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že k > 1. Označme

` = |AX|
|BX| . Jsou-li E a F body na př́ımce AB takové, že |AE||EB| = ` = |AF |

|BF | ,
pak v́ıme, že X lež́ı na kružnici nad pr̊umerem EF . Ukážeme, že X pak
nemůže ležet na kružnici nad pr̊uměrem CD.

Pokud ` ≤ 1, pak |AX| ≤ |BX|. Ale d́ıky tomu, že |AC||BC| = k =
|AD|
|BD| , plat́ı |AC| > |CB| a |AD| > |DB|. To znamená, že všechny body
kružnice nad pr̊uměrem CD jsou od A dále než od B, čili X na této
kružnici nelež́ı.

Dále můžeme předpokládat ` > 1. Pak bez újmy na obecnosti stač́ı
řešit př́ıpad, kdy ` > k. Potom d́ıky |AC||BC| = k = |AD|

|BD| a |AE||EB| = ` = |AF |
|BF |

v́ıme, že body E, F lež́ı uvnitř úsečky CD. Ale protože toto jsou pr̊uměry
př́ıslušných kružnic, znamená to už, že kružnice nad pr̊uměrem EF lež́ı
celá uvnitř kruhu nad pr̊uměrem CD. T́ım máme hotovo.

Poznámka 2.2. Poznamenejme, že pro k = 1 je uvažovaná množina
osou úsečky AB. I to se dá za určitých okolnost́ı interpretovat jako vy-
hovuj́ıćı množina – je to totǐz

”
kružnice“ nad pr̊uměrem, který má za

krajńı body střed úsečky AB a
”

bod v nekonečnu ve směru AB“. Detaily
této interpretace jsou však nad rámec tohoto textu.

Úloha 2.3. Necht’ ABC je r̊uznostranný ostroúhlý trojúhelńık. Pak exis-
tuje bod X uvnitř ABC takový, že

|BC| · |XA| = |CA| · |XB| = |AB| · |XC|.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že AC je nejdeľśı strana.
Necht’ ωA je Apollóniova kružnice př́ıslušná bod̊um B, C a poměru

|BA|
|CA| a necht’ ωC je Apollóniova kružnice př́ıslušná bod̊um B, A a poměru
|BC|
|CA| . Je jasné, že A ∈ ωA, C ∈ ωC a bod B lež́ı uvnitř ωA i ωC .

Protože ωA prot́ıná úsečku BC ve vnitřńım bodě, je nějaký bod
kružnice ωA uvnitř ωC . Analogicky je i nějaký bod kružnice ωC uvnitř
ωA. To znamená, že se kružnice ωA a ωC prot́ınaj́ı v nějakém bodě X.

Protože X ∈ ωA, je |BX||CX| = |BA|
|CA| . Z toho plyne, že |BX| · |CA| =

|CX| · |BA|. Protože však také X ∈ ωC , je |BX||AX| = |BC|
|AC| . Z toho plyne

|BX| · |CA| = |AX| · |BC|.
Takže dohromady máme |BC| · |XA| = |CA| · |XB| = |AB| · |XC|.
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SPODNÍ ODHADY S POUŽITÍM

MNOŽSTVÍ INFORMACE

Filip Bialas

V mnoha oblastech matematiky se setkáváme s úlohami na hledáńı
maxima či minima. Asi nejčastěǰśım problémem, se kterým jste se mohli
setkat, je hledáńı extrémů r̊uzných funkćı. V tomto př́ıspěvku se nicméně
zaměř́ıme na neméně zaj́ımavé kombinatorické úlohy. Jak je tomu u kom-
binatorických olympiádńıch úloh zvykem, neexistuje jeden univerzálńı
postup, který by nás vždy dovedl ke správnému výsledku. Nicméně
existuje několik princip̊u, které se v r̊uzných podobách v úlohách často
vyskytuj́ı. V tomto př́ıspěvku se zaměř́ıme předevš́ım na odhadováńı mi-
nim poč́ıtáńım, jak velké množstv́ı informace jsme mohli cestou źıskat.
Př́ıkladem problému, k jehož řešeńı nám mohou úvahy popsané ńıže po-
moci, je úloha 70-A-I-6 matematické olympiády, která má následuj́ıćı
zněńı:

Mějme 70 zhasnutých žárovek. Pro libovolnou skupinu žárovek jsme
s to připravit přeṕınač, který změńı stav každé žárovky z této skupiny
(zhasne rozsv́ıcené a rozsv́ıt́ı zhasnuté) a ostatńı žárovky neovlivńı. Jaký
je nejmenš́ı počet přeṕınač̊u, pomoćı nichž je možné rozsv́ıtit libovolnou
čtveřici žárovek (přičemž ostatńı budou zhasnuté)?

Řešeńı podobného problému by mělo snad vždy sestávat ze dvou
část́ı: konstrukce a d̊ukazu minimality. Abychom dokázali, že n je
onen minimálńı počet přeṕınač̊u, měli bychom zkonstruovat oněch
n přeṕınač̊u a ukázat, že pomoćı nich můžeme požadovaných stav̊u
dosáhnout. Zároveň ale muśıme i zd̊uvodnit, že menš́ı počet přeṕınač̊u
nikdy stačit nebude. Tento d̊ukaz minimality bývá často těžš́ı než kon-
strukce, ale je k plnohodnotnému d̊ukazu stejně d̊uležitý. Určitě uznáte,
že jednoduché zd̊uvodněńı, že 1 přeṕınač nestač́ı (takže potřebujeme ale-
spoň 2), nebo konstrukce 270 přeṕınač̊u (jeden pro každou podmnožinu
žárovek), nezńı jako uspokojivé řešeńı. Stejně tak když tipnete správně
ono minimum, je potřeba probrat obě části d̊ukazu, protože jinak nikoho
nepřesvědč́ıte, že se o minimum skutečně jedná.

Právě s d̊ukazy minimality bývaj́ı pot́ıže. Často je těžké i se správně
určeným minimem zd̊uvodnit, že dané č́ıslo opravdu nemůže být menš́ı.
Jednu techniku, která se dá ve zmı́něné úloze použ́ıt, si ukážeme na dvou
úlohách s váhami a posléze na mnohem praktičtěǰśım informatickém
problému, jak co nejrychleji pomoćı poč́ıtače seřadit č́ısla podle velikosti.
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1 Váhy

Úloha 1.1. Mějme 80 stejně těžkých minćı a jednu falešnou lehč́ı. Ko-
lik nejméně vážeńı na rovnoramenných vahách potřebujeme, abychom
určili, která z minćı je falešná? (Na váhy m̊užeme položit dvě disjunktńı
množiny minćı a zjistit, která z těchto množin je těžš́ı, či jestli jsou obě
stejně těžké.)

Řešeńı. Zkonstruujeme nejdř́ıve algoritmus, který zvládne naj́ıt falešnou
minci pomoćı maximálně 4 vážeńı. Jak to uděláme? Rozděĺıme si všech
81 minćı do tř́ı hromádek o 27 minćıch a polož́ıme na váhy dvě z nich.
Pokud bude jedna z těchto dvou hromádek těžš́ı než druhá, v́ıme jistě,
že je falešná mince v té lehč́ı z nich. Pokud budou obě stejně těžké,
v́ıme jistě, že v nich falešná mince neńı, takže muśı být ve třet́ı zbývaj́ıćı
hromádce. Nezávisle na tom, jak vážeńı dopadlo, zbývá nám 27 minćı,
ve kterých ta falešná muśı jistě být. Tento postup děleńı na třetiny
můžeme nyńı ještě třikrát zopakovat. Posléze nám z̊ustane mezi těmi,
které můžou být falešné, pouze jediná mince.

Nyńı ale ještě nejsme hotovi. Z našeho postupu nijak nevyplývá, že
neexistuje jiný algoritmus, který by sestával z méně vážeńı.

Uvažme libovolný postup, který použ́ıvá nejv́ıce k vážeńı. Při každém
vážeńı můžeme dostat pouze tři r̊uzné výsledky. Po nejvýše k vážeńıch
můžeme proto dostat maximálně 3k r̊uzných výsledk̊u. Aby náš postup
fungoval, muśıme být z každého z těchto maximálně 3k výsledk̊u schopni
jednoznačně určit, která mince je falešná. Pokud by ale 3k bylo menš́ı než
počet minćı, můžeme si být jisti, že se ke správnému výsledku nemůžeme
vždy dobrat.

Pro k < 4 opravdu vycháźı, že 3k < 34 = 81, č́ımž je naše úloha
dořešena.

Podobně kdybychom nejdř́ıve použili argument z druhého odstavce
a dospěli k závěru, že k ≥ 4, samozřejmě by to ještě neznamenalo, že
nějaký algoritmus pro k = 4 existuje. Argument s množstv́ım źıskané
informace se dá použ́ıt pouze na spodńı odhad, nikoliv ke konstrukci
algoritmu.

Můžete si sami vyzkoušet pozměněnou úlohu, kdy předem nev́ıme,
jestli je falešná mince lehč́ı či těžš́ı. Prozrad́ım, že zde nám již 4 vážeńı
stačit nebudou. Jeden ze zp̊usob̊u, jak to dokázat, je uvědomit si, že
alespoň pro některé možnosti falešných minćı, zjist́ıme při vážeńı nav́ıc
i informaci, zda jsou lehč́ı či těžš́ı.
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Nyńı si ukážeme podobnou úlohu, kde bude naš́ım ćılem dokázat
pouze spodńı odhad. (Opravdu v tomto př́ıpadě nebude vždy existo-
vat postup, pro který by byl maximálńı počet vážeńı roven oné spodńı
hranici.)

Úloha 1.2. Mějme n minćı, z nichž každá m̊uže být bud’ pravá nebo
falešná, a kouzelnou váhu, na kterou m̊užeme položit vždy libovolnou
podmnožinu minćı, přičemž nám váha posléze řekne, kolik z těchto minćı
je falešných. Ukažte, že ke zjǐstěńı, které mince jsou falešné, potřebujeme
alespoň n

log2(n+1) vážeńı.

Řešeńı. Možnost́ı, které mince jsou falešné, je tolik, jako je podmnožin
n-prvkové množiny, tj. 2n. Váha nám při každém vážeńı odpov́ı jedno
z celých č́ısel mezi 0 a n, nebot’ na váhu dáváme vždy maximálně n
minćı. Máme tedy vždy maximálně n+ 1 možných výsledk̊u. Po nejvýše
k vážeńıch tedy dospějeme k maximálně (n + 1)k výsledk̊u. Abychom
rozlǐsili všechny možnosti, muśı být toto jistě větš́ı nebo rovno 2n.
Dostáváme proto nerovnost (n + 1)k ≥ 2n, což je po použit́ı logaritmu
o základu 2 ekvivalentńı s k log(n + 1) ≥ n. Po vyděleńı log(n + 1) již
dostaneme požadovaný odhad.

2 Tř́ıděńı

Přesuneme se nyńı k jednomu problému, který lež́ı v základech teoretické
informatiky. Jedná se o problém, jak seřadit n č́ısel podle velikosti co
nejrychleji.

Tento problém si můžeme představit matematicky lehce zjednodušeně
následovně. Mějme n karet s r̊uznými č́ısly otočené tak, abychom na ně
neviděli. Budeme cht́ıt seřadit tyto karty podle velikosti. S kartami ale
můžeme interagovat pouze tak, že se pod́ıváme na dvě z nich a zjist́ıme,
na které je napsané větš́ı č́ıslo. Toto je jediná informace, kterou si zapa-
matujeme. Naš́ım ćılem je zjistit pořad́ı karet pomoćı co nejméně krok̊u.

V informatice nás zas tak nezaj́ımá přesný minimálńı počet krok̊u,
ale sṕı̌se jen, jak se tento počet měńı jako funkce n. Pokud existuje
nějaká reálná konstanta c taková, že umı́me vyřešit daný problém pro
každé přirozené n pomoćı nejvýše cn krok̊u, ř́ıkáme, že časová složitost
našeho algoritmu je lineárńı. (Pokud by algoritmus použ́ıval 3n+9 krok̊u
pro všechna n, jeho časová složitost je lineárńı, nebot’ 3n+ 9 ≤ 12n, pro
všechna n, takže můžeme volit c = 12 nebo libovolné větš́ı. Naopak
pokud by náš algoritmus použ́ıval n2 krok̊u, jeho časová složitost již
lineárńı neńı, nebot’ n2 bude větš́ı než cn, kdykoliv zvoĺıme n > c.)
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Lineárńı časová složitost je v př́ıpadech, kdy máme n r̊uzných dat, na
které se všechny muśıme pod́ıvat, to nejlepš́ı, čeho můžeme dosáhnout.
Nyńı ale ukážeme, že v problému řazeńı č́ısel podle velikosti zformu-
lovaného pomoćı karet výše žádný takto rychlý algoritmus neexistuje.
Použijeme k tomu úplně stejné argumenty, jako při řešeńı úlohy s váhami
výše.

Počet zp̊usob̊u, jak může být n karet seřazených podle velikosti,
je roven n! = n · (n − 1) · · · · · 2 · 1. Při každém porovnáńı źıskáme
pouze dva r̊uzné výsledky – které ze dvou porovnávaných č́ısel je větš́ı.
Po k kroćıch máme proto dostatek informace k rozlǐseńı maximálně 2k

r̊uzných výsledk̊u. Abychom jednoznačně určili, jak jsou všechna č́ısla
seřazena, muśı být nutně 2k > n!.

Faktoriál vpravo můžeme odhadnout následovně: n! je roven součinu
n č́ısel velikosti alespoň 1, z nichž prvńıch bn2 c je jistě větš́ıch nebo
rovných n

2 . Plat́ı proto

n! ≥
(n

2

)bn
2
c
≥
(n

2

)(n−1
2 )

.

Celkově tedy muśı být 2k >
(
n
2

)(n−1
2 ). Vezmeme-li logaritmus o zá-

kladu 2, dostaneme, že k > n−1
2 log2(

n
2 ). Pro n ≥ 2 je výraz na pravé

straně jistě větš́ı nebo roven n
3 (log2 n − log2 2), což je pro n takové,

že log2 2 < 1
2 log2 n (tj. pro n > 4), větš́ı než n

6 log2 n. Jelikož log2 n
roste přes všechny meze pro rostoućı n, nemůže být k < cn pro reálnou
konstantu c.

Vid́ıme dokonce, že k ≥ 1
6n log2 n. Existuje mnoho algoritmů, které

zvládnou č́ısla setř́ıdit v čase úměrném n log n. Pro řazeńı č́ısel t́ım
pádem známe algoritmy s optimálńı časovou složitost́ı, což neńı v infor-
matice př́ılǐs obvyklé. Vysvětlováńım těchto algoritmů bych se ale už
hodně odchýlil od tématu př́ıspěvku. Zvědavé čtenáře odkáži na [KSP]
ve zdroj́ıch.

V tomto př́ıspěvku bylo vyřešeno několik úloh, v nichž princip
odhadováńı pomoćı množstv́ı informace dával správný, nebo alespoň
dostatečně zaj́ımavý spodńı odhad. Po uvědoměńı si, do kterých všech
stav̊u rozsv́ıcených žárovek se při splněńı předpokladu umı́me dostat, jde
tento princip použ́ıt dobře i v úloze letošńı matematické olympiády. Ve
spoustě úloh ale tento princip dává bohužel př́ılǐs slabé spodńı odhady
a je třeba použ́ıt i jiné argumenty.
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CIFERNÉ ÚLOHY

Martin Raška

Nejrozš́ı̌reněǰśı č́ıselnou soustavou je ve společnosti už odedávna
dozajista ta deśıtková. At’ už je to z d̊uvod̊u počtu prst̊u na rukou
nebo jiných, jsme zvykĺı v této soustavě poč́ıtat i myslet. Stejně tak
v matematické olympiádě se často objevuj́ı úlohy, kdy dostaneme č́ısla
s proměnnými na mı́stech cifer a máme o nich něco dokázat. Př́ıkladem
toho je i úloha 70-B-I-1:

Z č́ıslic 0 až 9 vytvoř́ıme dvoumı́stná č́ısla AB, CD, EF , GH, IJ ,
přičemž každou č́ıslici použijeme právě jednou. Zjistěte, kolika r̊uzných
hodnot m̊uže nabývat součet AB+CD+EF +GH+IJ a které hodnoty
to jsou. (Zápisy typu 07 nepovažujeme za dvoumı́stná č́ısla.)

Zadaná úloha má dvě podstatné části. Jednak je třeba naj́ıt hod-
noty, kterých daný součet může dosáhnout (a ukázat, že každou z nich
skutečně může nabývat), a dále je nutné ukázat, že jiných hodnot
nabývat nemůže. Úlohy tohoto typu jsou pro olympiádu typické a často
se chybuje v opomenut́ı zd̊uvodněńı jedné z těchto dvou část́ı.

V následuj́ıćım textu si na př́ıkladech ukážeme několik technik,
kterými lze k ciferným úlohám přistupovat.

1 Úvod

Značeńım x = anan−1 · · · a1a0, kde ai ∈ {0, . . . , 9}, an 6= 0, máme
na mysli deśıtkový (či dekadický) zápis č́ısla x. V podstatě tak jenom
ř́ıkáme, že č́ıslo x je postupně zleva tvořeno v ciframi an až a0 při kla-
sickém deśıtkovém značeńı.

To se dá interpretovat i následuj́ıćı rovnost́ı:

x = an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0.

Např́ıklad při volbě n = 2 a a2 = 2, a1 = 5, a0 = 4 to znamená, že
a2a1a0 = 254 = 254 = 2 · 100 + 5 · 10 + 4 · 1. Přepis ciferného zápisu na
součet s mocninami deśıtky je často dobrým prvńım krokem při řešeńı
úloh. Občas lze ale i rovnost s ciferným zápisem interpretovat př́ımo.

Úloha 1.1. Čtyřmı́stné č́ıslo abcd splňuje ab−cd = 10. Jakých ciferných
součt̊u m̊uže abcd nabývat?
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Řešeńı. Rovnost ab−cd = 10 lze př́ımo interpretovat tak, že dvouciferná
č́ısla ab a cd se lǐśı na mı́stě deśıtek právě o 1, a tedy c = a− 1, b = d.

K analogickým závěr̊um lze doj́ıt i při rozepsáńı pomoćı mocnin
deśıtky. Rovnost 10a+b−(10c+d) = 10 lze upravit na 10(a−c−1) = d−b.
Celé č́ıslo d− b je pak nutně násobek 10, ale zároveň je v absolutńı hod-
notě menš́ı než 10 (nebot’ 0 ≤ b, d ≤ 9) a jediný násobek deśıtky mezi
−9 a 9 je 0. Tedy b − d = 0, z čehož už hravě odvod́ıme výše zmı́něné
rovnosti.

Ciferný součet je poté roven s = a+b+c+d = a+ b+ (a− 1) + b =
2a + 2b − 1 = 2(a + b) − 1. Odtud můžeme naj́ıt několik omezeńı hod-
not s. Z faktu a, b ∈ {0, . . . , 9}, a 6= 0 jsou hned patrné nerovnosti
1 = 2(1 + 0)− 1 ≤ s ≤ 2(9 + 9) − 1 = 35. Dále muśı být kv̊uli výše
źıskané rovnosti s určitě liché. T́ımto jsme vyřešili p̊ulku úlohy a ukázali,
že s může být pouze liché č́ıslo mezi 1 a 35. Nakonec je třeba ukázat,
že opravdu může nabývat každé z těchto hodnot (tedy, že pro každou
z těchto hodnot existuje odpov́ıdaj́ıćı čtyřmı́stné č́ıslo).

To se může zdát na prvńı pohled jasné, ale je třeba to pořádně
zd̊uvodnit. Jedna z možnost́ı je pro každý ze součt̊u napsat př́ıklad
čtyřmı́stného č́ısla. To by ale při větš́ım rozsahu bylo nepoužitelné, a tak
si ukážeme něco chytřeǰśıho. Z rovnosti s = 2(a+ b)− 1 stač́ı ukázat, že
lze zvolit č́ısla a, b tak, aby jejich součet a+ b nabýval libovolné hodnoty
mezi 1 a 18. Všechny tyto hodnoty lze proj́ıt např́ıklad t́ım, že začneme
na dvojici (a, b) = (1, 0), postupně budeme zvyšovat a o 1 až na (9, 0) a
následně budeme obdobně zvyšovat b až na dvojici (9, 9). Protože jsme
začali na součtu 1, pokaždé ho zvýšili o 1 a skončili na součtu 18, tak
jsme jistě prošli všechny požadované součty. T́ım je d̊ukaz hotov.

V části d̊ukazu, kde se omezovaly možné hodnoty s, jsme využili
dělitelnosti 2 a efektivně eliminovali polovinu možnost́ı. Podobná ome-
zeńı za pomoćı dělitelnosti jsou v úlohách častá, vybudujeme si tedy na
toto téma trochu teorie.

2 Kritéria dělitelnosti

Jak je ze školy dobře známé, celé č́ıslo dává po děleńı 3 či 9 stejný zbytek
jako jeho ciferný součet. Pro dělitelnost 11 plat́ı podobná formule, akorát
se u cifer stř́ıdaj́ı znaménka plus a minus. Někteř́ı čtenáři možná i slyšeli,
že se s dělitelnost́ı 7 poj́ı magická šestice 1, 3, 2, 6, 4, 5. Pojd’me si ukázat,
kde se tyto věci vzaly a jak je odvodit obecně.
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Mějme přirozené č́ıslo

x = anan−1 · · · a1a0 = an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0

a zaj́ımá nás jeho zbytek po děleńı č́ıslem n. Pro začátek si dokažme
krátké lémma.

Lémma 2.1. Bud’ n dané přirozené č́ıslo, a, b a c, d dvojice celých č́ısel
takové, že a dává stejný zbytek po děleńı n jako b, c dává stejný zbytek
po děleńı n jako d. Potom plat́ı

1. a+ c dává stejný zbytek po děleńı n jako b+ d,

2. ac dává stejný zbytek po děleńı n jako bd,

3. pro libovolné přirozené k dává ak stejný zbytek po děleńı n jako bk.

D̊ukaz. Protože dávaj́ı a, b stejný zbytek, tak n děĺı a− b neboli existuje
celé č́ıslo k takové, že a = kn + b. Analogicky existuje celé l splňuj́ıćı
c = ln+ d.

Potom a + c = (kn + b) + (ln + d) = n(k + l) + (b + d). Č́ıslo a + c
tedy skutečně dává stejný zbytek po děleńı n jako b+ d.

Obdobně ac = (kn+ b)(ln+d) = n(kln+kd+ lb)+ bd, z čehož plyne
druhá část tvrzeńı.

Posledńı část tvrzeńı dostaneme iterovaným použit́ım dokázaného
pravidla o násobeńı na stejné dvojice (a, b), (a, b).

Prvńı část lémmatu nám v podstatě ř́ıká, že než abychom zkoumali
dělitelnost č́ısla x jako celku, tak se můžeme pod́ıvat na jeho mocninný
zápis, rozkouskovat si ho na jednotlivé členy ai · 10i, ty vyšetřit zvlášt’,
a pak zase složit dohromady. Druhá část lémmatu nám zase ř́ıká, že
totéž můžeme udělat i pro součin ai · 10i a zkoumat zvlášt’, jaký zbytek
dává po děleńı n č́ıslo 10i. Posledńı část zase pro změnu implikuje, že
č́ıslo 10 si můžeme nahradit jiným př́ıhodným č́ıslem, které dává stejný
zbytek po děleńı n – např́ıklad t́ım samotným zbytkem po děleńı.

Pod́ıváme-li se nyńı na dělitelnost 9, tak v́ıme, že 10 dává po děleńı
9 zbytek 1. Č́ıslo 10n, tak dává po děleńı 9 zbytek 1n = 1. Z toho už
lze poskládáńım předchoźıch úvah vidět, že x dává po děleńı 9 stejný
zbytek jako č́ıslo an · 1 + an−1 · 1 + · · ·+ a1 · 1 + a0 = an + · · ·+ a0. Tedy
přirozené č́ıslo dává po děleńı 9 stejný zbytek jako jeho ciferný součet.
Analogické pozorováńı by se dalo udělat pro děleńı 3.

Při děleńı 11 naopak dává 10 stejný zbytek1 jako −1, tedy 10n dává
stejný zbytek jako (−1)n. Obdobnou úvahou jako minule si lze rozmyslet,

1 Je třeba si rozmyslet, jak se zbytky po děleńı chovaj́ı na záporných č́ıslech.
Z rovnosti −1 = 10 − 11 by měla j́ıt vidět pravdivost tohoto tvrzeńı.
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že zbytek č́ısla x po děleńı 11 je stejný jako zbytek následuj́ıćıho součtu
se stř́ıdaj́ıćımi se znaménky

an · (−1)n + an−1 · (−1)n−1 + · · · − a1 + a0.

Věta 2.2. Bud’ x n-ciferné přirozené č́ıslo s deśıtkovým zápisem
anan−1 · · · a1a0. Pak plat́ı

• x má stejný zbytek po děleńı 3 a 9 jako a0 + a1 + · · ·+ an,

• x má stejný zbytek po děleńı 11 jako a0− a1 + a2 + · · ·+ (−1)nan.

Můžeme ještě pro ilustraci obecného principu zkoumat dělitelnost
7. Pak nás zaj́ımaj́ı zbytky č́ısel 1, 10, 102, . . . po děleńı 7. Plat́ı,
že zbytek č́ısla 10n po děleńı záviśı pouze na zbytku předchoźı moc-
niny 10n−1, nebot’ 10n = 10 · 10n−1. Zároveň zbytk̊u po děleńı 7 je
konečně mnoho, takže se muśı posloupnost zbytk̊u č́ısel 1, 101, 102, . . . po
děleńı 7 časem zacyklit. V tomto př́ıpadě dostaneme postupně zbytky
1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3, 2, . . . Č́ıslo x tedy dá po děleńı 7 stejný zbytek jako
1 · a0 + 3 · a1 + 2 · a2 + 6 · a3 + 4 · a4 + 5 · a5 + 1 · a6 + · · · Analogicky se
posloupnosti zbytk̊u zacykĺı i pro obecné n, akorát může mı́t posloup-
nost i nějakou předperiodu, pokud je n soudělné s 10. Např́ıklad pro
12 dostaneme postupně posloupnost zbytk̊u 1, 10, 4, 4, 4, . . ., což souhla-
śı s t́ım, že nás zaj́ımá dělitelnost 4 (závislá pouze na prvńıch dvou
cifrách) a dělitelnost 3 (kde uvažujeme ciferný součet neboli každá cifra
má stejnou jedničkovou váhu).

Pro daľśı znalosti z teorie č́ısel lze doporučit článek [STČ], zejména
značeńı pomoćı kongruenćı umı́ velmi ulehčit sepisováńı řešeńı.

Pojd’me źıskané znalosti otestovat na úloze.

Úloha 2.3. Čtyřmı́stné č́ıslo abcd má ciferný součet 13 a je dělitelné
11. Jakých hodnot m̊uže nabývat č́ıslo ab+ cd?

Řešeńı. Zaj́ımá nás hodnota s = 10a+ b+ 10c+ d. Ze zadáńı v́ıme, že
ciferný součet je a+ b+ c+d = 13, takže můžeme psát s = 13+9(a+ c).
Chceme tedy zjistit, jakých hodnot může nabývat a + c. K tomu nám
pomůže kritérium s dělitelnost́ı 11, které ř́ıká, že i č́ıslo d− c+ b− a =
(d+ b)− (c+ a) je dělitelné 11. To ale vzhledem k velikosti uvažovaných
č́ısel znamená, že (d+b)−(c+a) je jedńım z č́ısel z množiny {−11, 0, 11}.
Zároveň v́ıme, že (c+ a) + (d+ b) = 13. Nab́ıźı se tak udělat substituci
a + c = x, d + b = y a řešit př́ıslušné soustavy rovnic x + y = 13,
y − x ∈ {−11, 0, 11}.
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• V př́ıpadě y − x = −11 dostáváme odečteńım rovnic výsledek
2x = 24. Tedy x = 12 a s = 121 (např́ıklad pro č́ıslo 6061).

• V př́ıpadě y − x = 0 dostáváme 2x = 13, což je vzhledem k paritě
č́ısel spor, takže tato varianta nedává žádné řešeńı.

• V př́ıpadě y−x = 11 plat́ı x = 1, což dá výsledek s = 22 (např́ıklad
pro č́ıslo 1606).

Hledaný součet tedy může být bud’ 121 nebo 22.

Úloha 2.4. Čtyřmı́stné č́ıslo abcd má ciferný součet 13 a je dělitelné
11. Jakých hodnot m̊uže nabývat č́ıslo ab− dc?

Návod. Upravte hledaný rozd́ıl do tvaru obsahuj́ıćıho d − c + b − a a
inspirujte se předchoźım řešeńım.

3 Lokálńı změny

Na závěr si ukážeme ještě jednu d̊ukazovou techniku, která neńı spe-
cifická pro ciferné úlohy, ale sṕı̌se pro úlohy, kde máme předem danou
množinu č́ısel či objekt̊u a zálež́ı nám na jejich rozmı́stěńı. Ve zkratce se
jedná o to, že děláme malé lokálńı změny a pozorujeme, jak se projevuj́ı
v globálńım měř́ıtku. Nejlepš́ı bude ukázat si to na úloze.

Úloha 3.1. V řadě máme v nějakém pořad́ı za sebou napsána č́ısla
1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5. Pro každou dvojici stejných č́ısel změř́ıme jejich
vzdálenost v řadě (např. pokud jsou dvě č́ısla u sebe, tak je vzdálenost 0)
a všechny tyto vzdálenosti sečteme. Jaký výsledek m̊užeme dostat?

Pro ilustraci např́ıklad pro seřazeńı 1, 2, 1, 3, 3, 2, 4, 5, 4, 5 je vzdálenost
jedniček 1, vzdálenost dvojek 3, trojek 0, čtyřek 1 a pětek 1, takže cel-
ková vzdálenost je 1 + 3 + 0 + 1 + 1 = 6.

D̊ukaz. Mějme libovolně seřazená č́ısla. Budeme provádět malé lokálńı
změny, které budou spoč́ıvat v prohozeńı sousedńıch č́ısel. Jak jedno
takovéto prohozeńı ovlivńı náš celkový součet? Pokud jsou prohozená
č́ısla stejná, tak se nic nestane. Pokud jsou r̊uzná, tak můžou nastat
následuj́ıćı tři př́ıpady.

Obě č́ısla se přibĺıž́ı svým protěǰsk̊um. Potom se celkový součet
zmenš́ı o 2.

Obě č́ısla se oddáĺı od svých protěǰsk̊u. Potom se celkový součet zvýš́ı
o 2.
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Jedno z č́ısel se protěǰsku přibĺıž́ı a druhé oddáĺı. Pak celkový součet
z̊ustane stejný.

Tak jako tak z̊ustane parita součtu stejná a součet se změńı nejvýše
o 2. Zároveň lze vidět, že se pomoćı těchto operaćı umı́me z libovolného
počátečńıho stavu dostat na libovolný koncový stav – např́ıklad můžeme
postupně umı́st’ovat prvky zleva do správných pozic.

Stav s nejnižš́ım možným součtem 0 je např́ıklad 1122334455 a
nejvyšš́ı možný součet 20 má např́ıklad 5432112345 (jak bude dokázáno
později).

Ze stavu 1122334455 se umı́me pomoćı lokálńıch změn dostat do libo-
volného jiného stavu a jedno prohozeńı nezměńı paritu součtu. Všechny
stavy tak muśı mı́t sudý součet. Zároveň určitě umı́me nabýt libovolného
sudého součtu mezi 0 a 20. Při postupném přerovnáváńı z 1122334455
do 5432112345 se totiž vždy měńı hodnota maximálně o 2 a vzhledem
k tomu, že zač́ınáme na 0 a konč́ıme na 20, tak pro každou sudou hod-
notu mezi nimi muśı existovat nějaký mezistav, který ji nabývá.

Zbývá ukázat, že nejvyšš́ı možný součet je skutečně 20. Tento d̊ukaz
už je nad rámec tématu článku, ale pro pořádek ho udělejme. Jako prvńı
je dobré si uvědomit, že vzdálenost dvou č́ısel je jenom počet č́ısel mezi
nimi. Nyńı uděláme trik a budeme se koukat, jak se navzájem ovlivňuj́ı
dvojice stejných č́ısel – např́ıklad 11 a 22. V možném uspořádáńı
1 · · · 2 · · · 1 · · · 2 (kde tečky reprezentuj́ı nějaká č́ısla mezi) přisṕıvaj́ı
jedničky do vzdálenosti dvojek právě 1 č́ıslem (druhá jednička), stejně
tak přisṕıvaj́ı dvojky do vzdálenosti jedniček 1 č́ıslem (prvńı dvojka). Do-
hromady tak přisṕıvaj́ı do celkové vzdálenosti 2. Jiné možné uspořádáńı
je 1 · · · 2 · · · 2 · · · 1. Tady nepřisṕıvaj́ı jedničky do vzdálenosti dvojek
nič́ım (ani jedna jednička neńı mezi dvojkami) a dvojky naopak přisṕıvaj́ı
do vzdálenosti jedniček 2 č́ısly. Dohromady tak přisṕıvaj́ı do celkové
vzdálenosti také 2. Posledńı možnost (až na symetrii) je 1 · · · 1 · · · 2 · · · 2,
která nepřisṕıvá do celkové vzdálenosti nič́ım. Lze si rozmyslet, že když
sečteme tyto př́ıspěvky přes všechny dvojice, tak skutečně dostaneme
celkový součet vzdálenost́ı. A protože dvojic je právě

(
5
2

)
= 10, tak je

maximálńı možný součet skutečně 20.
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MAXIMALIZACE VÝRAZŮ

Miroslav Zelený

Maximalizace matematických výraz̊u neboli hledáńı maxim funkćı
je jednou z d̊uležitých úloh matematiky. V plné obecnosti jde o úlohu,
kde nemůžeme čekat, že bude k dispozici obecný algoritmus vedoućı
vždy k výsledku. Řadu úloh takového typu lze řešit pomoćı metod dife-
renciálńıho počtu. V tomto př́ıspěvku se však budeme věnovat metodám,
které jsou elementárńı. Motivaćı je pro nás úloha 70-B-I-2 z Matematické
olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Jaká je nejvěťśı možná hodnota výrazu xy − x3y − xy3, jsou-li x, y
kladná reálná č́ısla? Pro která x, y se tato hodnota dosahuje?

1 Formulace problému

Upřesněme nejprve formulaci problému, kterým se budeme zabývat.

Problém 1.1. Mějme danou neprázdnou množinu A a funkci f : A→ R.
Naš́ım úkolem je nalézt hodnotu M , která splňuje f(x) ≤ M pro každé
x ∈ A a existuje a ∈ A takové, že f(a) = M . Součást́ı problému m̊uže
také být nalezeńı všech prvk̊u množiny A, ve kterých funkce f nabývá
maximálńı hodnoty M .

Do této tř́ıdy problémů spadá i výše uvedená úloha z Matematické
olympiády. Množinou A je zde množina {[x, y] ∈ R2;x > 0, y > 0}
a funkce f má tvar

f(x, y) = xy − x3y − xy3.

V daľśıch úlohách budeme v roli množiny A uvažovat podmnožiny Rn.
Upozorněme také, že ne pro každou množinu A a funkci f muśı mı́t
Problém 1.1 řešeńı. Uved’me následuj́ıćı jednoduchou úlohu.

Úloha 1.2. Nalezněte maximum funkce f : (0, 1) → R definované
předpisem f(x) = x na množině A = (0, 1).

Řešeńı. Budeme postupovat sporem. Předpokládejme, že reálné č́ıslo M
je hledaným maximem. Pro každé x ∈ (0, 1) plat́ı f(x) < 1. Č́ıslo M tedy
muśı být menš́ı než 1. Pokud ale M < 1, pak nalezneme reálné č́ıslo x
splňuj́ıćı M < x < 1. Odtud plyne f(x) > M , takže M neńı hledaným
maximem, což je spor s předpokladem. Úloha tedy nemá řešeńı.
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2 Nerovnosti

Jedńım ze zp̊usob̊u, jak řešit Problém 1.1, je nalézt novou funkci g, která
majorizuje funkci f na množině A, tj. f(x) ≤ g(x) pro každé x ∈ A, a
v bodě maxima funkce g nabývá funkce f stejné hodnoty jako g. Po-
tom funkce f nabývá stejné maximálńı hodnoty jako funkce g. Smys-
lem tohoto postupu je, že chováńı funkce g pro nás může být mnohem
přehledněǰśı než chováńı funkce f . K d̊ukazu nerovnosti f(x) ≤ g(x),
pak můžeme mimo jiné použ́ıt některé známé nerovnosti, např. nerov-
nost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem nebo Cauchyovu-
Schwarzovu nerovnost, kterým se ještě budeme věnovat. Nezř́ıdka je
funkce g volena jako konstantńı. V takovém př́ıpadě vlastně uhádneme
či odhadneme maximálńı hodnotu uvažovaného výrazu a pak dokážeme
správnost našeho odhadu. Následuj́ıćı obrázek a úloha ilustruje právě
uvedenou metodu.

Úloha 2.1. Nalezněte maximálńı hodnotu výrazu x(1−x) pro x ∈ 〈0, 1〉.

Řešeńı. Množinou A je zde uzavřený interval 〈0, 1〉 a funkce f má tvar
f(x) = x(1 − x). Pro libovolná dvě nezáporná reálná č́ısla c, d plat́ı
nerovnost √

cd ≤ c+ d

2
, (2.1)

přičemž rovnost nastává právě tehdy, když c = d (vizte Větu 2.2).
Polož́ıme c = x a d = 1 − x. Č́ısla c, d jsou nezáporná a podle (2.1)
tak obdrž́ıme √

x(1− x) ≤ x+ 1− x
2

=
1

2
.

Odtud plyne x(1−x) ≤ 1
4 . Rovnost mezi výrazy x a 1−x nastává právě

tehdy, když x = 1
2 . V bodě 1

2 tak nabývá výraz x(1− x) své maximálńı
hodnoty 1

4 v oboru x ∈ 〈0, 1〉.
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Nerovnost (2.1) je speciálńım př́ıpadem již zmı́něné nerovnosti mezi
aritmetickým pr̊uměrem a geometrickým pr̊uměrem, jej́ıž přesnou for-
mulaci uvád́ıme v následuj́ıćı větě.

Věta 2.2 (AG nerovnost). Necht’ a1, . . . , an jsou nezáporná reálná č́ısla.
Potom plat́ı

n
√
a1 · · · an ≤

a1 + · · ·+ an
n

, (2.2)

přičemž rovnost nastává právě tehdy, když a1 = a2 = · · · = an.

Důkaz této věty neńı snadný kromě př́ıpadu, kdy n = 2, a lze jej
nalézt v brožuře [K]. Uved’me ještě daľśı velmi užitečnou nerovnost.

Věta 2.3 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Necht’ a1, . . . , an, b1, . . . , bn
jsou reálná č́ısla. Potom plat́ı( n∑

i=1

aibi

)2
≤
( n∑
i=1

a2i

)
·
( n∑
i=1

b2i

)
, (2.3)

přičemž rovnost nastává právě tehdy, když jeden z vektor̊u (a1, . . . , an),
(b1, . . . , bn) lze vyjádřit jako násobek druhého.

Důkaz lze nalézt opět v [K].

Úloha 2.4. Necht’ x, y, z jsou nezáporná reálná č́ısla, která splňuj́ı rov-
nost x+ y + z = 1. Nalezněte maximálńı hodnotu výrazu

(x+ 2y) · (2x+ z) · (y + 2z). (2.4)

Řešeńı. Množinou A je množina

{[x, y, z] ∈ R3; x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z = 1}

a funkce f má tvar

f(x, y, z) = (x+ 2y) · (2x+ z) · (y + 2z).

Dı́ky AG-nerovnosti dostaneme, že pro každé [x, y, z] ∈ A plat́ı

f(x, y, z) ≤
(

(x+ 2y) + (2x+ z) + (y + 2z)

3

)3

=

(
3(x+ y + z)

3

)3

= 1.
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V AG-nerovnosti nastává rovnost právě tehdy, když jsou si pr̊uměrovaná
č́ısla rovna. V našem př́ıpadě to znamená, že plat́ı

x+ 2y = 2x+ z = y + 2z.

Spolu s podmı́nkou x + y + z = 1 odtud plyne, že x = y = z = 1
3 . Náš

výraz (2.4) nabývá tedy maximálńı hodnoty 1 pro x = y = z = 1
3 .

Úloha 2.5. Nalezněte maximálńı hodnotu výrazu x + y, kde x, y jsou
reálná č́ısla splňuj́ıćı x2 + y2 = 1.

Řešeńı. Množinou A je množina {[x, y] ∈ R2; x2 + y2 = 1} a funkce
f má tvar f(x, y) = x+ y. Použit́ım Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
pro [x, y] ∈ A obdrž́ıme

(x+ y)2 = (1 · x+ 1 · y)2 ≤ (12 + 12) · (x2 + y2) = 2 · 1 = 2. (2.5)

Odtud plyne x+y ≤
√

2. Rovnost v (2.5) nastane, pokud jeden z vektor̊u
(x, y) a (1, 1) lze vyjádřit jako násobek druhého. Odtud plyne, že pro
rovnost v (2.5) je třeba x = y. Spolu s podmı́nkou x2+y2 = 1 dostaneme,
že x = y = 1√

2
nebo x = y = − 1√

2
. Př́ımým výpočtem snadno zjist́ıme,

že své maximálńı hodnoty
√

2 nabude maximalizovaný výraz pro bod[
1√
2
, 1√

2

]
.

3 Parametrizace

Při řešeńı Problému 1.1 lze také postupovat následovně. Nalezneme
množinu B a zobrazeńı ϕ : B → A, které je na, tj. pro každé x ∈ A
existuje z ∈ B takové, že ϕ(z) = x. Potom složené zobrazeńı f ◦ ϕ
nabývá na B maximálńı hodnoty, která je rovna maximálńı hodnotě,
které nabývá f na množině A, pokud tyto maximálńı hodnoty existuj́ı.
Pokud totiž f nabývá maxima v bodě a ∈ A, pak f ◦ϕ nabývá maxima
v bodě z ∈ B, který splňuje ϕ(z) = a. Obráceně, pokud f ◦ ϕ nabývá
svého maxima v bodě z, pak f nabývá svého maxima v bodě ϕ(z).

Zobrazeńı ϕ nazýváme parametrizace. Množinou B je zpravidla
podmnožina Rn. Postupovat t́ımto zp̊usobem je vhodné v tom př́ıpadě,
kdy funkce f ◦ϕ má pro nás srozumitelněǰśı chováńı a je pro nás jedno-
dušš́ı nalézt jej́ı maximum na množině B než maximum funkce f na
množině A.
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Vyřešme Úlohu 2.5 pomoćı vhodné parametrizace.

Řešeńı. Symboly A a f maj́ı stejný význam jako v prvńım řešeńı.
Použijeme parametrizaci množiny A pomoćı goniometrických funkćı.
Definujeme zobrazeńı ϕ : 〈0, 2π〉 → R2 předpisem

ϕ(t) = [cos t, sin t].

Zobrazeńı ϕ zobrazuje interval 〈0, 2π〉 na množinu A, což je jednotková
kružnice se středem v počátku. Funkce f ◦ ϕ má tvar

f ◦ ϕ(t) = cos t+ sin t =
√

2 cos
(
t− π

4

)
.

Funkce f ◦ϕ nabývá na intervalu 〈0, 2π〉 svého maxima v bodě π
4 a hod-

nota maxima je rovna
√

2.

Literatura

[K] A. Kufner: Nerovnosti a odhady, Škola mladých matematik̊u 39,
Mladá fronta, 1976.
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VÝŠKY V TROJÚHELNÍKU

A BODY NA KRUŽNICI

Šárka Gergelitsová

Podobnost trojúhelńık̊u bývá základem nejen řešeńı mnoha úloh
Matematické olympiády, ale také odvozeńı pokročileǰśıch tvrzeńı, např.
o úhlech v tětivových n-úhelńıćıch. Zadáńı úlohy 70-B-I-3 dává tušit, že
tyto vztahy využijeme i při jej́ım řešeńı. Zadáńı úlohy 70-B-I-3 zńı:

V ostroúhlém trojúhelńıku ABC jsou AA′ a BB′ jeho výšky. Kolmý
pr̊umět bodu A′ na výšku BB′ označme D. Předpokládejme, že kružnice
procházej́ıćı body B, C, D protne stranu AC v jej́ım vnitřńım bodě E.
Dokažte, že |DE| = |AA′|.

Úloha předpokládá, že daný trojúhelńık je ostroúhlý, i v tomto
textu se u několika úloh omeźıme na d̊ukazy tvrzeńı pro ostroúhlé
trojúhelńıky. Obecná tvrzeńı se často dokazuj́ı samostatně pro ostroúhlý
a pro tupoúhlý trojúhelńık, i když analogickým postupem (viz např́ıklad
úlohu 2.4.), pro pravoúhlé trojúhelńıky bývá d̊ukaz snazš́ı.

1 Výšky trojúhelńıku

Připomeňme si několik známých tvrzeńı:

Tvrzeńı 1.1. Paty Pa, Pb výšek z vrchol̊u A, B trojúhelńıku ABC na
strany a, b lež́ı na kružnici nad pr̊uměrem AB.

Tvrzeńı 1.2. Paty Pa, Pb výšek z vrchol̊u A, B trojúhelńıku ABC na
strany a, b lež́ı na kružnici nad pr̊uměrem CV , kde V je pr̊useč́ık výšek.

bc
A

bc
B

bc C bc C

bc

B

bc

A

bc

Sc

bcPa

bc
Pb

bc

Pc

bcPb

bc
Pabc

V

Obr. 1a: Kružnice procházej́ıćı patami výšek – ostroúhlý trojúhelńık
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Obě uvedená tvrzeńı př́ımo plynou z toho, že kružnice nad daným
pr̊uměrem KL bez jeho krajńıch bod̊u je množinou všech vrchol̊u
pravých úhl̊u nad KL.

Obě tvrzeńı i jejich zd̊uvodněńı jsou obecná, na obrázku 1b je
vidět, jak se změńı poloha obou pat kolmic vzhledem k pr̊uměru
Thalétovy kružnice, pokud lež́ı pr̊useč́ık výšek V vně trojúhelńıku ABC
(tj. trojúhelńık ABC je tupoúhlý). Pro trojúhelńık ABC s pravým
úhlem při vrcholu C plat́ı obě tvrzeńı triviálně.
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Obr. 1b: Kružnice procházej́ıćı patami výšek – tupoúhlý trojúhelńık

Tvrzeńı 1.3. Jsou-li Pa, Pb po řadě paty výšek z bod̊u A,B na strany a, b
trojúhelńıku ABC, kde úhel při vrcholu C neńı pravý, jsou trojúhelńıky
APaC, BPbC podobné.
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γ
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Obr. 2: Podobné trojúhelńıky

Je-li vnitřńı úhel trojúhelńıku ABC při vrcholu C ostrý, obsahuj́ı
oba pravoúhlé trojúhelńıky APaC, BPbC úhel γ při vrcholu C, maj́ı
tedy shodné úhly. Je-li úhel při vrcholu C tupý, obsahuj́ı úhel vedleǰśı
k úhlu γ (viz obr. 2).
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2 Úhly v kružnici

Následuj́ıćı tvrzeńı o výškách bychom také odvodili pomoćı podob-
nosti trojúhelńık̊u. Od̊uvodněńı významně zkrát́ıme užit́ım známé vlast-
nosti tětivového čtyřúhelńıku (kterou nebudeme dokazovat, vyplývá ze
známých vlastnost́ı středových a obvodových úhl̊u):

Věta 2.1. Součet velikost́ı protilehlých úhl̊u v tětivovém čtyřúhelńıku je
180◦.

Tvrzeńı 2.2. Necht’ Pa, Pb, Pc jsou po řadě paty výšek z vrchol̊u A,B,C
na strany a, b, c. Potom jsou trojúhelńıky ABC,APbPc, BPcPa, CPaPb
podobné.
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αbc
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Obr. 3: Podobné trojúhelńıky s vrcholy v patách výšek

D̊ukaz. Provedeme jen část d̊ukazu pro ostroúhlé trojúhelńıky ABC,
CPaPb. Vı́me, že body A,B,Pa,Pb lež́ı na kružnici (viz Tvrzeńı 1.2.),
nav́ıc v ostroúhlém trojúhelńıku na ńı lež́ı v uvedeném pořad́ı – paty
výšek lež́ı uvnitř stran, takže výška vc odděluje body Pb, Pa, které lež́ı
v téže polorovině s hraničńı př́ımkou AB. Vrcholy A,Pa jsou tud́ıž pro-
tilehlé, proto |PbPaB| = 180◦ − α. Protože jsou úhly PbPaB, PbPaC
vedleǰśı, je |PbPaC| = α. Oba trojúhelńıky ABC, PaPbC maj́ı vnitřńı
úhly o velikosti α a γ, jsou tedy podobné.

Podobně sami dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.3. Necht’ je ABCD tětivový čtyřúhelńık s vesměs r̊uzno-
běžnými stranami a necht’ př́ımky BC, AD se prot́ınaj́ı v bodě E
a př́ımky AB, CD se prot́ınaj́ı v bodě F . Pak jsou trojúhelńıky ABE,
CDE podobné a trojúhelńıky BCF , DAF jsou podobné. (viz obr. 4)
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Obr. 4: Podobné trojúhelńıky u tětivového čtyřúhelńıku.

Body na jedné kružnici budeme zkoumat také v úloze 63-I-B-3. Je
formulována obecně, a tak jej́ı d̊ukaz muśıme rozdělit na tři př́ıpady.

Úloha 2.4. Necht’ D je libovolný vnitřńı bod strany AB trojúhelńıku
ABC. Na polopř́ımkách BC a AC zvolme po řadě body E a F tak, aby
platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF |. Dokažte, že body C, E, F a střed I
kružnice vepsané trojúhelńıku ABC lež́ı na téže kružnici.

Řešeńı. Je-li I střed vepsané kružnice, lež́ı na osách vnitřńıch úhl̊u
trojúhelńıku (obr. 5). Ze zadáńı |BD| = |BE| a |AD| = |AF |.
Trojúhelńıky BEI, BDI jsou shodné, proto |^BDI| = |^BEI|.
Trojúhelńıky AFI, ADI jsou shodné, proto |^ADI| = |^AFI|.
Bod D je vnitřńı bod úsečky AB, proto |^ADI|+ |^BDI| = 180◦.
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Obr. 5: Shodné úhly
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Lež́ı-li body E, F uvnitř stran trojúhelńıku, lež́ı v opačných poloro-
vinách s hraničńı př́ımkou CI, proto stač́ı ukázat, že součet velikost́ı úhl̊u
CFI, CEI je 180◦ : |^CFI| = 180◦−|^AFI|, |^CEI| = 180◦−|^BEI|,
|^CFI|+ |^CEI| = 180◦ − |^ADI|+ 180◦ − |^BDI| = 180◦.

Lež́ı-li jeden z bod̊u E, F vně strany trojúhelńıku, lež́ı oba body
v téže polorovině s hraničńı př́ımkou CI, a v tom př́ıpadě ukážeme, že
úhly CFI, CEI jsou shodné: Necht’ F lež́ı vně AC, |^CFI| = |^AFI|.
|^CFI| = |^ADI| = 180◦ − |^BDI| = 180◦ − |^BEI| = |^CEI|.

Splývá-li některý z bod̊u E, F s bodem C, tvrzeńı plat́ı triviálně.
Oba body E, F nemohou ležet zároveň vně trojúhelńıku, protože by
nebyla splněna trojúhelńıková nerovnost.

Úloha 2.5. Necht’ výšky ostroúhlého trojúhelńıku ABC na strany a, b, c
prot́ınaj́ı kružnici trojúhelńıku opsanou po řadě v bodech Va, Vb, Vc.
Dokažte, že tětivový šestiúhelńık AVcBVaCVb, má strany po dvou shodné.
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Obr. 6: Tětivový šestiúhelńık

Řešeńı. Trojúhelńık ABC je ostroúhlý, proto výšky prot́ınaj́ı od-
pov́ıdaj́ıćı strany v jejich vnitřńıch bodech, stejně tak jako kratš́ı ob-
louky opsané kružnice nad těmito stranami. Tvrzeńı ř́ıká, že ze čtyř
stran BVa, VaC, CVb, VbA maj́ı být alespoň dvě shodné a z vhodného
náčrtku (obr. 6) vid́ıme, že zřejmě budeme dokazovat shodnost stran
CVa, CVb.

Pod́ıváme-li se na Tvrzeńı 1.3, jsme téměř hotovi. Z podobnosti
trojúhelńık̊u CBPb, CAPa a toho, že vrcholyA,B lež́ı na tomtéž oblouku
nad tětivou VaVb, plyne shodnost úhl̊u CBVb, CAVa, a tedy i shodnost
tětiv CVb, CVa. Podobně dokážeme |BVa| = |BVc| a |AVb| = |AVc|.
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Poznámka 2.6. Body Va, Vb, Vc v úloze 2.5 jsou obrazy pr̊useč́ıku V
výšek trojúhelńıku ABC v osových souměrnostech po řadě podle jeho
stran a, b, c. Tuto znalost jsme v d̊ukazu nepotřebovali, ale neškod́ı si ji
připomenout.
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Obr. 7: Osově souměrný obraz ortocentra dle strany na kružnici opsané

Obrázek 7 ilustruje d̊ukaz tvrzeńı pro bod V ′, který je obrazem
ortocentra V v osové souměrnosti podle strany c = AB v ostro-
úhlém trojúhelńıku. V něm lež́ı body C, V ′ v opačných polorovinách
s hraničńı př́ımkou AB. Podle Tvrzeńı 1.2 lež́ı body Pa, V , Pb, C
na kružnici (v ostroúhlém trojúhelńıku tam lež́ı v uvedeném pořad́ı),
proto |^PaV Pb| + |^PaCPb| = 180◦. Ale z osové souměrnosti s osou
AB plyne, že |^AV ′B| = |^AV B|, a z vlastnosti vrcholových úhl̊u
|^AV B| = |^PaV Pb|, tedy také |^AV ′B| + |^ACB| = 180◦ a bod V ′

lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku ABC.

[MO] Matematická olympiáda. http://www.matematickaolympiada.cz

http://www.matematickaolympiada.cz
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SOUSTAVY ROVNIC S ABSOLUTNÍMI

HODNOTAMI A PARAMETREM

Luboš Pick

V matematické olympiádě a podobných soutěž́ıch se občas objevuj́ı
úlohy, v jejichž zadáńı nalézáme soustavu rovnic obsahuj́ıćı absolutńı
hodnoty a př́ıpadně ještě jeden nebo v́ıce reálných parametr̊u. Tato
problematika představuje zaj́ımavou a bohatou oblast, v ńıž se mo-
hou efektivně uplatnit rozmanité a zdánlivě spolu nesouvisej́ıćı doved-
nosti. Na své si přijdou jak milovńıci algoritmických řešeńı, tak kreativci
všech typ̊u, úlohy skýtaj́ı zábavu jak zapřisáhlým

”
algebraik̊um“, tak

i skalńım
”
geometr̊um“. Šanci dostane dyspinxik i dyskalkulik. Úlohy

lze obvykle řešit bud’ algoritmickými postupy založenými na rozboru
př́ıpad̊u, které jsou sice pracné, ale zaručeně vedou k výsledku, nebo
ad hoc konstrukcemi všeho druhu založenými na pozorováńıch, která
algoritmizovat nelze a která se lǐśı úlohu od úlohy.

Zaj́ımavou rozmanitost́ı se vyznačuj́ı už samotná zadáńı. Zadava-
teli úlohy obvykle nestač́ı, abychom rovnici nebo soustavu rovnic prostě
vyřešili, ale často se nás ptá na to, při jakých hodnotách parametru
maj́ı řešeńı jisté vlastnosti. To je i př́ıpad úlohy 70-B-I-4 matematické
olympiády, jej́ıž zadáńı zńı takto:

Zjistěte, pro které hodnoty parametru k má soustava rovnic

|x+ 6|+ 2|y| = 24,

|x+ y|+ |x− y| = 2k

lichý počet řešeńı v oboru reálných č́ısel.

1 Základńı nářad́ı

1.1 Nulové body

Základńı matematická dovednost, bez které se při práci s operaćı
absolutńı hodnoty neobejdeme, je metoda nulových bod̊u. Vycháźı
z jednoduchého pozorováńı: absolutńı hodnoty, jakožto jakési přidané
nepř́ıjemnosti, se v rovnici můžeme zbavit, ale muśıme k tomu vědět,
jakého znaménka je výraz uvnitř. Je-li výraz uvnitř absolutńı hod-
noty v nějakém smyslu spojitě závislý na proměnné, proměnných, para-
metrech a podobně, pak nalezeńım kořenu tohoto výrazu urč́ıme bod
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(můžeme mu ř́ıkat nulový), který má tu vlastnost, že nalevo od něj jsou
věci jinak, než napravo. Posud’me následuj́ıćı jednoduchou úlohu.

Úloha 1.1. Řešte rovnici |4x− 2|+ |x− 2| = 6.

Řešeńı. Zadáńı obsahuje dva výrazy s absolutńımi hodnotami, nulovými
body jsou x = 1

2 a x = 2. Ty rozděluj́ı reálnou př́ımku na tři intervaly,
na nichž posoud́ıme úlohu zvlášt’. Řeš́ıme tedy sice tři rovnice, ale za to
hodně jednoduché. Pozor muśıme dávat jen na to, aby př́ıpadný kořen,
který nám vyjde, ležel ve správném intervalu.

Nejprve předpokládejme, že x ∈ (−∞, 12 ]. (Povšimněme si uzavřenosti
vpravo – žádné reálné č́ıslo totiž nesmı́me vynechat.) Potom zadaná rov-
nice přejde v 2−4x+ 2−x = 6, tedy −2 = 5x, tedy x = −2

5 . Ted’ přijde
na řadu jediná zaj́ımavá část postupu – inspekce, zda je źıskaný kandidát
na řešeńı legálńı. Protože ale −2

5 ∈ (−∞, 12), máme prvńı řešeńı.
Nyńı předpokládejme, že x ∈ (12 , 2]. Potom řeš́ıme rovnici 4x − 2 +

2 − x = 6, tedy 3x = 6, tedy x = 2. Bod x = 2 opět lež́ı v intervalu
(sice jen tak tak, ale d́ıky naš́ı volbě uzavřenosti vpravo tam je), a tedy
představuje druhé řešeńı úlohy.

Zbývá posoudit př́ıpad, kdy x ∈ (2,∞). Potom řeš́ıme rovnici
5x− 4 = 6, tedy x = 2. O tomto řešeńı již v́ıme, a ještě ke všemu
2 6∈ (2,∞). Každopádně v tomto třet́ım kroku nedostáváme nic nového.

Závěr: úloha má dvě řešeńı, a to x = −2
5 a x = 2.

1.2 (Geo)metrický pohled na věc

Bude užitečné si uvědomit, že absolutńı hodnota hraje na množině
reálných č́ısel roli metriky, tedy vzdálenosti. Jakkoli výraz

”
metrika“

do středoškolské matematiky nepatř́ı, je intuitivně jasné, že naṕı̌seme-li
|x+ 1| = 4, pak t́ım vlastně ř́ıkáme, že bod x se nalézá ve vzdálenosti 4
od bodu −1, a to bud’ směrem doleva, nebo směrem doprava. Přilož́ıme
prav́ıtko a vid́ıme, že řešeńımi uvedené rovnice jsou body x = −5
a x = 3. Ještě zaj́ımavěǰśı situace nastane, naṕı̌seme-li |x + 1| ≤ 4.
Co ř́ıkáme ted’? Nyńı může být bod x vzdálen od bodu −1 o 4 jed-
notky (samozřejmě opět dvěma r̊uznými směry), ale může ležet i bĺıže.
Řešeńım uvedené nerovnice je uzavřený interval [−5, 3]. No a co když
naṕı̌seme |x + 1| > 4? Pak je řešeńım sjednoceńı otevřených interval̊u
(−∞,−5) ∪ (3,∞).

1.3 Nerovnosti a odhady

Metoda nulových bod̊u a následný rozbor př́ıpad̊u vždy vedou k výsledku.
Pot́ıž je v tom, že to může být cesta velmi pracná a někdy zbytečně
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náročná. Nezapomeňme, že jedńım z kĺıčových parametr̊u bývá čas.
Téměř vždy proto stoj́ı za to dř́ıve, než se bezhlavě vrhneme do hledáńı
nulových bod̊u a posuzováńı jednotlivých odpov́ıdaj́ıćıch př́ıpad̊u, se za-
myslet, jestli si nemůžeme nejprve nějak zjednodušit situaci. Posud’me
následuj́ıćı úlohu.

Úloha 1.2. V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

|x− 5|+ |y − 9| = 6,

|x2 − 9|+ |y2 − 5| = 52.

Řešeńı. Čtenář mi dá za pravdu, že ted’ je situace podstatně zapeklitěǰśı,
než v úloze 1.1. Soustava obsahuje dvě nezávislé proměnné a k tomu
ještě kvadratické členy. Metoda nulových bod̊u by jistě fungovala. Nulové
body snadno urč́ıme, jsou to x = −3, 3, 5 a y = −

√
5,
√

5, 9. Jenomže
x a y jsou na sobě nezávislé, a tedy bychom museli posoudit všechny
kombinace, to jest devět r̊uzných soustav kvadratické a lineárńı rovnice.
To je úplně jiná úroveň, než hledáńı řešeńı tř́ı triviálńıch lineárńıch rov-
nic pro jednu proměnnou, jemuž jsme se věnovali v úloze 1.1. Přitom
většinu ze zmı́něných dev́ıti př́ıpad̊u lze předem vyloučit, a to téměř bez
námahy. Jen je k tomu potřeba uvědomit si jednoduchý fakt: absolutńı
hodnota jakéhokoli výrazu je vždy nezáporná. To nám umožňuje pra-
covat s odhady a nerovnostmi, ačkoli zadáńı úlohy žádnou nerovnost
neobsahuje.

Tak např́ıklad jestliže v prvńı rovnici zapomeneme prvńı (nezáporný)
člen, levá strana se nemůže zvětšit. To lze zapsat ve formě nerovnosti
|y − 9| ≤ 6. A jak v́ıme z odd́ılu 1.2, odtud plyne y ∈ [3, 15]. Protože
3 ≥

√
5, dva ze tř́ı nulových bod̊u proměnné y nás v̊ubec nemuśı

zaj́ımat. Toto pozorováńı ale můžeme využ́ıt ještě lépe. Uvědomı́me
si, že y ∈ [3, 15] implikuje y2 ∈ [9, 225], tedy každopádně y2 > 5.
V d̊usledku této jednoduché úvahy můžeme odstranit absolutńı hod-
notu z výrazu y2 − 5 ve druhé rovnici. Druhá rovnice tak přejde do
tvaru |x2 − 9| + y2 = 57, což využijeme analogickou úvahou k závěru,
že y2 ≤ 57, tedy y ≤

√
57, takže y < 9. Tud́ıž se i v prvńı rovnici ve

výrazu |y − 9| absolutńı hodnoty zbav́ıme. Prvńı rovnice tak přejde do
tvaru |x− 5| − y = −3, což nám pro změnu, d́ıky odhadu y ≤

√
57 < 8,

dá vymezeńı také pro proměnnou x, a to |x− 5| < 5, to jest x ∈ (0, 10).
A ted’ teprve má smysl použ́ıt metodu nulových bod̊u. Soustava změnila
podobu na

|x− 5| − y = −3,

|x2 − 9|+ y2 = 57.
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Mı́sto dev́ıti př́ıpad̊u budeme posuzovat jen tři, přesněji x ∈ (0, 3],
x ∈ (3, 5] a x ∈ (5, 10), a snadno dospějeme k výsledku (ve všech př́ıpa-
dech nejprve vyjádř́ıme z prvńı rovnice y pomoćı x, potom źıskaný výraz
dosad́ıme do druhé rovnice, dostaneme bud’ lineárńı, nebo kvadratic-
kou rovnici pro proměnnou x, kterou vyřeš́ıme, a nakonec prověř́ıme,
zda źıskané kořeny lež́ı ve správném intervalu). Úloha má dvě řešeńı:
[x, y] = [1, 7] a [x, y] = [4

√
2 + 1, 4

√
2− 1].

Stává se, že už samo řešeńı úlohy záměrně testuje naši pozornost.
V zadáńı jedné z návodných úloh domáćıho kola 64. ročńıku matematické
olympiády čteme:

Úloha 1.3. Necht’ pro reálná č́ısla x a y plat́ı |x2 + 4|+ |y2 − 65| = 20.
Potom x ∈ [−4, 4] a y ∈ [−9,−7] ∪ [7, 9]. Dokažte.

Řešeńı. Prvńı krok, který bychom měli učinit dř́ıve, než začneme cokoli
poč́ıtat, je povšimnout si, že ve výrazu |x2 + 4| je absolutńı hodnota
pro ozdobu (zadáńı je nejsṕı̌s mı́něno jako jakýsi chyták), a lze ji bez
ztráty prostě vyhodit. Úloha se změńı na rovnici x2 + |y2 − 65| = 16,
takže d́ıky nezápornosti výrazu |y2 − 65| ihned dostáváme x2 ≤ 16, a
tedy prvńı požadovaný výrok x ∈ [−4, 4]. Obdobnou úvahou dostaneme
|y2 − 65| ≤ 16, tedy y2 ∈ [49, 81] (všimněme si, jak si dal autor úlohy
záležet, aby nám to hezky vyšlo, a vzdejme mu tichý hold). Odtud ihned
plyne druhé dokazované tvrzeńı.

2 Jak se vypořádat se závislost́ı (na parametru)

Je načase vpustit do hry nový prvek, a sice jeden nebo v́ıce reálných
parametr̊u. Jak uvid́ıme, počet užitečných dovednost́ı se stále rozšǐruje.

2.1 Vlastnosti koeficient̊u mnohočlenu

Bude se nám hodit následuj́ıćı klasická poučka.

Věta 2.1. Necht’ n ∈ N. Jsou-li x1, x2, . . . , xn kořeny polynomu
xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0, kde a0, . . . , an−1 ∈ C a x1, . . . , xn ∈ C,
potom

x1 + · · ·+ xn = −an−1,
(−1)nx1 · · ·xn = a0.

Posud’me následuj́ıćı úlohu.
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Úloha 2.2. Určete všechna reálná č́ısla p, pro něž má rovnice

(x− 1)2 = 3|x| − px

právě tři r̊uzná řešeńı v oboru reálných č́ısel.

Řešeńı. Jediným nulovým bodem je x = 0. Tato hodnota neńı řešeńım
úlohy pro žádné p ∈ R, můžeme se tedy omezit na rovnice

x2 + (p+ 1)x+ 1 = 0, x < 0,

x2 + (p− 5)x+ 1 = 0, x > 0.

Nejprve si uvědomı́me, že má-li některá z uvedených rovnic dva r̊uzné
kořeny, pak jsou tyto kořeny nenulové a stejného znaménka. To vyplývá
z aplikace druhého tvrzeńı věty 2.1 na př́ıpad n = 2 a z toho, že
obě rovnice maj́ı kladný prostý člen. Z tohoto pozorováńı vyvod́ıme,
že má-li mı́t úloha tři řešeńı, pak muśı mı́t jedna z rovnic dva r̊uzné
kořeny a druhá jeden dvojnásobný. To by samo o sobě ještě nestačilo,
muśıme nav́ıc ohĺıdat, aby všechny tyto kořeny měly správná znaménka.
Podle speciálńıho př́ıpadu prvńıho tvrzeńı věty 2.1 je ovšem koefici-
ent u x u každého z našich dvou kvadratických trojčlen̊u roven součtu
kořen̊u s opačným znaménkem. Odtud dostaneme podmı́nky p + 1 > 0
a p− 5 < 0, tedy p ∈ (−1, 5). V rámci tohoto omezeńı nám tud́ıž pak již
stač́ı posoudit diskriminanty obou rovnic, tedy (p+ 1)2− 4 u prvńı rov-
nice a (p − 5)2 − 4 u druhé. Má-li být počet řešeńı roven třem, muśı
být právě jeden z těchto diskriminant̊u roven nule a zároveň druhý
muśı být kladný. Nulovost diskriminant̊u dává čtyři možnosti, a sice
p ∈ {−3, 1, 3, 7}. Z těch ale v intervalu (−1, 5) lež́ı pouze p = 1 a p = 3.
Protože v obou těchto př́ıpadech je zbývaj́ıćı diskriminant kladný, jsou
hledanými hodnotami parametru p = 1 a p = 3.

2.2 Symetrie

V tomto odd́ılu uvedeme daľśı z řady nealgoritmizovatelných dovednost́ı,
kterou stoj́ı za to si osvojit. Jde o pozorováńı nejr̊uzněǰśıch nenápadných
symetríı, které nám mohou velmi usnadnit práci. Pohled’me např́ıklad
na následuj́ıćı úlohu.

Úloha 2.3. Rozhodněte, pro které hodnoty parametru b má soustava
rovnic

|2x− y|+ |2x+ y| = 12,

|y + 1|+ |x| = b

lichý počet řešeńı.
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Řešeńı. Metodou nulových bod̊u se dá samozřejmě úloha vyřešit. Bude
to ale stát spoustu času a úsiĺı. Přitom však neńı těžké vypozorovat, že
je-li dvojice [x, y] řešeńım soustavy, pak je jej́ım řešeńım také dvojice
[−x, y]. To znamená, že řešeńı chod́ı zásadně po dvou, přičemž jedinou
výjimku tvoř́ı x = 0. Z toho ovšem ihned plyne, že s jinými př́ıpady,
než x = 0, se neńı třeba zdržovat. Polož́ıme tedy x = 0 a dostaneme
podstatně jednodušš́ı soustavu

|y| = 6,

|y + 1| = b,

kterou snadno vyřeš́ıme. Úloha má tedy lichý počet řešeńı právě tehdy,
když b = 5, nebo b = 7.

3 Grafická metoda řešeńı

Všechna možná řešeńı rovnice obsahuj́ıćı dvě proměnné lze často
s výhodou ilustrovat jako množinu bod̊u roviny, které této rovnici vyho-
vuj́ı. Řešeńı soustavy rovnic pak tedy odpov́ıdá pr̊unik dvou takových
množin. Výhoda tohoto př́ıstupu spoč́ıvá v tom, že nám skýtá jakousi
geometrickou představu o tom, jak by př́ıpadná řešeńı mohla vypadat,
př́ıpadně kde by se mohla nalézat. Metodu lze využ́ıvat i v př́ıpadech,
kdy jsou rovnice závislé na parametrech, je jen zapotřeb́ı p̊usobeńı para-
metru správně popsat. Obvykle jde o nějaké posuvy nebo nafukováńı.

3.1 Rozcvička

Pro představu o tom, jak budou množiny řešeńı vypadat, se nejprve
rozcvičme na jednoduchých př́ıkladech.

Úloha 3.1. Necht’ k > 0. Graficky znázorněte množiny bod̊u [x, y] ∈ R2

splňuj́ıćı

(a) |x|+ |y| = k,

(b) |x− 3|+ 2|y| = 2k,

(c) |x+ y|+ |x− y| = 2k,

(d) |x+ 2y|+ |x− 2y| = 4k.

Řešeńı. Měly by nám vyj́ıt následuj́ıćı množiny:

(a) hranice čtverce s vrcholy [k, 0], [0, k], [−k, 0], [0,−k],
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(b) hranice kosočtverce s vrcholy [2k+3, 0], [3, k], [−2k+3, 0], [3,−k],

(c) hranice čtverce s vrcholy [k, k], [−k, k], [−k,−k], [k,−k],

(d) hranice obdélńıka s vrcholy [2k, k], [−2k, k], [−2k,−k], [2k,−k].

Jestli nám bude uznáno čistě obrázkové (vznešeněji řečeno grafické)
řešeńı, je otázka filosofická. Odpověd’ na ni pravděpodobně záviśı na
mı́̌re tolerance jednotlivých hodnotitel̊u, apriori vyloučeno to neńı. Na-
prosto jisté však je, že i nepatrný náčrtek skýtaj́ıćı správný geometrický
náhled na chováńı a př́ıpadně i na pohyb jednotlivých množin nám může
velmi pomoci při následném sepisováńı řešeńı algebraického (které nám
rozhodně uznáno bude, bude-li korektńı).

3.2 Po částech lineárńı funkce

V zadáńı následuj́ıćı úlohy se objevuje nový prvek – máme vyšetřovat
jistou vlastnost funkce v závislosti na dvou reálných parametrech. Geo-
metrický náhled opět rozhodně nebude na škodu, proĺıná se řešeńım jako
pověstná červená nit.

Úloha 3.2. Pro která reálná č́ısla a, b je funkce

f(x) = a|x− 1|+ b(x− 3) + |x− b|+ x− 1

omezená na R?

Řešeńı. Funkce f je po částech lineárńı, a to bez ohledu na hodnoty
parametr̊u a a b, takže je omezená na každém omezeném intervalu.
To znamená, že stač́ı funkci f vyšetřit pouze pro hodně velké a pro
hodně malé hodnoty proměnné x, přesněji pro x ≤ min{1, b} a pro
x ≥ max{1, b} (nezapomeňme, že o vztahu b k jedničce nic nev́ıme).
Jest

f(x) = (b− a)x− 2b+ a− 1 pro x ≤ min{1, b},
f(x) = (a+ b+ 2)x− a+ 4b− 1 pro x ≥ max{1, b}.

Nyńı je třeba si uvědomit, že na neomezeném intervalu je lineárńı funkce
omezená právě tehdy, když je konstantńı. To v našem př́ıpadě nastane
právě tehdy, když b−a = 0 a zároveň a+b+2 = 0 (vše ostatńı v předpisu,
který definuje funkci f , je balast).

Závěr: funkce f je omezená na R právě tehdy, když a = b = −1. Pro
tyto hodnoty parametr̊u jest f(x) = |x+ 1| − |x− 1|+ 2. Nyńı si prośım
načrtněte graf této funkce. Vypadá, že by mohla být omezená?
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3.3 Grafické řešeńı úlohy 2.2

Pod́ıvejme se ted’ na to, zda a jak by nám mohl grafický náhled na věc
pomoci vyřešit úlohu 2.2. Pozor, úloha obsahuje parametr, muśıme tedy
nejprve správně pochopit, jak se na obrázku projev́ı jeho změna.

Porovnejme funkci f(x) = (x− 1)2, jej́ımž grafem je směrem vzh̊uru
otevřený oblouk paraboly s vrcholem v bodě [1, 0], s jednoparametrickou
rodinkou funkćı gp(x) = 3|x|−px, jejichž grafy jsou lomené čáry s jedńım
zlomem, jenž vždy śıdĺı v počátku.

Položme si otázku, za jakých okolnost́ı mohou mı́t tyto dva grafy
právě tři pr̊useč́ıky. Snadno zjist́ıme, že k tomu je zapotřeb́ı, aby jedno
rameno grafu gp bylo tečnou paraboly tvoř́ıćı graf f a druhé jej́ı sečnou.
Z náčrtku je zřejmé, že pravé rameno, které mimochodem má rovnici
y = (3 − p)x, může být tečnou paraboly jedině tehdy, když si lehne na
podlahu, což odpov́ıdá hodnotě p = 3. Levé rameno grafu gp má rovnici
y = (−3 − p)x, takže má-li být tečnou paraboly, je třeba, aby rovnice
(−3 − p)x = (x − 1)2 měla dvojnásobný záporný kořen. Posouzeńım
diskriminantu (kvadratická rovnice pro p) dojdeme k závěru, že rovnice
má dvojnásobný kořen právě tehdy, když bud’ p = 1, nebo p = −3. Pro
p = −3 je ale odpov́ıdaj́ıćı kořen kladný, a proto tento př́ıpad muśıme
vyloučit. Zbývá ověřit, že v obou př́ıpadech p = 1 a p = 3 je zbývaj́ıćı
rameno sečnou paraboly.

3.4 Grafické řešeńı úlohy 2.3

Podobně jako v předcházej́ıćım odd́ılu se můžeme grafickou metodou
pustit také do řešeńı úlohy 2.3. Opět nám p̊ujde o pr̊unik dvou geo-
metrických obrazc̊u, tentokrát ale chceme, aby tento pr̊unik měl lichý
počet prvk̊u. Vzpomeneme si na rozcvičku a vid́ıme, že grafem prvńı
rovnice je hranice obdélńıka s vrcholy [3, 6], [−3, 6], [−3,−6], [3,−6],
zat́ımco grafem druhé rovnice je hranice čtverce se středem [0,−1]
a vrcholy [b,−1], [0, b−1], [−b,−1], [0,−b−1]. (Možná nebude od věci si
povšimnout, že d́ıky druhé rovnici muśı být b nezáporné, takže čtverec je
opravdu skoro vždy čtvercem, pouze v jediném př́ıpadě je mu dovoleno
zdegenerovat do bodu.)

Kresĺıme si a pozorujeme, jak se tento čtverec nafukuje či nao-
pak smršt’uje při r̊uzných hodnotách b. Přitom nezapomı́náme vńımat
rozličné symetrie, jak jsme se naučili v odd́ılu 2.2. Zanedlouho do-
jdeme k závěru (pozor, nula je sudá!), že pr̊unik obou obrazc̊u má lichý
počet prvk̊u právě tehdy, když si jižńı vrchol čtverce sedne na pod-
lahu obdélńıku, nebo když naopak severńı vrchol t’ukne do stropu. Pak
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už neńı těžké odměřit, že tyto př́ıpady odpov́ıdaj́ı po řadě hodnotám
−b− 1 = −6 a b− 1 = 6, tedy b = 5 a b = 7.
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ROVNOBĚŽKY

Alena Skálová

Potkáme-li se s planimetrickou úlohou, ve které máme za ćıl dokázat,
že nějaké vzdálenosti (či jejich kombinace) se rovnaj́ı vzdálenosti jiné,
podobně jako v úloze 70-B-I-5 matematické olympiády

Je dán pravidelný sedmiúhelńık ABCDEFG. Kolmice vedená bodem
D k př́ımce DE prot́ıná př́ımky CG a AB postupně v bodech P a Q.
Dokažte, že |AQ|+ |EF | = |GP |,

či pokud obecně zkoumáme vztahy mezi délkami úseček, prvńım
užitečným krokem bývá odhalit, zda se dotčené vzdálenosti nevysky-
tuj́ı i někde

”
jinde“. K tomu lze samozřejmě použ́ıt lecjakou pokročilou

techniku, my si ovšem vystač́ıme se základy – tedy s rovnoběžnost́ı, sy-
metríı, př́ıpadně dopoč́ıtáńım úhl̊u.

1 Základy

Připomeňme si některé užitečné vlastnosti rovnoběžek. Třet́ı bod je
vskutku triviálńı, ale je dobré mı́t ho při řešeńı úloh na paměti.

• Rovnoběžńık je definován jako takový čtyřúhelńık, jehož protilehlé
strany jsou rovnoběžné.

• Pro rovnoběžńık plat́ı, že délky jeho protěǰśıch stran jsou shodné.

• T́ım pádem, pokud se protnou dvě dvojice rovnoběžek, vytvoř́ı je-
jich pr̊useč́ıky rovnoběžńık a protilehlé úsečky maj́ı stejnou délku.
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Definice 1.1 (Stř́ıdavé, souhlasné a vrcholové úhly). Mějme dvojici
př́ımek a k nim třet́ı, r̊uznoběžnou př́ımku. Dvojice úhl̊u na následuj́ıćım
obrázku postupně nazýváme

stř́ıdavé (modře), souhlasné (červeně) a vrcholové (zeleně) úhly.

Lémma 1.2. Je-li výchoźı dvojice př́ımek v definici 1.1 navzájem rovno-
běžná, maj́ı všechny odpov́ıdaj́ıćı si dvojice úhl̊u (stř́ıdavé, souhlasné,
vrcholové) stejnou velikost.

T́ım pádem – načrtneme-li úhly dvou rovnoběžek a je prot́ınaj́ıćı
r̊uznoběžku do jednoho obrázku – plat́ı, že všechny oranžové úhly jsou
shodné a stejně tak jsou shodné všechny fialové úhly.

2 Úlohy

Úloha 2.1. Lichoběžńık ABCD je úsečkou CE rozdělen na trojúhelńık
a rovnoběžńık, vizte obrázek.
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Dále předpokládáme, že bod F je středem úsečky CE a př́ımka DF
procháźı středem úsečky BE. Jaký je poměr délek úseček |DC| : |AB|?

Řešeńı. Nejprve si dokresleme i př́ımku DF , zmı́něnou v zadáńı. Jej́ı
pr̊useč́ık s AB označme G.

O kterých úsečkách už v́ıme, že maj́ı stejnou délku? Jelikož F p̊uĺı
úsečku CE, plat́ı |CF | = |FE| (v nákresu fialově). Obdobně hned ze
zadáńı dostáváme |GE| = |GB| (zeleně). Dále se rovná |AE| = |DC|
(červeně), nebot’ AECD je dle zadáńı rovnoběžńık.

Jelikož body F a G jsou po řadě středy úseček CE a BE, je
úsečka FG středńı př́ıčkou trojúhelńıka CEB, a t́ım pádem FG || CB.
Čtyřúhelńık DGBC je tedy rovnoběžńık, z čehož vyplývá |DC| = |GB|.

Ted’ již stač́ı jen všechny źıskané vztahy poskládat dohromady. Máme
tedy |EG| = |GB| = |DC| = |AE|, a jelikož

|AB| = |AE|+ |EG|+ |GB| = 3 · |DC|,

je hledaný poměr |DC| : |AB| roven 1 : 3.

Úloha 2.2. V pravidelném pětiúhelńıku KLMNO označme P pr̊useč́ık
př́ımek KN a OM . Dokažte, že |KN | = |NO|+ |OP |.
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Řešeńı. Začněme náčrtkem.

Př́ımka KN je rovnoběžná s LM , což zd̊uvodńıme např́ıklad osovou
symetríı pravidelného pětiúhelńıka podle osy kterékoliv z jeho stran,
v tomto př́ıpadě úsečky LM . Dvojice bod̊u K a N , resp. L a M jsou
si navzájem svými obrazy ve zmı́něné osové symetrii, tedy obě př́ımky
KN i LM jsou na osu strany LM kolmé. Tud́ıž skutečně KN || LM .
Alternativně bychom pro d̊ukaz rovnoběžnosti mohli dopoč́ıtat velikosti
úhl̊u |^LMP | a |^KLM |, zkuste si!

Obdobně dokážeme, že OM || KL. Čtyřúhelńık KLMP je tud́ıž rov-
noběžńık, a jelikož |KL| = |LM | (strany pravidelného mnohoúhelńıku
maj́ı stejnou délku), jsou všechny jeho strany shodné (ńıže na obrázku
modře).

Z pravidelnosti pětiúhelńıku KLMNO dále vyplývá: |MO| = |KN |,
a jelikož už v́ıme, že |PM | = |PK|, dostáváme |OP | = |NP | (červeně).

Ted’ již máme všechny potřebné ingredience k řešeńı. Postupně jsme
dokázali rovnost |KN | = |KP |+ |PN | = |NO|+ |OP |.
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Úloha 2.3. Mějme obecný čtyřúhelńık ABCD. Sestrojme bod K, který
je vrcholem rovnoběžńıku BCDK, a bod L, který je vrcholem rovno-
běžńıku CDAL. Ukažte, že př́ımka KL procháźı středem úsečky AB.

Řešeńı. Ze zadáńı plyne, že úsečky CD, BK a AL jsou rovnoběžné,
a nav́ıc shodné.

Body K, L lež́ı v opačných polorovinách od př́ımky AB, t́ım pádem
shodné úsečky AL a BK rovněž lež́ı v opačných polorovinách od př́ımky
AB, takže AKBL je rovnoběžńık.

Pro úhlopř́ıčky rovnoběžńıku plat́ı, že se navzájem p̊uĺı, tud́ıž př́ımka
KL skutečně procháźı středem strany AB.

2.1 K procvičeńı

Úloha 2.4. Necht’ K,L,M,N jsou po řadě středy stran AB, BC, CD,
DA čtyřúhelńıku ABCD. Dokažte, že |KL|+ |LM | = |MN |+ |NK|.
Návod. Dokažte prve, že KLMN je rovnoběžńık.

Úloha 2.5. Necht’ D je střed strany AB trojúhelńıku ABC a E bod jeho
strany AC, pro který plat́ı |AE| = 2|CE|. Označme F pr̊useč́ık př́ımek
BE a CD. Dokažte, že plat́ı |BE| = 4|EF |.
Úloha 2.6. Necht’ D, E znač́ı po řadě středy stran AB, BC trojúhelńıku
ABC. Dále označme F střed úsečky AD a G pr̊useč́ık CD s EF .
Dokažte, že |EG| = |GF |.
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LODĚ, TANKY A KRÁLOVÉ

Antońın Slav́ık

Zadáńı úlohy 70-B-I-6 matematické olympiády je velmi atraktivńı,
připomı́ná známou námořńı bitvu na čtverečkovaném paṕıru nebo
některé poč́ıtačové hry:

Na plánu o rozměrech 12× 12 čtverečk̊u se nacháźı lod’ tvořená osmi
poĺıčky podél obvodu čtverce 3 × 3 (na obrázku je vyznačena šedou bar-
vou). Na kolik nejméně poĺıček je potřeba vystřelit, abychom s jistotou
zasáhli lod’ alespoň jednou?

Obrázek 1: Tvar lodi v soutěžńı úloze

Řešeńı úlohy nevyžaduje složité výpočty, stač́ı dobrý nápad a chv́ıle
experimentováńı.

1 Králové na šachovnici

Ukažme si úlohu, jej́ıž zadáńı vypadá na prvńı pohled odlǐsně, ale princip
řešeńı je velmi podobný.

Úloha 1.1. Král je šachová figura, která se v jednom tahu m̊uže po-
sunout o jedno pole ve vodorovném, svislém nebo diagonálńım směru.
Jaký minimálńı počet král̊u muśıme umı́stit na šachovnici o rozměrech
9× 9 tak, aby společně ohrožovali všechna pole? (Král ohrožuje pole, na
kterém stoj́ı, nebo na které se m̊uže dostat pomoćı jednoho tahu.)

Řešeńı. Obrázek 2 ukazuje devět král̊u, kteř́ı ohrožuj́ı všechna pole
šachovnice 9×9. Každý z nich totiž ohrožuje všechna pole čtverce 3×3,
v jehož středu stoj́ı (na obrázku jsou čtverce vyznačeny barevně). Menš́ı
počet král̊u nestač́ı – pokud by v některém čtverci 3 × 3 nebyl žádný
král, pak prostředńı pole tohoto čtverce nebude ohroženo.
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Obrázek 2: Devět král̊u ohrožuje všechna pole šachovnice 9× 9

Je možné použ́ıt i mı́rně odlǐsné zd̊uvodněńı, které je užitečné při
řešeńı podobné úlohy na šachovnićıch o jiných rozměrech: Žádný král
nemůže ohrozit v́ıce než jedno poĺıčko z těch, na kterých stoj́ı králové
z obr. 2. Z toho plyne, že méně než devět král̊u nemůže stačit.

Jako cvičeńı si čtenář může zkusit vyřešit podobnou úlohu na
šachovnićıch 7× 7, 8× 8, resp. obecněji n× n; řešeńı lze naj́ıt v článku
[Chy], kde jsou uvažovány i jiné šachové figury.

2 Pohyblivý tank na šachovnici

Budeme pokračovat některými náročněǰśımi problémy, které volně sou-
visej́ı se soutěžńı úlohou 70-B-I-6. Následuj́ıćı úloha je převzata z [Wa1],
kde je řešena i obecněǰśı verze s tankem pohybuj́ıćım se po hranách
neorientovaného grafu.

Úloha 2.1. Dobře maskovaný tank je ukryt na neznámém poĺıčku
šachovnice o rozměrech 41 × 41. K jeho zničeńı jsou nutné dva zásahy.
V okamžiku, kdy je tank poprvé zasažen, se přesune vodorovným nebo
svislým směrem na sousedńı poĺıčko (z̊ustává však nadále neviditelný).
Jaký je minimálńı počet střel nutných k tomu, abychom tank s jistotou
zničili? (Každá střela zasáhne právě jedno poĺıčko.)

Řešeńı. Předpokládejme, že šachovnice je obarvena tak, že rohová
poĺıčka jsou černá. Celkový počet černých poĺıček je tedy 841 a b́ılých
poĺıček je 840.
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Pokud nejprve vystřeĺıme na všechna b́ılá poĺıčka, poté na všechna
černá a nakonec opět na všechna b́ılá, pak máme jistotu, že tank bude
zničen; tato strategie potřebuje 2521 střel.

Ukažme, že menš́ı počet střel nemuśı stačit. Pokryjeme všechna
poĺıčka šachovnice s výjimkou jednoho (např. rohového) pomoćı ne-
překrývaj́ıćıch se domin, tj. dlaždic o rozměrech 2 × 1. Těchto domin
je 840. Předpokládejme, že tank stoj́ı na začátku na některém dominu
a po zásahu se přesune na druhé poĺıčko domina. Pokud bychom věděli,
o které domino se jedná, ale nevěděli, na kterém ze dvou poĺıček tank na
začátku stoj́ı, potřebovali bychom k jeho zničeńı 3 střely. Ve skutečnosti
však správné domino neznáme, a tak potřebujeme aspoň 3 · 840 střel.
Může se ovšem stát, že tank bude zač́ınat na poĺıčku, které neńı po-
kryto dominem. Abychom ošetřili i tento př́ıpad, muśıme aspoň jednou
vystřelit na nepokryté poĺıčko. Pokud to uděláme hned na začátku, pak
se po zásahu tank přesune na některé domino, kde bude v daľśı fázi
zničen. Celkem tedy potřebujeme aspoň 3 · 840 + 1 = 2521 střel.

3 Lod’ na př́ımce

Následuj́ıćı úloha je převzata z [Wa2].

Úloha 3.1. Na reálné ose se nacháźı nepřátelská lod’. Vı́me, že vy-
plouvá z jistého bodu n ∈ Z a pohybuje se konstantńı rychlost́ı m ∈ Z
jednotek za sekundu (kladná hodnota znamená pohyb vpravo, záporná
vlevo). Neznáme hodnoty m, n a nev́ıme, jakým směrem se lod’ pohy-
buje. Každou sekundu m̊užeme vystřelit do libovolného bodu reálné osy.
Navrhněte strategii, která zaruč́ı, že lod’ bude v konečném čase zničena.
(Ke zničeńı stač́ı jeden zásah.)

Řešeńı. Necht’ lod’ vyplouvá z bodu n v čase t0 = 0 rychlost́ı m. V čase
t sekund ji zasáhneme právě tehdy, když vystřeĺıme do bodu n + m · t.
Abychom lod’ s jistotou zasáhli, potřebujeme postupně zkoušet všechny
možné dvojice m,n ∈ Z. Jak to zař́ıdit? Dvojici m,n můžeme interpre-
tovat jako souřadnice bodu v rovině. Stač́ı tedy ukázat, že všechny body
v rovině s celoč́ıselnými souřadnicemi lze seřadit do posloupnosti. Jeden
možný zp̊usob, jak toho dosáhnout, ukazuje obrázek 3. Hledaná strategie
pak vypadá tak, že v čase t vezmeme t-tou dvojici (m,n) a vystřeĺıme
do bodu n+m · t.

Čtenář obeznámený se základy teorie množin si jistě všiml, že strate-
gie popsaná v řešeńı předchoźı úlohy funguje d́ıky tomu, že nepřátelská
lod’ se pohybuje po bodech s celoč́ıselnými souřadnicemi celoč́ıselnou
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Obrázek 3: Spirála procházej́ıćı všemi body s celoč́ıselnými souřadnicemi

rychlost́ı a množina Z × Z je spočetná. Na webu [Wa2] je vyřešena
i mnohem obt́ıžněǰśı verze úlohy, kdy polohy a rychlosti nemusej́ı být
celoč́ıselné a lod’ má kladnou délku (v naš́ı verzi úlohy jsme lod’

považovali za hmotný bod).

4 Torpédováńı lodě

V souvislosti s ničeńım nepřátelských lod́ı nelze nezmı́nit následuj́ıćı kla-
sickou úlohu, která je převzata z [Nah]. Jedná se o problém, který sice
př́ılǐs nesouviśı s předchoźımi úlohami v této kapitole, zato však dokládá,
jak užitečná je znalost geometrie pro kariéru v armádě.

Úloha 4.1. Z bodu A v rovině vyplouvá nepřátelská lod’ a pohybuje se
po polopř́ımce p rychlost́ı vL. Máme za úkol ve stejném čase vystřelit
torpédo z bodu B rychlost́ı vT > vL tak, aby zasáhlo lod’. Jakým směrem
máme vystřelit?

Řešeńı. Situaci znázorňuje obrázek 4. Naš́ım úkolem je naj́ıt bod P , do
kterého se lod’ i torpédo dostanou za stejný čas t.

Hledáme tedy bod P lež́ıćı na polopř́ımce p a splňuj́ıćı

|AP |
vL

=
|BP |
vT

,

nebo ekvivalentně |AP ||BP | = k, kde k = vL/vT < 1 je poměr rychlost́ı.
Množina všech bod̊u X v rovině splňuj́ıćıch podmı́nku

|AX|
|BX|

= k,
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Obrázek 4: Lod’ a torpédo se střetnou v bodě P ; ilustrace pro
vT
vL

= 4

kde 0 < k 6= 1, je kružnice2 (tzv. Apollóniova kružnice) nad pr̊uměrem

CD, kde C, D jsou body na př́ımce AB splňuj́ıćı |AC||BC| = k = |AD|
|BD| ;

jeden z bod̊u C, D je vnitřńım bodem úsečky AB, druhý jej́ım vněǰśım
bodem. Hledaný bod P lze tud́ıž naj́ıt jako pr̊useč́ık této kružnice s po-
lopř́ımkou p, viz obrázek 5.

A

B

vL

vT

P

p

C

D

Obrázek 5: Bod P je pr̊useč́ıkem Apollóniovy kružnice s polopř́ımkou p

2 Tento poznatek lze odvodit např. pomoćı analytické geometrie, přičemž je vhod-
né volit soustavu souřadnic tak, aby body A, B ležely na ose x; viz [Nah, str. 31–32].
Jiný d̊ukaz založený na vektorovém počtu lze naj́ıt na stránce [Wi]. Důkaz využ́ıvaj́ıćı
pouze syntetické geometrie je popsán v [Šed, str. 14–16].
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Předchoźı úloha bývá někdy formulována tak, že lod’ vyplouvaj́ıćı
z bodu B se snaž́ı dostihnout lod’ pluj́ıćı po polopř́ımce p (viz [Wi]).
Pokud jsou body A, B dostatečně bĺızko, pak úloha může mı́t řešeńı
i v př́ıpadě vT < vL. Může se dokonce stát, že Apollóniova kružnice
protne polopř́ımku ve dvou bodech – úloha pak má dvě řešeńı.

5 Závěr

Daľśı úlohy souvisej́ıćı se 70-B-I-6 lze naj́ıt v archivu matematické
olympiády [MO], doporučujeme zejména úlohy 58-B-I-4 a 58-B-II-2.
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CIFERNÝ SOUČET

Antońın Jančař́ık

V běžné školské matematice se s ciferným součtem setkáváme
předevš́ım v rámci tématu Dělitelnost, kdy je ciferný součet využ́ıván
pro ověřeńı dělitelnosti č́ısly 3 a 9. Zde také můžeme nalézt i alternovaný
ciferný součet, který je využ́ıván pro ověřeńı dělitelnosti č́ıslem 11.

Mnohem větš́ı uplatněńı maj́ı ciferné součty v rámci rekreačńı ma-
tematiky. Ciferné součty jsou také často použ́ıvány i v rámci soutěžńıch
úloh v matematické olympiádě. Takové úlohy jsou řešitelné bud’ sta-
noveńım okrajových podmı́nek, výčtem prvk̊u a rozborem jednotlivých
možnost́ı, nebo popsáńım hledaného č́ısla pomoćı rovnice vycházej́ıćı
z dekadického rozvoje hledaného č́ısla. Při řešeńı některých úloh je nutné
oba postupy kombinovat. V tomto ohledu je typická i úloha 70-C-I-1 ma-
tematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Určete všechny dvojice (m,n) přirozených č́ısel, pro něž plat́ı

m+ s(n) = n+ s(m) = 70,

kde s(a) znač́ı ciferný součet přirozeného č́ısla a.

Při řešeńı úloh s ciferným součtem často potřebujeme pracovat s jed-
notlivými č́ıslicemi v dekadickém zápisu č́ısla. Abychom si tyto výpočty
zjednodušili, použ́ıváme následuj́ıćı značeńı:

Necht’ a0, a1, a2, ..., ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} a přirozené č́ıslo
n = 10k · ak + 10k−1 · ak−1 + ...+ a0, pak znač́ıme n = akak−1...a0.

Samozřejmě s(n) = ak + ak−1 + ...+ a0.

1 Odhady a výčty možnost́ı

Jak již bylo zmı́něno v úvodu, typickým př́ıstupem při řešeńı úloh s cifer-
ným součtem je odhad množiny, ve které může ležet řešeńı a následné
ověřeńı platnosti požadované podmı́nky pro každý prvek z této množiny.
V následuj́ıćım textu naleznete několik úloh, které tento př́ıstup demon-
struj́ı.

Úloha 1.1. Nalezněte trojciferné č́ıslo n takové, že jeho ciferný součet
je a) nejmenš́ı možný, b) nejvěťśı možný.

Rozhodněte, zda je toto č́ıslo určeno zadáńım jednoznačně.
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Řešeńı. Necht’ n je trojciferné č́ıslo.
Je zjevné, že ciferný součet trojmı́stného č́ısla n nemůže být nulový,

protože prvńı č́ıslice č́ısla n v dekadickém zápise nemůže být nulová.
Pokud má být ciferný součet s(n) nejmenš́ı možný, tak jako prvńı

kandidát přicháźı v úvahu č́ıslo 1. A vskutku s(100) = 1 a n = 100
je trojciferným č́ıslem s minimálńım ciferným součtem. Protože č́ıslo
s ciferným součtem 1 se muśı skládat ze dvou č́ıslic 0 a jedné č́ıslice 1
a prvńı č́ıslice v dekadickém zápise č́ısla n muśı být nenulová, je č́ıslo
n = 100 jediným řešeńım.

Na druhou stranu, dekadický zápis č́ısla n se skládá ze tř́ı č́ıslic,
které jsou maximálně rovny 9. Proto ciferný součet může být maximálně
27 = 3 · 9. A vskutku, s(999) = 27 a n = 999 je zjevně jediným troj-
ciferným č́ıslem, jehož ciferný součet je roven 27.

Úloha 1.2. Nalezněte trojciferné č́ıslo dělitelné 9 takové, že jeho ciferný
součet je a) nejmenš́ı možný, b) nejvěťśı možný.

Rozhodněte, zda je toto č́ıslo určeno zadáńım jednoznačně, pokud ne,
určete nejmenš́ı a nejvěťśı č́ıslo s danou vlastnost́ı.

Řešeńı. Necht’ n je trojciferné č́ıslo. Vı́me, že č́ıslo n je dělitelné 9, právě
tehdy, když jeho ciferný součet je dělitelný 9.

Nejprve vyřeš́ıme př́ıpad b). Největš́ı možný ciferný součet troj-
mı́stného č́ısla dělitelný 9 je 27. Hledané č́ıslo je tedy n = 999 a toto
řešeńı je jednoznačné.

Nyńı přistupme k př́ıpadu a). Nejmenš́ım č́ıslem z intervalu 1 až 27,
které je dělitelné 9 je č́ıslo 9. Řešeńım budou všechna trojciferná č́ısla,
jejichž ciferný součet je roven 9. Těchto č́ısel je v́ıce. Nejmenš́ı z nich je
č́ıslo 108 a největš́ı 900.

Úloha 1.3. Nalezněte trojciferné č́ıslo dělitelné 7 takové, že jeho ciferný
součet je a) nejmenš́ı možný, b) nejvěťśı možný.

Rozhodněte, zda je toto č́ıslo určeno zadáńım jednoznačně, pokud ne,
určete nejmenš́ı a nejvěťśı č́ıslo s danou vlastnost́ı.

Řešeńı. Necht’ n je trojciferné č́ıslo.
Nejprve budeme hledat č́ıslo s nejmenš́ım ciferným součtem.
Pokud s(n) = 1, tak n = 100 a 7 neděĺı n.
Pokud s(n) = 2, tak n ∈ {101, 110, 200}, ale žádné z těchto č́ısel neńı

dělitelné 7.
Přistupme k s(n) = 3, potom n ∈ {102, 111, 120, 201, 210, 300}

a pouze č́ıslo 210 je dělitelné 7. Tedy n = 210 a úloha má jednoznačné
řešeńı.



C1 91

Obdobně můžeme postupovat při hledáńı č́ısla s největš́ım ciferným
součtem.

Pokud s(n) = 27, tak n = 999 a 7 neděĺı n.
Pokud s(n) = 26, tak n ∈ {998, 989, 899}, ale žádné z těchto č́ısel

neńı dělitelné 7.
Přistupme k s(n) = 25, potom n ∈ {997, 988, 979, 898, 889, 799}

a pouze č́ıslo 889 je dělitelné 7. Tedy n = 889 a úloha má jednoznačné
řešeńı.

Úloha 1.4. Nalezněte čtyřciferné č́ıslo n = abcd takové, že existuj́ı
přirozená č́ısla k, l, m tak, že k2 = n = abcd, l2 = ab a m2 = cd.

Řešeńı. Úlohu lze samozřejmě řešit výčtem, tedy vypsáńım všech
68 př́ıpad̊u čtyřciferných druhých mocnin (322, . . . , 992), to však neńı
nutné. Stač́ı si uvědomit, že podmı́nka ze zadáńı (k2 = 100l2 + m2) je
triviálně splněna, pokud 0 = m = m2. Ovšem středoškolská matema-
tika nechápe nulu jako přirozené č́ıslo. Neńı splněn požadavek ze zadáńı.
Nicméně triviálńım řešeńım jsou n = 1600, 2500, 3600, 4900, 6400, 8100.

Otázkou z̊ustává, zda neexistuje ještě jiné řešeńı. Pro nalezeńı všech
řešeńı můžeme použ́ıt známý vztah (n + 1)2 = n2 + (2n + 1). Protože
daľśı řešeńı úlohy se nemůže od známých triviálńıch řešeńı lǐsit o v́ıce
než o 100, dostáváme omezeńı k < 50. Muśıme tedy ještě ověřit př́ıpad
k = 41. Vskutku n = 412 = 1681 je daľśım (a jediným netriviálńım)
řešeńım celé úlohy.

2 Využit́ı rovnost́ı

Druhým př́ıstupem, který můžeme při řešeńı úloh s ciferným součtem
využ́ıt, je přepsáńı požadavk̊u pomoćı rovnic a nerovnic. Uvedený postup
budeme demonstrovat na následuj́ıćı úloze:

Úloha 2.1. Nalezněte všechna taková dvouciferná č́ısla, pro která plat́ı,
že jejich ciferný součet je dvojnásobkem ciferného součtu tohoto č́ısla
zvěťseného o jeho ciferný součet.

Řešeńı. Necht’ n = ab je dvojciferné č́ıslo.
Nejprve si zaṕı̌seme podmı́nku ze zadáńı: s(n) = 2 · s(n+ s(n)).
Je zjevné, že s(n) ≤ 18 je sudé a s(n+ s(n)) < 10.
Nejprve předpokládejme, že druhé č́ıslo je také dvojmı́stné, tedy n+

s(n) = cd. Tedy plat́ı 10a+b+a+b = 10c+d a současně a+b = 2(c+d).
Úpravou prvńı rovnice dostáváme 9a = 6c− 3d.
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Protože cd > ab a c + d < a + b, tak muśı platit c > a a d < b.
Protože a+ b < 20, tak mohou nastat jen dva př́ıpady:

• c = a+ 1
• c = a+ 2.

Uvažujme nejprve př́ıpad c = a + 1. Po dosazeńı do a − 1 = c do
rovnice 9a = 6c − 3d dostáváme po úpravách c + d = 3. Mohou tedy
nastat jen dvě možnosti: cd = 21 a n = 15 a cd = 30 a n = 24.

Nyńı uvažujme př́ıpad c = a+2. Po dosazeńı do a−2 = c do rovnice
9a = 6c− 3d dostáváme po úpravách c+ d = 6. Protože a+ b = 12, tak
n ≥ 39 a tud́ıž cd ≥ 51. Opět dostáváme dvě řešeńı: cd = 51 a n = 39
a cd = 60 a n = 48.

Zbývá nám vyřešit př́ıpad, kdy n+s(n) je trojmı́stné, tedy n+s(n) =
1cd. Vı́me, že a+ b = 2 · (1 + c+ d) a 10a+ b+ a+ b = 100 + 10c+ d.
Po dosazeńı do druhé rovnice dostáváme 9a = 96 + 6c− 3d.

Protože a+ b < 20, muśı platit c = 0, nebo c = 1 a současně a = 8,
nebo a = 9. Postupně rozebereme všechny 4 možnosti:

• c = 0 a a = 9, pak d = 5 a n = 93 je řešeńım.
• c = 0 a a = 8, pak muśı být d = 8 a ciferný součet n = 80+ b muśı

být 18, což neńı možné.
• c = 1 a a = 9, pak muśı být d = 7 a n = 93 je řešeńım.
• c = 1 a a = 8, pak muśı být d = 10, což neńı možné.

Podmı́nku ze zadáńı splňuje následuj́ıćıch šest č́ısel: 21, 30, 51, 60,
93 a 99.
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SKLÁDÁNÍ DLAŽDIC

Antońın Jančař́ık

V rekreačńı matematice se setkáváme s celou řadou úloh, které po
řešiteli vyžaduj́ı doplnit tabulku dle zadaných požadavk̊u (např. magické
a latinské čtverce) či pokrýt tabulku útvary nejr̊uzněǰśıch tvar̊u (např.
pentomino).

Existuj́ı dva základńı př́ıstupy, jak lze takovou úlohu řešiteli předložit.
V prvńım typu zadáńı je úloha předkládána konkrétně. Jde o nalezeńı
konkrétńıho řešeńı pro tabulku dané velikosti. U druhého typu zadáńı
je požadováno, aby řešitel rozhodl, pro které tabulky požadované řešeńı
existuje. Takto formulovaná úloha je náročněǰśı, protože od řešitele zpra-
vidla vyžaduje nejen nalézt konkrétńı řešeńı, ale také jeho zobecněńı pro
širš́ı množinu zadáńı a v neposledńı řadě také d̊ukaz, proč v ostatńıch
př́ıpadech řešeńı neńı možné. Do této skupiny úloh patř́ı i úloha 70-C-I-2
matematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Určete, pro která přirozená č́ısla n lze tabulku n × n vyplnit č́ısly
2 a −1 tak, aby součet všech č́ısel v každém řádku a v každém sloupci
byl roven 0.

Při řešeńı takto formulované úlohy je ćılem stanovit postačuj́ıćı a nut-
nou podmı́nku, kdy je zadáńı splněno.

Nutná podmı́nka je taková, která když neńı splněna, tak úloha nemá
řešeńı. Pozor: splněńı nutné podmı́nky ještě neznamená, že úloha má
řešeńı.

Postačuj́ıćı podmı́nka je taková, která když je splněna, tak úloha
má řešeńı. Pozor: nesplněńı postačuj́ıćı podmı́nky ještě neznamená, že
úloha nemá řešeńı.

1 Návodné úlohy

Úloha 1.1. Určete, pro která přirozená č́ısla n lze nalézt n r̊uzných
prvoč́ısel tak, aby jejich součet byl sudý.

Řešeńı. Nejmenš́ım prvoč́ıslem je č́ıslo 2, které je zároveň jediným
sudým prvoč́ıslem.

Pro n = 1 tak existuje řešeńı, vezmeme jako prvoč́ıslo č́ıslo 2.
Pro n = 2k je řešeńı nasnadě, vezmeme 2k r̊uzných lichých prvoč́ısel,

nebot’ součet sudého počtu lichých č́ısel je sudý.
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Pro n = 2k + 1 je řešeńı také jednoduché, vezmeme č́ıslo 2 a 2k
r̊uzných lichých prvoč́ısel.

Úloha má řešeńı pro všechna n přirozená.

Úloha 1.2. Určete, pro která přirozená č́ısla n lze tabulku n×n vyplnit
navzájem r̊uznými prvoč́ısly tak, aby součet všech č́ısel v každém řádku
a v každém sloupci byl sudý.

Řešeńı. Z předchoźı úlohy v́ıme, že pro libovolné n přirozené lze nalézt
n r̊uzných prvoč́ısel tak, že jejich součet je sudý. Ovšem pokud je n liché,
muśı být mezi těmito prvoč́ısly vždy č́ıslo 2.

Nyńı přejděme k naš́ı úloze:
Pokud je n sudé, stač́ı tabulku naplnit navzájem r̊uznými lichými

prvoč́ısly a máme požadované řešeńı, nebot’ součet sudého počtu lichých
č́ısel je sudé.

Pokud je n liché, nemůže tabulka obsahovat dva r̊uzné řádky, protože
pak by v obou muselo být č́ıslo 2 a to zadáńı neumožňuje. Nicméně pro
n = 1 existuje řešeńı – tabulka obsahuj́ıćı jediné prvoč́ıslo a to č́ıslo 2.

Úloha má řešeńı pro n = 1 a pro všechna n sudá.

Úloha 1.3. Určete, pro která přirozená č́ısla n lze nalézt n r̊uzných
prvoč́ısel tak, aby jejich součet byl dělitelný 6.

Řešeńı. Necht’ k ≥ 1 Uvažujme č́ısla ve tvaru 6k, 6k+ 1, 6k+ 2, 6k+ 3,
6k + 4 a 6k + 5. Je zjevné, že č́ısla ve tvaru 6k, 6k + 2, 6k + 3 a 6k + 4
nemohou být prvoč́ısly (jsou dělitelná dvěma či třemi).

Necht’ n = 2l, pokud sečteme l prvoč́ısel ve tvaru 6k+ 1 s l prvoč́ısly
ve tvaru 6k+ 5, dostáváme č́ıslo dělitelné šesti. Úloha tak má řešeńı pro
n sudé.

Muśıme však uvažovat ještě daľśı dvě prvoč́ısla, která se našemu
vzoru vymykaj́ı a to č́ısla 2 a 3. Pokud sečteme č́ıslo 2 se dvěma prvoč́ısly
ve tvaru 6k + 5, dostáváme č́ıslo dělitelné šesti. Úloha má tak řešeńı i
pro n = 3, a protože má řešeńı i pro všechna sudá č́ısla, má jistě řešeńı
i pro n = 3 + 2, 3 + 4, . . . Zjǐst’ujeme, že úloha má řešeńı pro všechna
n > 3 lichá.

Úloha má řešeńı pro všechna přirozená n > 1.

2 Hadamardovy matice

Princip využitý pro řešeńı letošńı úlohy z matematické olympiády je
podobný principu, který použil J. J. Sylvestr pro konstrukci Hadamar-
dových matic. Když použijeme jistá zjednodušeńı, tak Hadamardovou
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matićı rozumı́me tabulku n×n, jej́ıž pole jsou vybarvena jednou či dru-
hou barvou tak, že když dáme dva r̊uzné řádky vedle sebe, tak se barvy
přesně pro polovinu poĺı shoduj́ı a pro druhou polovinu poĺı lǐśı. Na
obrázku 1 vid́ıte dva řádky délky 8, které tuto podmı́nku splňuj́ı. Barvy
se shoduj́ı v 1, 2, 4 a 7 sloupci a lǐśı ve 3, 5, 6 a 8.

Obr. 1: Porovnáńı barev řádk̊u

Je zjevné, že nutnou podmı́nkou pro sestrojeńı Hadamardovy matice
je, aby n bylo sudé, s jedinou výjimkou, že n = 1.

Úloha 2.1. Sestrojte Hadamardovu matici 2× 2.

Řešeńı. Hadamardova matice muśı mı́t v jednom (např. prvńım) sloupci
stejné barvy a ve druhém r̊uzné. Hadamardova matice 2×2 tedy vypadá
(až na prohozeńı řádk̊u, sloupc̊u či barev) takto:

Obr. 2: Hadamardova matice 2× 2

Pro daľśı úlohu si zavedeme negaci Hadamardovy matice. Necht’ H
je Hadamardova matice n × n, negaćı Hadamardovy matice rozumı́me
tabulku n×n takovou, že jsou u všech poĺı prohozeny barvy, tedy všechna
pole, která byla v matici H obarvena prvńı barvou, jsou v negaci H
(znač́ıme −H) obarvena druhou barvou a naopak. Na obrázku 3 vid́ıme
Hadamardovu matici a jej́ı negaci.
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Obr. 3: Negace Hadamardovy matice 2× 2

Úloha 2.2. Necht’ H je Hadamardova matice, dokažte, že i jej́ı negace
−H je Hadamardova matice.

Řešeńı. Vezměmě si dva řádky −H. Pokud se shodovaly u dvou poĺı
v matici H, shoduj́ı se i v matici −H, jen maj́ı druhou z barev. Obdobně,
pokud se barvy poĺı lǐsily v H, lǐśı se i v −H. Zjǐst’uje, že počet poĺı, na
kterých se barvy shoduj́ı je stejný v H i −H. Protože H je Hadamardova
matice, shodovaly se barvy u poloviny poĺı řádku. To samé muśı platit
i pro −H, a proto je −H Hadamardova matice.

Úloha 2.3. Necht’ H je Hadamardova matice n×n, dokažte, že i tabulka
K o rozměrech 2n×2n sestrojená dle obrázku 4, je Hadamardova matice.

Obr. 4: Sylvesterova konstrukce

Řešeńı. Vezměme si dva r̊uzné řádky K.
Může nastat jeden ze tř́ı následuj́ıćıch př́ıpad̊u, které si následně

rozebereme:

• Oba řádky patř́ı do horńı (resp. spodńı) poloviny tabulky K.
• Jeden řádek je z horńı poloviny a druhý ze spodńı poloviny ta-

bulky K a jedná se o stejné řádky tabulky H.
• Jeden řádek je z horńı poloviny a druhý ze spodńı poloviny ta-

bulky K a jedná se o r̊uzné řádky tabulky H.
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Pokud oba řádky jsou ze stejné poloviny tabulkyK, tak se na prvńıch
n pozićıch lǐśı přesně v polovině poĺı (protože H je Hadamardova matice)
a na druhých n pozićıch se lǐśı také přesně v polovině poĺı (protože H
(resp. −H) je Hadamardova matice).

Pokud je jeden řádek z horńı poloviny a druhý ze spodńı poloviny
tabulky K a jedná se o stejné řádky tabulky H, tak se na prvńıch n
pozićıch u všech poĺı barvy shoduj́ı a na druhých n pozićıch se barvy
u všech poĺı lǐśı, protože se jedná o řádek a jeho negaci.

Zbývá nám posledńı př́ıpad, kdy je jeden řádek z horńı poloviny a
druhý ze spodńı poloviny tabulky K a jedná se o r̊uzné řádky tabulky
H. Protože se jedná o r̊uzné řádky tabulky H, tak se tyto řádky na
prvńıch n pozićıch lǐśı přesně v polovině poĺı. Oba řádky se ale lǐśı přesně
v polovině poĺı u na druhých n pozićıch, ale jedná se přesně doplňková
pole. Tam kde se řádky v prvńı n-tici lǐsily, ve druhé se shoduj́ı a vice
versa.

Zjǐst’ujeme, že tabulka K je Hadamardovou matićı.

Hadamardovy matice jsou využ́ıvány pro konstrukci ortogonálńıch
kód̊u, které slouž́ı k paralelńımu přenosu informace k v́ıce př́ıjemc̊um
současně. Vı́ce o tomto tématu naleznete v ńıže doporučené literatuře.
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(SNAD) JEDNODUCHÁ GEOMETRIE

Jan Krejč́ı

Ćılem tohoto př́ıspěvku je čtenáře seznámit s technikami, které mu
napomohou při řešeńı letošńı úlohy 70-C-I-3.

V pravoúhlém trojúhelńıku ABC s přeponou AB označme po řadě I a U
střed kružnice mu vepsané a dotykový bod této kružnice s odvěsnou BC.
Určete, jaký je poměr |AC| : |BC|, jsou-li úhly CAU a CBI shodné.

Na začátku nast́ıńıme (nebo pro některé zopakujeme) metody,
kterými lze ukázat, že dva trojúhelńıky jsou shodné. Ač se to může
jevit jako nezaj́ımavá technika, člověk si může usnadnit celou řadu úloh
t́ım, že najde vhodné shodné (nebo podobné) trojúhelńıky. Daľśı část
př́ıspěvku stráv́ıme s úlohami, ve kterých se vyskytuj́ı vepsané kružnice3

a na konci lze pak nalézt několik úloh na procvičeńı.

1 Shodnost

Nejprve si pojd’me ř́ıci, co to vlastně znamená, že dva trojúhelńıky jsou
shodné. Řekneme, že dva trojúhelńıky jsou shodné, pokud z jednoho
umı́me udělat druhý za pomoci otočeńı, posunut́ı nebo překlopeńı. Pro
potřeby řešeńı úloh můžeme použ́ıt následuj́ıćı větu.

Věta 1.1. Dva trojúhelńıky jsou shodné, pokud plat́ı jedna z následuj́ıćıch
podmı́nek:

• trojúhelńıky se shoduj́ı v délkách odpov́ıdaj́ıćıch si stran, (věta sss)
• trojúhelńıky se shoduj́ı v délce dvou stran a úhlu, který tyto dvě

strany sv́ıraj́ı, (věta sus)
• trojúhelńıky se shoduj́ı v délce dvou stran a v úhlu proti věťśı z nich,

(věta Ssu)
• trojúhelńıky se shoduj́ı v délce jedné strany a v obou (vnitřńıch)

úhlech k ńı přilehlých. (věta usu)

Pozor na to, že nestač́ı, aby se dva trojúhelńıky shodovaly v délce
dvou stran a jednom úhlu – je třeba, aby tento úhel byl ve

”
vhodné

poloze“ vzhledem k těmto stranám.

3 Jak kdysi řekl klasik, kam čert nemůže, tam nastrč́ı vepsanou kružnici.
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Úloha 1.2. (MKS 33-2-1) Alča jednou ve svém sešitě našla narýsované
dva trojúhelńıky, které se shodovaly ve velikostech všech vnitřńıch úhl̊u
a v délkách dvou stran, ale přesto nebyly shodné. Nalezněte dva takové
trojúhelńıky.

Pro potřeby našeho př́ıkladu dodejme, že dva trojúhelńıky nazveme
podobné,4 pokud velikosti odpov́ıdaj́ıćıch si vnitřńıch úhl̊u jsou stejné,
nebo ekvivalentně, pokud poměry odpov́ıdaj́ıćıch si stran jsou stejné.

Řešeńı. Uvažujme dva trojúhelńıky, z nichž jeden má délky stran 16,
24, 36 a druhý 24, 36 a 48.

Prvně, v obou př́ıpadech se jedná o trojúhelńıky, protože splňuj́ı
trojúhelńıkové nerovnosti pro libovolnou volbu stran. Druhak, tyto
trojúhelńıky jsou podobné, protože poměry stran v pořad́ı, v jakém
byly zadány, jsou rovny třem polovinám. Z toho plyne, že odpov́ıdaj́ıćı
si vnitřńı úhly se rovnaj́ı. Nicméně, jak vidno, trojúhelńıky nejsou
shodné.

2 Vepsaná kružnice

Druhým objektem, který se v zadáńı úlohy vyskytuje, je vepsaná
kružnice, sesterská kružnice ke kružnici opsané. Každá z nich má své
zaj́ımavé vlastnosti a my si zde před řešeńım daľśıch př́ıklad̊u jednu
ukážeme. Druhou pak lze naj́ıt v prvńı úloze v sekci Na procvičeńı.

Jedna z d̊uležitých vlastnost́ı kružnice vepsané je, že body dotyku
této kružnice se stranami trojúhelńıku nám vyt́ınaj́ı na r̊uzných stranách
úseky stejné délky.

Úloha 2.1. (GT) Mějme trojúhelńık ABC. Označme X, Y a Z body
dotyku kružnice vepsané se stranami a, b a c. Pak plat́ı

|BX| = a+ c− b
2

.

Řešeńı. Jak již z obrázku může být patrné, dvojice úseček AY a AZ
stejně jako BX a BZ a nakonec CX a CY jsou stejně dlouhé. Důvod
je ve všech třech př́ıpadech stejný, pojd’me si ho ukázat na dvojici AY
a AZ.

4 Podobnost je vlastnost velmi užitečná, ale v tomto př́ıspěvku s ńı nebudeme
pracovat.
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Označme I střed kružnice vepsané a uvažujme osu vnitřńıho úhlu při
vrcholu A. Ta definuje trojúhelńıky AZI a AIY . Tyto trojúhelńıky jsou
jednak pravoúhlé, protože body Y a Z jsou body dotyku kružnice ve-
psané s trojúhelńıkem ABC, a jednak maj́ı úhly při vrcholu I shodné,
protože totéž plat́ı pro úhly při vrcholu A (ty jsou rovny polovině
úhlu ^BAC). Tedy tyto dva trojúhelńıky jsou shodné podle věty usu,
nebot’ nav́ıc sd́ılej́ı stranu AI. Z toho pak plyne, že strany AY a AZ
maj́ı stejnou délku.

Dále označme délky úseček |AY | = |AZ| = x, |BX| = |BZ| = y,
|CX| = |CY | = z. Pak

a+ c− b
2

=
y + z + x+ y − z − x

2
= y = |BX|.

Všimněme si, že v předchoźı úloze jsme použili shodnost trojúhelńık̊u
na to, abychom dokázali, že dvě úsečky jsou stejně dlouhé. Následuj́ıćı
úloha je zákeřněǰśı v tom, že v jej́ım zadáńı neńı ani zmı́nka o nějaké
vepsané kružnici. V takovém př́ıpadě ji tam muśıme sami naj́ıt.

Úloha 2.2. (MKS 34-2-4) Je dán trojúhelńık ABC s pravým úhlem při
vrcholu A. Označme D patu jeho výšky z vrcholu A. Pro každý vnitřńı
bod X úsečky AD sestrojme bod Y tak, aby platilo

|^Y BC| = 2|^XBC|, |^Y CB| = 2|^XCB|

a body X, Y ležely ve stejné polorovině určené př́ımkou BC. Dokažte,
že hodnota |Y C| − |Y B| nezáviśı na volbě bodu X.

Řešeńı. Vzhledem k podmı́nkám úlohy jsou př́ımky BX a CX osy
vnitřńıch úhl̊u při vrcholech B, C trojúhelńıku BCY . Pr̊useč́ık BX
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a CX je tud́ıž střed kružnice vepsané trojúhelńıku BCY . Označme si
po řadě E a F body dotyku kružnice vepsané se stranami BY a CY .
Vedeme-li z bodu dvě tečny ke kružnici, pak vzdálenost tohoto bodu od
obou bod̊u dotyku je stejná. Proto

|EY | = |FY |, |BE| = |BD| a |CF | = |CD|.

Rozd́ıl tedy můžeme zapsat ve tvaru:

|CY | − |BY | = |CF |+ |FY | − |BE| − |EY | = |CD| − |BD|.

Poloha bodu D nezáviśı na volbě bodu X, proto ani rozd́ıl |CD| − |BD|
na ńı nezáviśı.

Úloha 2.3. (MKS 32-6-3) Mějme trojúhelńık ABC. Nakresĺıme tři
tečny k jeho vepsané kružnici tak, že každá odř́ızne jiný z vrchol̊u
trojúhelńıka. Obvody odř́ıznutých trojúhelńık̊u jsou 1, 2 a 3. Dokažte,
že p̊uvodńı trojúhelńık byl pravoúhlý.

Řešeńı. Označme si K, L, M body dotyku stran trojúhelńıka s kružnićı
vepsanou (viz obrázek). Dále si označme T bod dotyku tečny, která

”
odř́ızla“ bod A, s kružnićı vepsanou. Pr̊useč́ıky téže tečny se stranami
AB a AC označme E a F .

Body K a T jsou body dotyku tečen vedených ke kružnici z téhož
bodu, a tud́ıž plat́ı |EK| = |ET |. Obdobně |FT | = |FM | (tečny z bodu
F ) a |AK| = |AM | (tečny z bodu A). Dı́ky tomu můžeme psát:
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O(4AEF ) = |AE|+ |EF |+ |AF |
= |AE|+ |ET |+ |FT |+ |AF |
= |AE|+ |EK|+ |FM |+ |AF |
= |AK|+ |AM |,

kde O(4AEF ) je obvod trojúhelńıku AEF . Jelikož |AK| = |AM |, plat́ı

|AK| = |AM | = 1

2
O(4AEF ).

Stejným zp̊usobem odvod́ıme, že

|BK| = |BL| = 1

2
O(4BKL), |CL| = |CM | = 1

2
O(4CML).

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že obvody trojúhelńık̊u
u vrchol̊u A, B, C jsou po řadě 1, 2 a 3. Potom je

|AB| = |AK|+ |KB| = 1

2
+

2

2
=

3

2
,

|BC| = |BL|+ |LC| = 2

2
+

3

2
=

5

2
,

a nakonec

|AC| = |AM |+ |MC| = 1

2
+

3

2
= 2.

Nyńı již snadno ověř́ıme, že délky stran trojúhelńıka ABC vyhovuj́ı
Pýthagorově větě, trojúhelńık ABC je tedy pravoúhlý.

V př́ıkladech výše jsme ukázali několik základńıch technik, které se
v úlohách můžou vyskytnout. V daľśı sekci si pak čtenář může tyto
techniky na daľśıch př́ıkladech vyzkoušet.
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3 Na procvičeńı

Úloha 3.1. (GT) Mějme trojúhelńık ABC. Označme ρ poloměr kružnice
do něj vepsané, S obsah tohoto trojúhelńıku a s necht’ znač́ı polovinu jeho
obvodu. Ukažte, že pak

S = ρs.

Úloha 3.2. (MKS 27-3-3) Je dán rovnoramenný trojúhelńık DEF se

základnou EF , |EF | < |DE|. Na polopř́ımce
−−→
FE lež́ı bod K, pro který

|DF | = |FK|, podobně na polopř́ımce
−−→
EF lež́ı bod L, pro něǰz je

|DE| = |EL|. Ukažte, že plat́ı |KD|2 = |DF | · |KL|.

Úloha 3.3. (GT) Na přeponě AB pravoúhlého trojúhelńıku ABC
uvažujme body P a Q takové, že |AP | = |AC| a |BQ| = |BC|. Označme
M pr̊useč́ık kolmice z vrcholu A na př́ımku CP a kolmice z vrcholu B
na př́ımku CQ. Dokažte, že př́ımky PM a QM jsou navzájem kolmé.

Úloha 3.4. (MKS 32-6-4) V ostroúhlém trojúhelńıku ABC označme D
patu výšky z vrcholu A. Na stranách AB a AC najdeme po řadě body E
a F takové, že

|BE| = |BD| a |CF | = |CD|.

Kolmice na stranu AB vedená bodem B a kolmice na stranu AC vedená
bodem C se protnou v bodě S. Dokažte, že

|SE| = |SF |.

4 Literatura
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ALGEBRAICKÉ VÝRAZY

A JEJICH HODNOTY

Jakub Löwit

Určováńı č́ıselných hodnot, kterých může nabývat daný výraz, je
základńı matematickou dovednost́ı. S podobnými otázkami se setkáváme
od základńı školy, tam ale jejich význam dozajista nekonč́ı. Určováńı
možných hodnot r̊uzných funkćı je totiž d̊uležité jak pro řešeńı r̊uzných
praktických problémů, tak pro řešeńı otázek čistě teoretických.

Během minulých stolet́ı už samozřejmě byly vyvinuty metody, jak se
s takovými problémy popasovat – mnoho z nich spadá do oboru mate-
matické analýzy. Zabývat se takovou teoríı ale ted’ nebude naš́ım ćılem.
Mnoho pěkných úloh jde totiž vyřešit i bez ńı, a často dokonce rychleji
a elegantněji. Takové úlohy se pak nezř́ıdka objevuj́ı v matematických
soutěž́ıch všech úrovńı. A ačkoli to tak na prvńı pohled nemuśı vypadat,
úlohy tohoto typy mohou být i poměrně pestré.

Pod́ıvejme se nyńı na zadáńı úlohy 70-C-I-4 kategorie C letošńıho
ročńıku matematické olympiády.

Určete, jakých hodnot m̊uže nabývat výraz

a+ bc

a+ b
+
b+ ca

b+ c
+
c+ ab

c+ a
,

jsou-li a, b, c kladná reálná č́ısla se součtem 1.

Vskutku, naš́ım úkolem je naj́ıt hodnoty jistého – algebraického, pra-
videlně vyhĺıžej́ıćıho a velmi pěkného – výrazu. Hodnoty dosazovaných
proměnných jsou přitom omezené daľśımi podmı́nkami. Pojd’me si tedy
ukázat, jak k takové úloze v̊ubec přistoupit.

1 Př́ımé dosazováńı

Umı́me-li z podmı́nek některou proměnnou vyjádřit pomoćı zbylých,
můžeme za ni do výrazu zkrátka a dobře dosadit. T́ım se podmı́nky
rovnou zbav́ıme a úloha se s trochou štěst́ı zjednoduš́ı. Předved’me si to
na na př́ıkladu.

Úloha 1.1. Reálná č́ısla x, y, z splňuj́ı xyz = 1. Určete všechny možné
hodnoty výrazu

1

1 + x+ xy
+

1

1 + y + yz
+

1

1 + z + zx
.
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Řešeńı. Dı́ky dané podmı́nce jsou zřejmě všechna tři č́ısla nenulová. Bez
problému tedy do výrazu můžeme dosadit z = 1

xy . Po drobné úpravě tak
dostáváme

1

1 + x+ xy
+

1

1 + y + 1
x

+
1

1 + 1
xy + 1

y

.

Rozš́ı̌ŕıme-li nyńı druhé dva zlomky neunulovými č́ısly x resp. xy,
dostáváme

1

1 + x+ xy
+

x

1 + x+ xy
+

xy

1 + x+ xy
=

1 + x+ xy

1 + x+ xy
= 1.

Pro č́ısla x, y, z splňujćı xyz = 1 má proto výraz vždy hodnotu 1.

2 Chytré úpravy

Př́ımé dosazováńı však často nestač́ı. Problémů je hned několik. Předně
se může stát, že žádnou proměnnou z podmı́nek zkrátka vyjádřit nejde.
I v př́ıpadě, že se nám to povede, ale ještě nemuśıme mı́t vyhráno –
s novým výrazem je třeba dál pracovat. A dosazeńı může porušit jeho
přehlednost a pravidelnost.

Úloha 2.1. Určete, jakých hodnot m̊uže nabývat výraz

V = ab+ bc+ cd+ da,

splňuj́ı-li reálná č́ısla a, b, c, d dvojici podmı́nek

2a− 5b+ 2c− 5d = 4,

3a+ 4b+ 3c+ 4d = 6.

[63. MO, C-I-1]

Řešeńı. Samozřejmě můžeme zač́ıt př́ımočaře vyjadřovat proměnné
z podmı́nek a dosazovat do p̊uvodńıho výrazu. Pokud neuděláme chybu,
tato metoda povede k ćıli. Pojd’me si ale mı́sto toho raději ukázat kratš́ı
řešeńı. Pro začátek chytře upravme

V = ab+ bc+ cd+ da = b(a+ c) + d(a+ c) = (a+ c)(b+ d).

K vyřešeńı úlohy proto stač́ı hledat možné dvojice hodnot x = (a + c),
y = (b + d). Sečteńım resp. odečteńım daných podmı́nek dostaneme
novou dvojici rovnic

5(a+ c)− (b+ d) = 10,

(a+ c) + 9(b+ d) = 2.
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Stač́ı tedy vyřešit soustavu

5x− y = 10,

x+ 9y = 2.

Ta má jednoznačné řešeńı (x, y) = (2, 0). Zpětným dosazeńım do upra-
veného výrazu V proto dostáváme V = (a+ c)(b+ d) = 2 · 0 = 0. To je
jeho jediná možná hodnota za daných podmı́nek.

Jak jsme již poznamenali, předchoźı úlohu je stále možné př́ımočaře
vyřešit dosazeńım. U jiných úloh ale nezbývá, než trochu experimento-
vat – výraz poupravit, zjednodušit, zachovat jeho pravidelnost, občas
si vypomoci podmı́nkami. Samozřejmě může chv́ıli trvat, než na takové
řešeńı přijdeme. Mnohdy je pak ale velmi krátké a pěkné. Předved’me si
to na daľśı úloze.

Úloha 2.2. Ukažte, že pokud pro nenulová reálná č́ısla a, b, c plat́ı
rovnost

a− b
c

+
b− c
a

+
c− a
b

= 0,

tak se některá dvě z těchto tř́ı č́ısel rovnaj́ı.

Řešeńı. Po prvńım pohledu do zadáńı v̊ubec neńı jasné, co dělat. Za-
daná rovnost je sice pěkně pravidelná, intuitivně ale trochu nepř́ıstupná.
Zkusme ji proto upravit do přehledněǰśıho tvaru vynásobeńım nenu-
lovým č́ıslem abc:

ab(a− b) + bc(b− c) + ca(c− a) = 0.

Nyńı přicháźı hlavńı trik: chceme-li ukázat, že se některé dvě z č́ısel a,
b, c rovnaj́ı, stač́ı ukázat nulovost součinu (a − b)(b − c)(c − a). Ten se
ale skutečně nuluje, nebot’ roznásobeńım źıskáme

(a− b)(b− c)(c− a) = abc− abc+ b2a− a2b+ c2b− b2c+ a2c− c2a

= −[ab(a− b) + bc(b− c) + ca(c− a)] = 0,

kde posledńı rovnost vyplývá z předchoźı úpravy zadaného výrazu. Tedy
(a − b)(b − c)(c − a) = 0, takže některá dvě z č́ısel a, b, c se skutečně
muśı rovnat.
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3 Odhady a nerovnosti

Řešeńı bohužel nemuśı vždy vyj́ıt jediné – obory hodnot mohou být
tvořeny r̊uznými intervaly atd. Určováńı všech možných hodnot – nebo
alespoň maxim a minim – takových výraz̊u je ale stále smysluplným
úkolem. Nejjednodušš́ım zp̊usobem, jak omezit hodnoty nějakého výrazu
je následuj́ıćı fakt:

Součet druhých mocnin několika reálných č́ısel je vždy nezáporný.

Ačkoli to může zńıt banálně, použit́ı této skutečnosti vyřeš́ı nejednu
úlohu. Předved’me si pro začátek jedno šikovné tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.1. Pro libovolná reálná č́ısla x, y plat́ı odhad x2 + y2 ≥ 2xy.

D̊ukaz. Vskutku, dokazovanou nerovnost lze ekvivalentně upravit na

x2 − 2xy + y2 ≥ 0,

přičemž levá strana je rovna výrazu (x − y)2, který skutečně nabývá
pouze nezáporných hodnot.

Zkusme si tedy vyřešit nějakou olympiádńı úlohu, tentokrát z kraj-
ského kola kategorie B.

Úloha 3.2. Pro nezáporná reálná č́ısla a, b plat́ı a + b = 2. Určete
nejmenš́ı a nejvěťśı možnou hodnotu výrazu

V =
a2 + b2

ab+ 1
.

[68. MO, B-II-1]

Řešeńı. Snadnou úpravou a následným využit́ım podmı́nky (a+ b) = 2
dostáváme

V =
a2 + b2

ab+ 1
=

(a+ b)2 − 2ab

ab+ 1
=

4− 2ab

1 + ab
.

Všimněme si, že výraz na pravé straně klesá s rostoućı hodnotou
nezáporného č́ısla ab. K určeńı jeho maxima a minima proto stač́ı určit
a dosadit minimum a maximum hodnoty ab za daných podmı́nek a ≥ 0,
b ≥ 0, a+ b = 2.

Protože č́ısla a, b jsou nezáporná, jistě plat́ı ab ≥ 0. Pro vyhovuj́ıćı
dvojice (a, b) = (0, 2) a (a, b) = (2, 0) přitom skutečně ab = 0. Tedy 0 je
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nejmenš́ı možnou hodnotou ab, takže největš́ı možná hodnota výrazu V
je rovna

4− 2 · 0
1 + 0

= 4.

Zkusme nyńı určit největš́ı možnou hodnotu výrazu ab za daných
podmı́nek. Použit́ım výše dokázaného tvrzeńı pro č́ısla x =

√
a, y =

√
b

dostáváme
2 = a+ b = x2 + y2 ≥ 2xy = 2

√
ab.

Umocněńım na druhou a snadnou úpravou proto źıskáváme odhad
1 ≥ ab. Pro vyhovuj́ıćı dvojici č́ısel (a, b) = (1, 1) přitom opravdu ab = 1.
Tedy největš́ı možná hodnota ab je rovna 1. Nejmenš́ı možná hodnota
výrazu V je proto rovna

4− 2 · 1
1 + 1

= 1.

T́ım jsme hotovi, výraz V má za daných podmı́nek největš́ı hodnotu
4 a nejmenš́ı hodnotu 1.

Poznamenejme, že při použit́ı předchoźıho tvrzeńı v řešeńı úlohy jsme
vyvodili, že pro libovolná nezáporná č́ısla a, b plat́ı

a+ b ≥ 2
√
ab.

Zde je ale opravdu třeba, aby č́ısla a, b byla nezáporná – např́ıklad pro
a = −1 = b nerovnost zřejmě neplat́ı. Tato ekvivalentńı forma našeho
tvrzeńı je při zdoláváńı r̊uzných nerovnost́ı také velmi užitečná.
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PODOBNÉ TROJÚHELNÍKY

A POMĚRY DÉLEK

Šárka Gergelitsová

Při řešeńı mnohých geometrických úloh, úlohy Matematické olym-
piády nevyj́ımaje, využijeme podobnost trojúhelńık̊u, rovnoběžnost
a známé poměry délek úseček.

Patř́ı k nim i úloha 70-C-I-5, jej́ıž zadáńı zńı:

Je dán trojúhelńık ABC s těžǐstěm T . Na př́ımkách AT a BT jsou
zvoleny po řadě body E a F tak, že čtyřúhelńık TECF je rovnoběžńık.
Dokažte, že úsečky AC a BC děĺı úsečku EF na tři shodné části.

1 Středńı př́ıčky trojúhelńıku

Připomeňme si následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.1. Středy stran libovolného čtyřúhelńıku jsou vrcholy rovno-
běžńıku.

D̊ukaz. Označme vrcholy daného čtyřúhelńıku A,B,C,D a středy jeho
stran AB, BC, CD,DA po řaděK,L,M,N . Potom jeKL středńı př́ıčka
trojúhelńıku ABC rovnoběžná se stranou AC. Trojúhelńıky ABC, KBL
jsou podobné, |AB| = 2 |KB|, |AC| = 2 |KL|. Podobně je MN středńı
př́ıčka trojúhelńıku CDA rovnoběžná se stranou AC. Délky úseček KL,
MN jsou proto shodné, rovné polovině délky úsečky AC. Tud́ıž také
KN ‖ BD ‖ LM . Všimněme si, že daný čtyřúhelńık nemuśı být kon-
vexńı.
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Obr. 1: Konvexńı a nekonvexńı čtyřúhelńık
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K dokončeńı d̊ukazu, že KLMN je rovnoběžńık, ještě muśıme ověřit,
že body K,L,M,N nelež́ı v jedné př́ımce. Protože ABCDA je lomená
čára, jej́ıž úsečky se neprot́ınaj́ı, nemůže být AC ‖ BD (a tedy ani
KL ‖ KN). Zd̊uvodńıme to sporem: Pokud by bylo AC ‖ BD, pak by
se prot́ınaly bud’ úsečky AD a CB, nebo úsečky AB a CD.

Tvrzeńı 1.2. Je dán trojúhelńık ABC a body K, L po řadě na př́ımkách
AC, BC r̊uzné od bod̊u A, B, C takové, že KL ‖ AB. Označme Sc
střed AB. Potom př́ımka CSc p̊uĺı úsečku KL. (Ledabyle řečeno: Těžnice
trojúhelńıku p̊uĺı všechny př́ıčky rovnoběžné s př́ıslušnou základnou.)

D̊ukaz. Toto tvrzeńı je snadným zobecněńım tvrzeńı o středńı př́ıčce.
Označme M pr̊useč́ık těžnice z vrcholu C s úsečkou KL (obr. 2 vlevo).
Trojúhelńıky AScC, KMC jsou podobné, |ASc| : |KM | = |ScC| : |MC|.
Trojúhelńıky ScBC, MLC jsou podobné, |ScB| : |ML| = |ScC| : |MC|.
Proto |ASc| : |KM | = |ScB| : |ML|.

Odtud |ASc| : |ScB| = |KM | : |ML|, a tedy |KM | = |ML|.
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Obr. 2: Rovnoběžky se základnami

Tvrzeńı 1.3. Je-li ABCD rovnoběžńık nebo lichoběžńık se základnami
AB, CD, bod P střed úsečky AB, bod Q střed úsečky CD, pak úsečka
PQ p̊uĺı všechny př́ıčky čtyřúhelńıku ABCD rovnoběžné s AB. (Ledabyle
řečeno: Spojnice střed̊u základen lichoběžńıku p̊uĺı všechny rovnoběžky se
základnami.)

D̊ukaz. Toto tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem předchoźıho tvrzeńı (viz
obr. 2 vpravo).
Označme K,L krajńı body a M střed př́ıčky rovnoběžné se stranou AB
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daného čtyřúhelńıku. Je-li ABCD rovnoběžńık, jsou APMK, PBLM
shodné rovnoběžńıky, a tedy |KM | = |ML|. Je-li ABCD lichoběžńık,
sestroj́ıme pr̊useč́ık R př́ımek BC, AD a použijeme předchoźı tvrzeńı
pro trojúhelńık ABR s př́ıčkami CD a KL. Těžnice trojúhelńıku ABR
procháźı středem P strany AB, středem Q př́ıčky CD, i středem M
př́ıčky KL.

Úloha 1.4. Je dán trojúhelńık ABC, body D, E, F jsou po řadě středy
stran AB, BC a AC. Dokažte, že př́ımka AE a př́ımka f s ńı rovnoběžná
vedená bodem F děĺı úsečku DC na tři shodné části.

Řešeńı. Označme pr̊useč́ıky př́ımek AE, f s úsečkou DC po řadě G, H.
Úsečky AE, DC jsou těžnice trojúhelńıku, prot́ınaj́ı se tedy v těžǐsti, ve
své třetině. Př́ımka f je rovnoběžka se stranou AE trojúhelńıku AEC
a procháźı středem strany AC. Proto jsou trojúhelńıky FHC, AGC
podobné a |HC| : |GC| = |FC| : |AC| = 1 : 2. Bod H je tedy středem
úsečky GC. Body G, H děĺı úsečku CD na třetiny.

bcA bc B
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bcD

bc EbcFf

bcG

bcH

Obr. 3: Třetiny těžnice

2 Daľśı čtyřúhelńıky a těžǐstě

V geometrických úlohách bývá nejobt́ıžněǰśı naj́ıt vhodný vztah mezi
zadanými prvky či vhodný bod, úsečku, př́ımku, ..., o nichž se zadáńı
nezmiňuje. Zadáńı následuj́ıćı úlohy ale nápovědu obsahuje.

Úloha 2.1. Je dán čtyřúhelńık ABCD a body K,L,M,N jsou po řadě
středy jeho stran AB, BC, CD, DA. Bod E je pr̊useč́ık úseček AL, KC,
bod F je pr̊useč́ık úseček AM , NC. Vyjádřete délku úsečky EF pomoćı
délek úhlopř́ıček čtyřúhelńıku.
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Řešeńı. Body E, F lež́ı na stranách trojúhelńıku MAL, kde úsečka ML
je středńı př́ıčka trojúhelńıku DBC, proto je rovnoběžná s úhlopř́ıčkou
BD a má polovičńı délku. (Stejně tak plat́ı, že E, F lež́ı na stranách
trojúhelńıku NCK, kde KN ‖ BD, |BD| = 2|KN |.)
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Obr. 4: Těžnice

Použili jsme dané podmı́nky a nastává čas chv́ıli hledět na obrázek.
Nebo doplnit vhodnou úsečku... Zadáńı nás upozorňuje na úhlopř́ıčky, to
je ona nápověda, bez ńıž bychom řešeńı asi hledali déle. Úhlopř́ıčka AC
je společnou stranou trojúhelńık̊u ABC a ACD. Přitom úsečky AL,
CK jsou těžnice trojúhelńıku ABC a úsečky AM , CN jsou těžnice
trojúhelńıku ACD. Proto je E těžǐstě trojúhelńıku ABC a lež́ı ve třetině
těžnice EL, stejně jako bod F – těžǐstě trojúhelńıku ACD – lež́ı ve
třetině těžnice AM . Proto EF ‖ ML ‖ BD a |EF | = 2/3 |ML|. Proto
|EF | = 1/3 |BD|. Na délce úhlopř́ıčky CD nezálež́ı.

Ukažme si ještě velmi stručná (přitom úplná) řešeńı dvou úloh z ma-
tematických soutěž́ı. Tyto úlohy jsou uvedeny i mezi návodnými úlohami
pro letošńı prvńı kolo Matematické olympiády v oficiálńıch komentář́ıch.

Výhodou úlohy 68-C-S-2 je, že můžeme naj́ıt několik zp̊usob̊u jej́ıho
řešeńı. Po předchoźı úloze ji už nejsṕı̌s vyřeš́ıte snadno. Ukážeme si ten
postup, který využ́ıvá těžǐstě trojúhelńıku. Uvedené řešeńı (a ještě tři
daľśı) najdete na webu [MO].

Úloha 2.2. Necht’ D, E znač́ı po řadě středy stran AB, BC trojúhelńıku
ABC a F je střed úsečky AD. Dokažte, že př́ımka CD p̊uĺı úsečku EF .
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Obr. 5: Těžnice a př́ıčka

Řešeńı. BodD lež́ı ve třetině úsečky BF . Sestrojme vhodný trojúhelńık,
pro který je bod D těžǐstěm; je to trojúhelńık BCC ′, kde F je střed
úsečky CC ′. Př́ımka CD, která procháźı těžǐstěm trojúhelńıku, je jeho
těžnice. Půĺı tedy nejen stranu BC ′, ale podle Tvrzeńı 1.2 všechny př́ıčky
s ńı rovnoběžné, tedy i úsečku EF , která je středńı př́ıčkou.

Úloha 2.3. Je dán trojúhelńık ABC s těžǐstěm T . Označme M střed
jeho strany BC. Na polopř́ımce opačné k BA lež́ı takový bod D, že
|AB| = |BD|, a podobně na polopř́ımce opačné k CA lež́ı bod E tak,
že |AC| = |CE|. Úsečky TD, TE prot́ınaj́ı stranu BC po řadě v bodech
P , Q. Dokažte, že body P , M , Q děĺı úsečku BC na čtyři stejně dlouhé
části. (8. CPS MO junior̊u (2019))

Řešeńı. Pravděpodobně si rychle všimneme dvou dvojic podobných
trojúhelńık̊u, pomoćı nichž požadované tvrzeńı odvod́ıme. Je potřeba
jen všechna d́ılč́ı tvrzeńı řádně zd̊uvodnit. (Tvrzeńı 1.2 už znovu doka-
zovat nebudeme.)

Body B, C jsou středy stran trojúhelńıku ADE, úsečka BC je proto
středńı př́ıčkou trojúhelńıku ADE, je rovnoběžná s DE a má polovičńı
délku. Střed M úsečky BC lež́ı na těžnici trojúhelńıku ADE, bod N ,
v němž př́ımka AM prot́ıná úsečku DE, je jej́ı střed a |AN | = 2 |AM |.
Těžǐstě T lež́ı ve třetině úsečky AM . Proto |TN | = 4 |TM |.
Protože je PQ ‖ DE, jsou podobné také trojúhelńıky TDE, TPQ,
|PQ| : |DE| = |TM | : |TN |. Proto |PQ| = 1/4 |DE| = 1/2 |BC|.
Těžnice TN trojúhelńıku TDE p̊uĺı i př́ıčku PQ. Proto |PM | = |MQ|.
Protože |PM | = 1/2 |PQ|, je |PM | = 1/4 |BC|. Body P , M , Q tud́ıž
děĺı úsečku BC na čtyři stejně dlouhé části.
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Obr. 6: Děleńı úsečky na čtvrtiny
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POČTY A SOUČTY ČÍSEL

Zdeněk Halas

Hledáńı č́ısel vyhovuj́ıćıch daným podmı́nkám je v matematice zcela
běžné. Méně obvykle však p̊usob́ı úlohy, v nichž máme určit nejmenš́ı či
největš́ı počet č́ısel, která daným podmı́nkám vyhovuj́ı. Taková je i úloha
70-C-I-6, jej́ıž zadáńı zńı:

Na tabuli je napsáno několik přirozených č́ısel od 1 do 100, přičemž
žádné z nich neńı dělitelné dvoumı́stným prvoč́ıslem a součin žádných
dvou z nich neńı druhou mocninou přirozeného č́ısla.

a) Určete nejvěťśı možný počet č́ısel na tabuli.

b) Určete nejvěťśı možný součet č́ısel na tabuli.

1 Rozklady a dělitelnost

Než se pust́ıme do řešeńı úloh, připomeňme si několik jednoduchých po-
znatk̊u o přirozených č́ıslech. Množinu všech přirozených č́ısel {1, 2, 3, . . . }
budeme značit N, množinu všech prvoč́ısel označ́ıme P.

Věta 1.1. Každé přirozené č́ıslo n ∈ N lze
”

napsat“ (až na pořad́ı
činitel̊u jediným zp̊usobem) jako součin prvoč́ısel, tj. ke každému n ∈ N
existuje konečně mnoho prvoč́ısel p1, p2, . . . , pk ∈ P a konečně mnoho
exponent̊u e1, e2, . . . , ek ∈ N, k ∈ N takových, že:

n = pe11 · p
e2
2 . . . pekk .

Pozorováńı 1.2. Jak vypadá rozklad druhé mocniny přirozeného č́ısla
na součin prvoč́ısel?

n2 =
(
pe11 · p

e2
2 . . . pekk

)2
= p2e11 · p2e22 . . . p2ekk .

Všimněme si, že všechny exponenty jsou sudé. Ihned také vid́ıme, jak
by vypadala j-tá mocnina n:

n2 =
(
pe11 · p

e2
2 . . . pekk

)j
= pje11 · pje22 . . . pjekk .
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2 Zmenšovátor

Některé úlohy mohou vypadat velmi náročně, nebot’ se v nich pracuje
s velikými č́ısly. Ostatně už jen ověřit, že je nalezené řešeńı správné,
nemuśı být nic snadného. Zde může pomoci jednoduchý trik: použijeme
zmenšovátor. Mı́sto vyšetřováńı množiny č́ısel č́ıtaj́ıćı tiśıce prvk̊u si
zkrátka vezmeme množinu, jej́ıž prvky si snadno vyṕı̌seme na paṕır.
Se zmenšovátorem se ovšem muśı opatrně; nemůžeme jej prostě nastavit
na maximum, nebot’ by se z p̊uvodńı úlohy vytratila jej́ı podstata a na
malilinkaté úložce bychom už nemohli pozorovat zhola nic.

Následuj́ıćı úloha prošla zmenšovátorem, jej́ı řešeńı bude skutečně
snadné.

Úloha 2.1. Uvažujme množinu N(9) = {1, 2, . . . , 9}. Určete nejvěťśı
možný počet č́ısel, která z této množiny m̊užeme vybrat, aby žádný ze
součin̊u dvou z nich nebyl:

a) sudý,

b) dělitelný čtyřmi,

c) dělitelný třemi.

U každého př́ıpadu nav́ıc určete, jakého nejvěťśıho možného součtu vy-
braných č́ısel lze dosáhnout.

Řešeńı. Rozebereme postupně jednotlivé př́ıpady.

a) Nemá-li být součin žádných dvou č́ısel z hledané podmnožiny
množiny N(9) sudý, muśıme si uvědomit, že součin sudého č́ısla
s jakýmkoli přirozeným č́ıslem sudý je. Součiny však mohou být dle
zadáńı liché, čehož lze dosáhnout pouze v př́ıpadě, že oba činitele
budou liché. Takže z množiny N(9) můžeme vybrat všechna lichá
č́ısla: {1, 3, 5, 7, 9}. Z N(9) tedy můžeme vybrat nejvýše 5 č́ısel
a největš́ı možný součet je 25.5

b) Řešeńı je obdobné př́ıpadu a), ovšem s t́ım rozd́ılem, že součin
může být sudý, jen nesmı́ být dělitelný 4. Diskvalifikovány jsou
tedy násobky 4. A co ostatńı sudá č́ısla? Pokud by se v našem
výběru objevila dvě sudá č́ısla, byl by jejich součin dělitelný 4.

5 Všimněme si, že při postupném přič́ıtáńı lichých č́ısel dostáváme vždy druhé
mocniny: 1 = 12, 1 + 3 = 22, 1 + 3 + 5 = 32, 1 + 3 + 5 + 7 = 42, . . . Tento fakt se
dá pěkně znázornit graficky: např. u

”
čtverce“ z 2 × 2 kamı́nk̊u oblož́ıme dvě jeho

strany 2 + 2 kamı́nky a 1
”
do rohu“, přidáme tedy 5 kamı́nk̊u. Dostaneme čtverec

3 × 3 a můžeme v
”
obkládáńı“ pokračovat dále a źıskávat větš́ı a větš́ı čtverce.
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V našem výběru z N(9) se tedy mohou objevit pouze lichá č́ısla a
jedno č́ıslo sudé, nejvýše jich tedy je 6. Největš́ı možný součet je
25 + 8 = 33, nebot’ 8 je největš́ım sudým č́ıslem z N(9).

c) Zde můžeme bezostyšně okoṕırovat řešeńı (nikoli však výsledek)
př́ıpadu a): muśıme vyloučit všechny násobky tř́ı, zbylá č́ısla jsou
př́ıpustná. Vybrat tedy můžeme nejvýše 6 č́ısel: {1, 2, 4, 5, 7, 8},
jejich součet je 27.

3 Kdo chce moc, nemá nic

Nyńı jsme již připraveni na řešeńı následuj́ıćı úlohy, která je obdobou
úlohy [68-C–II–2].

Úloha 3.1. Jaký je nejmenš́ı možný součet a+b+c tř́ı přirozených č́ısel
a, b, c ∈ N takových, že dvojice vytvořené z těchto č́ısel maj́ı nejvěťśı
společné dělitele 2, 3, 5? Uved’te tuto vyhovuj́ıćı trojici a ukažte, že je
jediná.

Řešeńı. Řešeńı je jednoduché: jelikož jsou společné dělitele 2, 3, 5, stač́ı
vźıt a, b i c ve tvaru

2e1 · 3e2 · 5e3 .

Má-li být jeden ze společných dělitel̊u 2, muśı být 2 obsažena v rozkla-
dech aspoň dvou č́ısel, např. a, b. Usilujeme o minimálńı součet a+b+c,
proto nebudeme do rozklad̊u přidávat nic, co neńı nutné. Zat́ım tedy
máme:

a = 2·???, b = 2·???, c =???.

Také 5 je největš́ım společným dělitelem dvou č́ısel; abychom a, b, c
zvětšili co nejméně, přidáme relativně velké č́ıslo 5 k co nejmenš́ım
činitel̊um:

a = 2 · 5, b = 2·???, c =??? · 5.

V rozkladu b už 5 být nemůže, nebot’ by největš́ı společný dělitel a, b byl
10. Nyńı stač́ı do dvou rozklad̊u přidat č́ıslo 3 (opět se budeme snažit
č́ısla zvětšovat co nejméně, tj. násobit trojkou co nejmenš́ı činitele):

a = 2 · 5, b = 2 · 3, c = 3 · 5.

Dı́ky
”
opatrnému“ postupu jsme źıskali nejmenš́ı č́ısla a, b, c vyhovuj́ıćı

požadavku kladenému na dělitelnost, č́ımž jsme źıskali nejmenš́ı součet
a+ b+ c = 10 + 6 + 15 = 31.
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Samozřejmě i jiná č́ısla vyhovuj́ı podmı́nce kladené na největš́ı
společné dělitele, např.

a = 2 · 5, b = 22 · 3, c = 3 · 5,

a = 2 · 5, b = 2 · 32, c = 3 · 5
či

a = 2 · 5 · 7, b = 2 · 3, c = 3 · 5,
je však zřejmé, že do rozklad̊u p̊uvodńı trojice už jen přidáváme daľśı
činitele, č́ımž součet a+ b+ c zvětšujeme.

Podobně vypadá i následuj́ıćı úloha, jej́ı řešeńı však obsahuje novou
myšlenku.

Úloha 3.2. Jaký je nejmenš́ı možný součin a ·b ·c tř́ı navzájem r̊uzných
přirozených č́ısel a, b, c ∈ N takových, že dvojice vytvořené z těchto č́ısel
maj́ı vždy sudý součet?

Řešeńı. Jelikož se jedná o malá č́ısla, lze řešeńı snadno uhádnout. Pro-
ved’me však obecněǰśı pozorováńı, která nám mohou pomoci při řešeńı
náročněǰśıch úloh podobného typu. Základem je všimnout si, co znamená
podmı́nka sudosti součt̊u dvou č́ısel: bud’ jsou obě sudá, nebo obě lichá.
Jsou tedy ze stejné

”
skupiny“ č́ısel, také ř́ıkáme, že maj́ı stejnou paritu.

Jelikož chceme minimálńı součin a · b · c, muśı být i jednotlivé činitele
(jsou to přirozená č́ısla) co nejmenš́ı. Vezmeme tedy nejmenš́ı přirozené
č́ıslo a = 1; b pak muśı být ze stejné

”
skupiny“ jako a, tedy opět liché,

nejmenš́ı (r̊uzné od a) je b = 3, podobně najdeme c = 5. Jejich součin je
roven: 1 · 3 · 5 = 15.

Kdybychom zvolili jako výchoźı nejmenš́ı přirozené č́ıslo z druhé

”
skupiny“, tj. sudé (a = 2), dostali bychom za této podmı́nky nejmenš́ı

součin 2 · 4 · 6 = 48, což je však ostře větš́ı než 15, takže řešeńım je
skutečně součin 1 · 3 · 5 = 15.

Poznámka 3.3. Kdyby podmı́nka v zadáńı žádala, aby měly dvojice
vždy lichý součet, znamenalo by to, že muśı být jedno č́ıslo sudé a jedno
liché. Kdyby např. a bylo sudé, b by muselo být liché. Jenže c by pak
muselo být liché (kv̊uli a) i sudé (kv̊uli b) zároveň, což neńı možné. Úloha
by tedy neměla řešeńı.
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Š́ır, Radovan Švarc, Miroslav Zelený
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