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Uvod

Tato kniha je souborem piispévku vzniklych jako doprovodny material
k prednaskam, které budou v tomto roce poradany na Matematicko-
fyzikdlni fakulté Univerzity Karlovy v Praze, a to v rdmci projektu
ZvySovani kvality matematického vzdéldvdni na strednich skoldch: mo-
tivace ke studiu a priprava k matematickym soutéZim a olympiddam.
Sleduji pfitom zadani tloh domaéaciho kola 71. roéniku Matematické
olympiady pro zéky stfednich skol, pticemz kazdé tloze je vénovan jeden
prispévek.

Tym autoru sestdva na jedné strané ze zkuSenych pedagogu Mate-
maticko-fyzikalni fakulty, a na strané druhé z jejich studentt, kteii v Ma-
tematické olympiadé slavili v neddvné dobé znamenité tspéchy. Spojuje
je zna¢nd zkuSenost s tulohami typickymi pro MO, o kterych vs§ichni
autofi casto pfedndseji, at uz pro soutézici, nebo pro pedagogy stiednich
skol. Kazdy z autoru ke svému piispévku pristoupil ponékud odlisnym
zpusobem a v malé mife doslo i k ur¢itému piekryvu témat.

Spoleénym rysem vSech ptispévku je jejich hlavni tcel. Jejich cetba
mé nejruznéj$im zpusobem usnadnit feseni tloh MO. Sbornik je uréen
na prvnim misté stfedoskolskym profesortium, jimz muze prinést inspiraci
pro péci o talentované zaky v semindafich ¢i pii individualnich konzul-
tacich. Véiime vsak, ze je vhodny i pfimo pro nadané studenty. Aniz
by jim vyzradil feSeni uloh, muze je k tspésné ucasti v tomto roc¢niku
MO povzbudit. Z dlouhodobého hlediska véifime, ze predstavena latka
a ulohy jsou vhodnym obecnym studijnim materidlem pro adepty MO
i pro vSechny talentované zaky.

Vsichni autofi by radi podékovali obéma recenzentum za peclivé
precteni vSech kapitol a za fadu cennych ptripominek, které vedly ke
zlepSeni textu.

Praha, zari 2021 Zbynek Sir, Zdenek Halas
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SOUCTY V TABULKACH

MARIAN POLJAK

Existuje mnoho piiklada, ve kterych po nds zaddni chce néjakym
zpusobem vyplnit tabulku ¢isly, ¢i zjistit, jestli se néjak vyplnit ¢isly da.
V tomto piispévku se docteme, jak se s takovymi ptiklady vypoiddat a
jaké triky muzeme casto uspésné pouzit. Této tématiky je i nasledujici
piiklad z domaciho kola 71. rotniku MO kategorie A.

Je mozné vyplnit tabulku n x n jednickami a dvojkami tak, aby byl
soucet c¢isel v kazdém rdadku délitelny péti a soucet cisel v kaZdém sloupci
délitelnsj sedmi? Reste a) pron =9, b) pro n = 12.

Nejdiive je dulezité si uvédomit, jak takovy piiklad vyfesit a dospét
k uspokojivé odpovédi na otdazku kladenou v zadani. Jelikoz se piiklad
pté, zda je néco mozné, mohou nastat v podstaté jen dvé moznosti.
V prvnim piipadé se nam tabulku pozadovanym zpusobem vyplnit po-
vede, muzeme jednoznacné fict, ze to mozné je, a konstrukce, kterou
jsme si vytvorili a zkontrolovali jeji spravnost, je jedinym potiebnym
diukazem. Ve druhém piipadé se ndm tabulku vyplnit nepovede —
vétsinou, nejedna-li se o velmi jednoduchy piiklad, si vSak nemuzeme
byt jisti, ze jsme opravdu vyzkousSeli vSechny moznosti; téch totiz byva
velmi mnoho a vypsat je na papir je bud éasové nevyhodné, nebo
zcela nemozné. Proto se v takovou chvili musime uchylit k nalezeni
néjakého neprustielného argumentu, c¢asto zaloZeném na zbytcich ¢i
délitelnosti, ktery bude dukazem, Zze pozadovanym zpusobem tabulku
vyplnit nepujde.

1 Raéadkové a sloupcové souéty

Uloha 1.1. Lze tabulku 5 x 5 vyplnit celymi cisly tak, aby byl soucet
v kazdém rdadku lichy a v kazZdém sloupci sudgj?

Je snadné si vSimnout, Ze zdlezi jen na parité ¢isel v tabulce —
misto libovolnych celych ¢isel si tedy muzeme bez jjmy na obecnosti
predstavit, ze do tabulky ddvame jen ¢isla nula (sudé) a jedna (liché).
Pravdépodobné pii feSeni kazdy brzy zjisti, ze se tabulka takto nedari
vyplnit — v kazdém Fadku musi byt bud’ 1, 3 nebo 5 jedniéek, coz poté ne-
sedi s podminkou na sloupce. Aby byl soucet ¢isel ve sloupci sudy, musi
obsahovat 0, 2 nebo 4 jednicky. Pfi vyplnovani ndm vzdy piebude fadek
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¢i sloupec, ktery podminku porusi. Neprustielny dikaz, ktery vysvétluje
a dokazuje tuto skute¢nost, muzeme najit v souctu vsech ¢isel tabulky.

Regend. Soucet viech ¢isel v tabulce (znacme jej S) se rovnd souctu
vSech péti sloupct — ze zadédni je soucet v kazdém sloupci sudé ¢islo,
soucet S tedy bude také sudé ¢islo. S se vSak také musi rovnat souctu
vsech fadku. Secteme-li fadky, dostaneme soucet péti ze zadani lichych
cisel, vysledkem tedy bude liché ¢islo. Jenze soucet vSech ¢isel v tabulce
nemuze byt sudy i lichy zdroven, ¢imz dostavame spor. O

Uloha 1.2. Méyme tabulku 8 x 8 vyplnénou ¢isly —1,0,1. Je mozné, aby
soucty ve sloupcich, Tddcich i obou diagondldch byly navzdjem rizné?

Resend. Pro kazdy ze zminénych souctt plati, ze je to celé ¢islo mezi —8
a 8. Takovych ¢isel je presné 17. Mame vsak 8 fadkovych souctt, 8 sloup-
covych souctu a dva diagonalni soucty — dohromady 18 souctu. Alespon
dva ze souc¢tu tedy musi nutné nabyvat stejné hodnoty — muzeme zminit,
ze pouzivame znamy Dirichletuv princip. Vyplnit tabulku pozadovanym
zpusobem proto neni mozné. O

Uloha 1.3 (MO, 70-C-1-2). Urcete, pro kterd prirozend cisla n lze ta-
bulku n X n vyplnit ¢isly 2 a —1 tak, aby soucet vsech cisel v kaZdém
radku a v kaZdém sloupci byl roven 0.

Resend. Muzeme snadno vytvofit blok 3x 3, kde vlastnost plati. Z téchto
bloki muzeme vyskladat tabulku 3k x 3k pro libovolné & € N, kde
vlastnost také bude platit. Pro n nedélitelné tfemi se ndm to nepodari.
Dikazem je, ze umistime-li do né&jakého fadku ¢i sloupce j dvojek,
musime pro zachovéani vlastnosti do fadku dat i 27 minus jednicek. Do-
hromady tam bude 3j ¢isel, velikost onoho fadku ¢i sloupce tedy musi
byt délitelna tfemi. O

Uloha 1.4. Tabulka n x n je vyplnéna éisly 0, 1 a 2. Najdéte vsechny
mozné hodnoty n, pro které mohou soucty vad a sloupctd byt 1,2,...,2n,
ne nutné v tomto poradi.

Reseni. Oznaéime 71,...,7y a ci,...,cy soucty fadki a sloupci. Potom
rm4re+-+rptat+ceatte,=14+24+--42n=n2n+1).
Kazdé cislo v tabulce je do tohoto souc¢tu zapocitdno piresné dvakrat,
takze n(2n + 1) je sudé ¢islo. Protoze je 2n + 1 vzdy liché, musi nutné
byt n sudé. A pron = 2k, k € N je mozné vlastnost splnit, viz ndsledujici
konstrukce.
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122
0122
00122
00122
00122
00122
00122
00122
00222
00222
00222
00222
00222
00222
0022
002

2 Dalsi triky s tabulkami

Preskladat tabulku bez ijmy na obecnosti, a tim si usnadnit situaci, je
dalsi z triku, ktery pii praci s tabulkami muzeme udélat, jak ilustruje
nasledujici piiklad.

Uloha 2.1 (38th Canadian Mathematical Olympiad). Méjme obdélni-
kovou tabulku s m Tddky a n sloupci vyplnénou nezdporngmi cisly, kde
kazdy tddek i sloupec obsahuje alespori jedno kladné éislo. Navic, pokud
se radek a sloupec protinaji v néjakém kladném cisle, pak je jejich soucet
stejny. Dokazte, Ze m = n.

Reseni. Nejdifve uvazme piipad, kdy maji viechny fadky stejny soucet s,
¢imz také fesime pfipad m = 1. Potom kazdy sloupec, ktery s nékterou
z Tad zajisté sdili kladny prvek, musi mit také soucet s. Se¢teme-li nyni
vSechna ¢isla v tabulce pfes fadky i pfes sloupce, vyjde postupné ms
a ns. Tato ¢isla se v8ak museji rovnat a s je zfejmé kladné, dostavame
tedy m = n.

Pokrac¢ujeme indukci — predpokladejme, ze mame tabulku m x n a
ne vSechny rfadky maji stejny soucet. Konkrétné feknéme, ze r < m
Ffadka mé soucet s a zbylych m — s fadkd ma jiny soucet. Sloupce,
které sdileji kladny prvek s nékterym z téchto r fadkl, musi mit také
soucet s a muzeme si snadno rozmyslet, ze zadné jiné sloupce mit soucet
s nemuzou — pocet takovych sloupctu ozna¢me c.

Bez Gjmy na obecnosti muzeme prohodit libovolné dva fadky c¢i
sloupce, muzeme tedy tabulku ,pfeskladat® tak, aby prvnich r fadku
byly préavé ty se souttem s a prvnich s sloupcu byly také pravé ty se
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sou¢tem s. Tim tabulku rozdélime na Ctyfi mensi tabulky. Leva horni
(r x ¢) bude ta se soucty s, prava horni (r x (n — ¢)) a levd dolni
((m — r) x ¢) budou muset obsahovat jen nuly, jinak se dostaneme do
sporu s predpokladem — kdyby tam nékde bylo néco kladného, dostali
bychom prusecik s fadkem ¢i sloupcem, ktery by najednou také mél mit
soucet s, prestoze jsme vSechny takové tadky i sloupce jiz umistili na
zacatek. Diky levé horni tabulce, ve které jsou vSechny soucty fadku
i sloupcu s, vidime (viz indukéni predpoklad), ze musi platit » = c.

Vpravo dole dostavame tabulku (m — r) x (n — ¢), pro kterou stéle
musi platit, ze vSechny jeji (kratsi) fadky i sloupce musi obsahovat néjaké
kladné ¢islo; z jejich puvodniho obsahu jsme piece vyskrtli jen nékolik
nul. NaSe nova mensi tabulka tedy bude spliiovat zadani. Z indukéniho
predpokladu proto vime, ze tim padem musi byt m —r = n — ¢, coz ndm
spolu s 7 = ¢ dava i kyzené m = n.

O]

Alternativné jde ilohu vyftesit piimo, kdyz si udéldme poradek v in-
dexech a opét se podivame po jakémsi souctu ¢isel v tabulce.

Reseni. Oznacéme a;; ¢islo tabulky v i-tém radku a j-tém sloupci, 7;
soucet v i-tém fddku a c; soucet v j-tém sloupci. Ddle oznatme S
mnozinu téch dvojic (7,j), ve kterych jsou kladna ¢isla. Vime, Ze po-
kud (7,7) € S, pak r; = ¢, odkud vyplyva vztah

Z{‘fé’:(i,j)eS}:Z{?:(i,j)GS}-

4 J

Kdyz vsak opatrné vycislime tyto sumy, zjistime, zZe:

aij .. a;j . .
— = — 1< < 1< <
E {7%‘ (1,3)65’} E {T’i <i<m, jn}

m n m
1 1
= E — E CLij = E — Ty =Mm.
— i < — T
=1 7j=1 =1

Qi .o Q45 . .
— = — 1< < 1< <
Z{Ci (1,7) € S} Z{CZ <i<m,1<j<n}

n m n
1 1
= E — E Ai5 = E — = C;=nNn.
— Ci © G
7=1 =1

j=1

Odtud mame m = n. ]
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Uloha 2.2. Méjme tabulku 10 x 10, k jejich policek je infikovanych.
KazZdou vterinu se infekce $iri — sousedi-li néjaké pole stranou s ale-
spont dvéma infikovanymi poli, stane se také infikovanym. Urcete nejuyssi
moziné k takové, Ze at jsou pivodni infikovand policka rozmisténa jakko-
liv, nestane se, Ze by se po néjaké dobé infikovalo vsech 100 policek.

Resend. Muzeme si viimnout, ze pokud by bylo & = 10 a puvodné in-
fikovand policka tvorila diagondlu, infikuje se v8ech 100 policek. Musi
tedy byt £ < 10. Nyni prichazi tézka cast ulohy, a to dokéazat, ze 9 infi-
kovanych poli¢ek na infekci celé tabulky nestac¢i. Na pomoc pfichazi trik
— uvazujme obvod aktualné nakazené mnoziny policek a sledujme, jak
se béhem prubéhu nakazy méni. Vidime, ze se obvod této nakazené ¢asti
nikdy nezvétsi, muze se dokonce zmensit, sousedi-li néjaké nenakazené
policko s vice nez dvéma jiz infikovanymi. Nejvétsi mozny obvod, ktery
infekce mohla mit zpocatku, je pfitom 36 — nemuze se tedy stat, aby na
konci byla nakazend cela tabulka, ta méa totiz obvod 40. O

Zminéné technice ¢asto pouzivané v tlohach, ve kterych se vyskytuje
néjaky proces, se tika monovariant — néjaké &islo ¢i velicina, kterd se
béhem onoho procesu nezvétsuje ¢i nezmensuje, ¢imz o tomto procesu a
napf. jeho kone¢nosti muzeme ziskat cenné informace. V nasem piipadé
byl monovariantem obvod mnoziny infikovanych policek.

Uloha 2.3. Meéjme tabulku 9 x 9, ve které jsou napsdna ¢isla od 1 do
81, kazZdé prdavé jednou. Dokazte, Ze existuje méjakd jeji podtabulka o
rozmeérech 2 X 2, kterd md soucet vétsi nez 137.

Resend. V tabulce 9 x 9 je piesné 8 - 8 = 64 takovych podtabulek,
ozna¢me jejich souCty S1 < So--- < Sgq. Predpokladejme pro spor,
ze jsou vSechny nanejvys 137, pro jejich soucet by tedy muselo pla-
tit S1 + -+ + Sga < 64 - 137 = 8768. Na druhou stranu, muzeme si
rozmyslet, jak budou ¢isla z tabulky zapocitavana do onéch 2 x 2 pod-
tabulek. Ta v rohu budou zapoé¢itana pouze jednou, ta dalsi na krajich
dvakrét, vnitinich 49 policek bude zapocitano ctytikrat. Abychom ziskali
dolni odhad na souc¢et podtabulek, uvazme tu nejhorsi moznost, kde ta
nejveétsi ¢isla zapocitame co nejménékrat.

S1+- -+ 564 >
1+ (81+80+79+78) + 2+ (7T7+ - +50) +4- (49 + -+ + 1) = 8774.

Tim jsme dosli ke sporu, néktera podtabulka tedy musi mit soucet ale-
spon 138. 0
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TECNY KE KRUZNICI
A PODOBNE TROJUHELNIKY

SARKA GERGELITSOVA

Ulohy o podobnych trojihelnicich a teénach ke kruznicim patii
k zakladnim geometrickym znalostem. V zadéni ilohy 71-A-I-2 Mate-
matické olympiady budeme vlastnosti tec¢en ke kruznicim a dhly v troj-
thelnicich hledat. Jeji zadani zni:

Je ddan lichobéinik ABCD se zdkladnami AB a CD. Oznaéme kq
a ko kruznice s pruméry BC a AD. Ddle oznac¢me P prusecik primek
BC a AD. Dokazte, Ze teény z bodu P ke kruznici ki sviraji stejnij ihel
jako tecny z bodu P ke kruznici ko.

1  Uhel teéen

Nasledujici tlohy jsou velmi snadné. K jejich feseni staci poznatek, ze
tecna kruznice je kolma na polomér v bodé dotyku, a zakladni vlastnosti
pravothlého trojuhelniku.

Uloha 1.1. Na primce p, kterd prochdzi stredem dané kruznice k,
najdéte takové body, aby poloprimky tecen z téchto bodu ke kruznici k
sviraly thel o velikosti o (o < 180°).

Resend. Trojihelnik AT;0 na obrazku 1 je pravouhly a pifmka AO je
osa thlu tecen. Proto |[<OAT:| = /2 a |[<AOT1| = 90° — a/2. Z toho
vychdzi konstrukce, kterd ma vzdy feseni (/2 < 90°):

Sestrojime takovy bod T kruznice k, ze |<AOTi| = 90° — /2 a
vedeme jim kolmici k poloméru OTj. Ta protne piimku p v hledaném
bodé A. Druhé feseni je bod stfedové soumérny s bodem A dle stiedu O.

ty

90° 7AO

T;

Obr. 1: Tetny svirajici dany thel — z bodu na pruméru a na tecné
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Pro a = 60° je |[<AOTi| = 90° — /2 = 60° a sestrojeny bod A
je vrchol jednoho rovnostranného trojuhelniku opsaného dané kruznici.
Pro o = 120° je |[<AOT;| = 30° a sestrojeny bod A je vrchol jednoho
pravidelného Sestithelniku opsaného dané kruznici.

Na obrazku 1 vlevo je sestrojen bod A na pruméru kruznice, vpravo
je podobné sestrojeny bod P na zvolené te¢né kruznice takovy, ze teény
ke kruznici z P také sviraji thel a. O

Uloha 1.2. Uréete mnoZinu vsech bodi roviny, které maji tu vlastnost,
Ze tecny z nich vedené k dané kruznici k sviraji uhel velikosti o < 180°.

Obr. 2: Kruznice, na niz lezi vrcholy hla

Resend. Reseni predchozi tlohy jsme mohli popsanym postupem sestro-
jit na libovolné pfimce p prochazejici stredem dané kruznice. Dokézeme,
ze hledanou mnozinou bodu je kruznice ¢ soustiednd s danou kruznici
kE(O,r) o poloméru R = Sin(’”w, kde r je polomér kruznice k.

Vsechny body kruznice ¢ ziejmé maji danou vlastnost.

Z4dny jiny bod danou vlastnost nemé: Pro viechny body M roviny
MO| < |AO| = S{ayay- Pro ostry
thel v pfi vrcholu M trojihelnitku M OT plati siny = w > sin(a/2),
tedy 2v > « a teCny sviraji vétsi thel.

Pro v8echny body roviny lezici vné kruznice ¢ analogicky plati, ze
tecny ke k sviraji mensi dhel nez «. Z bodu roviny, které lezi na nebo
uvniti kruznice k, k ni nelze vést dvojici tecen. O

lezici v mezikruzi kruznic k, ¢ plati

Uloha 1.3. Na primce p, kterd prochdzi stredy dangch kruznic ki,
ko najdéte vsechny takové body S, aby teény z bodu S ke kruzZnici kq
sviraly stejng uhel jako teény z bodu S ke kruznici ky. Uréete velikost
sevieného thlu a vypoctéte vzddlenosti mezi nalezengymi body a stiedy
dangch kruznic.
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Reseni. Hledanymi body jsou body, z nichz lze ke kruznicim vést
spole¢né tecny, tedy stfedy stejnolehlosti, v nichz je jedna z kruznic
obrazem druhé, pokud tyto stiedy lezi vné obou kruznic. Takové body
jsou nejvyse dva.

Obr. 3: Spoletné teény dvou kruznic

Piipomenime si, ze pro stiedy Si, S2 stejnolehlosti danych neshod-
nych kruznic k1(O1,71), k2(O1,72) a pro thly «, 5 seviené tecnami (viz
obr. 3) plati:

1

5101|510

1

[5201] |20

=sin(a/2) a = sin(5/2).

Proto
i [S101] _ [5204]

re  |S102] 920

O]

Nésledujici otdzku ponechavame k samostatnému rozmysleni. Ulohu
letosntho domaciho kola MO vyfesime snadno i bez ni.

Uloha 1.4. Zkuste odvodit, co je mnoZinou vsech bodu, z nichZ je vidét
dvé dané kruznice pod stejnym uhlem.

Névodem muze byt konstrukce nékolika bodu pozadované vlastnosti.
Na obrazku 4 je takovych bodu vidét pét: Ke kruznicim k1 (Oq, |O17T1)),
k2(O2,02Ts|), jsme sestrojili body Q1,...,Qs, z nichz je kruznice ky
vidét vzdy pod stejnym thlem jako kruznice ko. Poloméry kruznic, které
jsou mnozinami vrcholu uhlu téze zvolené velikosti jednak pro k1, jednak
pro ks, jsou délky pfepon pravouhlych trojihelnika OT A, jejichz jedna
odvésna je O117 resp. OsT5, druhd lezi na piislusné tecéné ti, resp. to,
kazdé z kruznic a thly pii vrcholech O1, Oy jsou shodné.
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o/ 2
Obr. 4: Z bodu Q1 az Q5 je vidét k1 pod stejnym thlem jako ks.

2 Podobné trojihelniky v lichobézniku

Pripomerime si zédkladni vlastnosti lichobézniku. Na obrazku 5 je se-
strojen lichobéznik ABCD se zékladnami AB, C' D, prusecik P piimek
BC, AD a prusecik @) thlopiicek. Rovnobézka se zdkladnami vedena
bodem () protind ramena v bodech M, N. Najdéte vSechny sestrojené
podobné trojuhelniky a dvojice tusecek, jejichz pomér délek je jednak
a: c, jednak b : d, kde a, b, c,d jsou délky stran lichobézniku. VSechny
podobnosti zduvodnéte.

P

Obr. 5: Zkoumejte podobné trojihelniky

Poméry délek v podobnych trojuhelnicich pomohou napiiklad pii
feSeni tlohy 66-C-I-5 Matematické olympiddy:
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Uloha 2.1. V daném trojihelniku ABC' zvolme wvniti strany AC body
K, M a uvniti strany BC body L, N tak, Ze |AK| = |KM| = |MC|
a |BL| = |LN| = |NC|. Ddle oznac¢me E prusecik tuhlopricek li-
chobéiniku ABLK, F priusecik dhlopticek lichobézniku KLNM a G
prusecik whlopricek lichobézniku ABNM . Dokazte, Ze body E, F a G lezi
na téznici trojihelniku ABC' z vrcholu C, a urcete pomér |GF|: |EF)|.

Obr. 6: Poméry délek, uloha 66-C-1-5

Resend. Piicky trojihelniku rovnobézné se stranou AB jsou zékladnami
lichobézniku a pro poméry jejich délek plati

|AB|:|KL|:|MN|=|AC|:|KC|: |MC|=3:2:1.

Nejprve dokazeme, ze pruseciky uhlopiicek lezi na téznici troj-
thelniku ABC, kterd puli stranu AB: Téznice puli vSechny pficky rovno-
bézné se stranou AB. Ozna¢me FE; prusecik uhlopticky KB v licho-
bézniku ABLK s touto téznici a J, I stiedy zdkladen. Pak jsou
trojuhelniky 1K Fy, JBE; podobné s pomérem odpovidajicich si stran
3:2, tedy |JE1| : |E1I| = 3 : 2. Podobné pro prusecik Es dhlopiicky
LA s danou téznici plati |JE3| : |E2I| = 3 : 2. Proto je E1 = E3 a bod
E = Fy = E» je prusecik thlopiicek.

7 poméru, v némz déli pruseciky ihlopticek spojnice stfedu zakladen
jednotlivych lichobéznik1, uréime ¢iselné polohu bodu E, F', G na téznici
trojuhelniku a odtud hledany pomeér. Ukaze se, ze |GF|: |EF| =5 : 32.
Uplné Fesent ulohy je na webu MO. O

Uloha 2.2. Lichobéinik ABCD se zdkladnami AB, CD je teénovy.
Body dotyku vepsané kruznice se zdkladnami AB, C'D oznacime po Tadé
M, N, body dotyku vepsané kruznice s rameny AD, BC oznacéime po
radé K, L. Dokazte, Ze plati:

a) Je-li Q prusecik AN a DM, je KQ || CD.

b) |AK|-|KD| =|BL|-|LC|.
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Obr. 7: Tecnovy lichobéznik

Resend. a) Lichobéznik ABCD je tecnovy, stfed vepsané kruznice
ozna¢me O. Strany lichobéznika jsou teény k vepsané kruznici, proto
|AM| = |AK| a |DN| = |DK]|. Z podobnych trojuhelniki AQM, NQD
plyne [AQ] : [QN| = |AM] : [ND|. Tedy |AQ| : |QN| = |AK] : |KD],
proto je KQ || CD.

b) Protoze jsou usecky MO, NO kolmé k zakladnam, je stied dsecky
MN stiedem O vepsané kruznice. AO, DO jsou osy uhla «, §. Protoze
a+0=180° je a/2+ §/2 = 90°. Trojihelnik AOD je tudiz pravouhly
s pravym uhlem pfi vrcholu O a KO je jeho vyska. Proto (podle
véty o vysce plynouci z podobnosti trojuhelniki AKO, OK D) plati
|AK| - |KD| = |KO|?. Podobné |BL| - |LC| = |LO|?. A protoze tisecky
KO, LO jsou poloméry vepsané kruznice, z rovnosti | KO| = |LO| plyne
dokazované tvrzeni. O

Literatura
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TEORIE CISEL S PRVOCISLY A ODHADY

MARTIN RASKA

Jednim z klasickych typu olympiddnich tloh v teorii ¢isel je zadani,
ve kterém mame néjakou rovnost ¢i podminky kladené na délitelnost a
mame rozhodnout, kterd pfirozend ¢isla tato omezeni splinuji. Piikladem
takovéto tlohy je i 71-A-I-3 matematické olympiady:

Najdéte viechna celd ¢isla n > 2 takovd, Ze ¢islo n" =2 je n-td moc-
nina celého cisla.

Pro tlohy tohoto typu velmi casto plati, ze zadédni spliuje pouze
nékolik mélo nizkych hodnot a tou tézsi ¢asti je dokazat, ze pro velka
n zadand situace nastat nemuze. Na tento typ dukazi neexistuje je-
den jednoduchy recept, nicméné v prvni ¢dsti prispévku si ukazeme, ze
je ¢asto uziteéné divat se na tulohu z pohledu prvoéisel. V druhé ¢asti
se podivame na nékteré zakladni odhady a porovname velikosti poly-
nomialnich a exponencialnich funkei.

1 Prvocisla a p-valuace

Definice 1.1. Pro pfirozena &isla a a b fekneme, ze a déli b (znacime
a | b), pokud existuje ptirozené ¢islo ¢ spliujici b = ac.

Uvazovani délitelnosti a prvocisel v teorii ¢isel casto stacéi k vyteseni
ulohy. Napiiklad rovnice n(n + 3) = 3™ nemuze mit nad pfirozenymi
¢isly feseni, nebot prvocislo 2 déli levou stranu (dva ¢initelé v soucinu
maji ruznou paritu) a zdroven nedéli tu pravou.

prvocislo dany vyraz déli. To motivuje nasledujici definici.

Definice 1.2. Pro prvocislo p definujeme p-valuaci ptrirozeného ¢isla n
jako nejvétsf nezaporné celé éfslo k takové, ze p* | n. Znaéime vy (n) = k.

Napiiklad v5(15) = 1, v2(60) = v2(2%-3-5) = 2 a v3(16) = 0.
Nasledujici cviceni popisujici zdkladni vlastnosti p-valuaci je pouze
jednoduchou aplikaci definice a faktu, ze pro kazdé prirozené cislo n
existuje jeho jednoznacny rozklad na souéin prvocisel: n = pi* - - p&r.

Cviceni 1.3. Pro prvocislo p a prirozend ¢isla m, n dokazte, Ze plati:

(i) vp(mn) = vy(m) + vp(n),
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(it) vp(m™) =n - vp(m),
(i) vp(m +n) > min(vy(m),vp(n)),
(iv) m | n prdave tehdy, kdyz pro kazdé prvocislo p plati v,(m) < vp(n).
Pro zacatek si na uloze ukazme, jak ndm znaceni pomoci p-valuaci a
aplikace predchézejiciho cviceni muze usnadnit praci.

Uloha 1.4. Jsou ddna prirozend ¢isla a, b, ¢ spliujici a® | b¢, a¢ | c°.

Dokazte, Ze a? | be.
Resend. Staci, abychom dokazali, Ze pro kazdé prvocislo p plati 2up(a) =
vp(a?) < wvy(be). Zafixujme si tedy libovolné prvoéislo p. Z podminky
a® | b¢ dostaneme nerovnost b - v,(a) = vp(a®) < v,(b°) = ¢ - vy(b).
Analogicky z podminky a® | ¢® dostaneme ¢ - v,(a) < b - v,(c).

Nyni jiz plati

(0)+0,(0) > T0y(0) + Supla) = (4 5 ) () > 2o

coz jsme piesné chtéli. Posledni nerovnost je dusledkem toho, Ze pro
vS8echna kladna ¢isla x plati x + % > 2. O

Dalsi vyuziti p-valuaci najdeme u loh, kde pracujeme s faktorialy,
tedy n! = n-(n—1)---2-1. Uvedme si zdkladn{ tvrzen{ s nézvem
Legendreova formule.

Tvrzeni 1.5. Bud p prvocislo a n, M prirozend ¢isla spliujici n < pM.

Pak plati
w333+ 3]

kde |z]| predstavuje dolni celou édst ¢isla x.

Diikaz. V sou¢inu n! = n-(n—1)-(n —2)---2 -1 je prave L%J
¢initelu délitelnych prvoéislem p, za kazdé tedy musime do p-valuace
pri¢ist jednicku. Déle musime pticist dalsi jednicku za kazdého ¢initele
délitelného p? — téch je prave L{%J , podobné musime pfipoc¢itat jednicku
za kazdého ¢initele délitelného p?, atd. Tenhle proces skonéi ve chvili,

kdy mocnina prvocisla bude vétsi nez n, tato mocnina uz tedy nebude
délit zadného cinitele. O

Toto tvrzeni pouzijeme k dukazu 4. tlohy z Mezindrodni matema-
tické olympiady 2019.
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Uloha 1.6. Najdéte vsechny dvojice prirozenych éisel (n, k), které
splrugi

(2F —1)(2F —2)(2F —4) ... (2F — 2F1) = n).

Reseni. Podivame se na 2-valuace na obou strandch rovnosti. Z mi-

nulého tvrzenf dostavdme va(n!) = | 5| + |35 | + - + [ 47| pro vhodné

prirozené ¢islo M. To muzeme pomoci sou¢tu geometrické posloupnosti
shora odhadnout jako

va(n!) < RIS

Naopak pro levou stranu dostaneme
(2F—1)(28—2) ... (2k—2k=1) = olt2t+(k=1)(gk _1)(2k=1_1)... (21 1),
tedy

v ((2k C1)(2F —2)(2F —4)-.-(2F - 2’6*1))

k(k—1)
5 .
Protoze se 2-valuace levé a pravé strany musi rovnat, tak porovnanim

dostaneme @ < n. Dosazenim této nerovnosti zpatky do zadani musi
platit

L=(2F—1)(2" —2)(2F —4)... (2F —2b~1) > (k(kz2—1)>'

=1+2+-+(k—1)=

Ukéazeme ale, Ze tady uz nastdva problém, nebot pro k > 6 plati opacn4
nerovnost.

Nejprve jednoduse odhadnéme levou stranu jako L < (2F)F = 2k?.
Dale ukazeme, ze ok < (@)' pro k > 6. Pro k = 6 se to da
pifmodaie ovéFit: 236 < 6,9 - 1010 a (’“(’“T‘”)' — 15! > 1,3-10'2. Pro
k > 7 nasledné

<k(k2_1)>!:15[.16.17...k(k2_1)>236.16k(k21)—157

2k(k=2)=24 4 to je pro k > 7 skuteéné vetsi

prava strana je rovna ok
nez 2~°.
Dohromady, pokud (n, k) spliuje zadéani, tak k£ < 5. Je uz snadné
téchto 5 hodnot dosadit a zjistit, ze jedind feseni jsou (1,1) a (3,2).
O
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Ukazali jsme si zakladni pouziti p-valuaci. Dalsi cestou, kterou se lze
timhle smérem vydat, jsou napiiklad hlubsi tvrzeni okolo Legendreovy
formule nebo tzv. Lifting the Fxponent 1émma, které popisuje p-valuace
vyrazu typu a’ + b".

2 Odhady

Jak bylo vidét na konci minulého piikladu, uvazovani prvoéiselnych
délitela nds umi dostat do situace, ve které dostaneme odhady, které
plati jenom pro kone¢né mnoho malych hodnot (ty uz pak typicky neni
problém vyfesit separdtné). Dalsim piikladem takovéhoto odhadu je
napiiklad 3" < n3 4 5n + 2.

n 112 ]3| 4 5 6 6
3" 319 |27 |81 | 243 | 729 | 2187
n3+5n+2 | 8]20 |44 |86 | 152 | 248 | 380

7 tabulky pro prvnich par hodnot n vidime, Ze na zacatku je sice
funkce n? 4 5n + 2 vétsi, nicméné po case skuteéné zacne velmi vyrazné
prevazovat 3". Nabizi se tedy hypotéza, ze pro n > 5 je skutetné vzdy
3" > n3+5n+2. Jak bychom tedy tuto nerovnost dokazovali? Ve chvili,
kdy pracujeme s prirozenymi ¢isly, je obecné velmi typickym a uzite¢nym
nastrojem matematicka indukce.

Uloha 2.1. Dokazte, Ze pro prirozené ¢islon > 5 plati 3" > n34+5n+2.

Resend. Prvni krok indukce méme hotovy, nebotf vidime, ze pro n = 5
nerovnost skutecné plati. Déle pro indukéni krok predpokladejme, ze
nerovnost plati pro n a ukdzeme, ze plati i pro n + 1. Plat{ tedy 37+ >
3+ (n®+5n + 2) a chteli bychom nerovnost 3n3 + 15n 4+ 6 > (n + 1)% +
5(n+41)+2. To je ekvivalentni 2n+7n > 3n? 42, coz je ocividné pravda
pro vSechna n. ]

Nabizi se otazka, jestli nerovnost timto smérem pii porovnani funkci
tohoto typu nastava obecné. Pred zodpovézenim této otazky nejdiive de-
finujme, co takovymito funkcemi viubec myslime. Funkce typu f(n) = ¢,
kde ¢ je konstanta, nazyvame exponencidlnimi funkcemi. Naopak vyraz
apn® 4+ ap_1nF 1 + -+ 4+ a1n + ag se nazyva polynomem k-tého stupné.
Skuteéné pak plati, ze pokud je ¢ > 1 a libovolné zvolime a; a
stupen k, tak uz existuje N takové, ze pro vSechna n > N plati
A > anf + ap_n* N+ o+ an + ag (konstanta N je zdvisld na
volbé ¢, a; a k). Jednoduse feceno tedy exponencialni funkce po ¢ase
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vzdy preroste libovolny polynom. Podminka ¢ > 1 je v tomto ptipadé
opravdu nutnd, nebot pro 0 < ¢ < 1 vyraz ¢" s rostoucim n naopak
klesa a pro zaporna ¢ méni znaménko.

Toto tvrzeni si poradné dokdzeme jenom pro specidlni typy poly-
nomu, nicméné k zobecnéni pak uz chybi pouze krucek.

Tvrzeni 2.2. Bud a redlné éislo, ¢ > 1 rediné &islo a k prirozené éislo.
Pak existuje prirozené cislo N takové, Ze pro vSechma prirozend déisla
n > N plati
> a-nk.

Diikaz. Pro a < 0 je nerovnost ziejma, predpokladejme tedy a > 0. Si-
tuaci staéi dokazat pouze pro k = 1, nebof miZeme na obou stranich
nerovnosti udélat k-tou odmocninu a dostat ekvivalentni nerovnost
(/)" > ¥an, kde nové proménné ¢ = {/c a a' = {/a rovnéz spliuji
podminky ze zadani. Mé&jme tedy k£ = 1 a chtéjme dokazat ¢ > an.
Protoze ¢ > 1, tak existuje d > 0, ze ¢ = 1 + d. Z binomické véty pro
n > 2 dostaneme ¢” = (1 +d)" = 1—|—nd+n(nT_1)d2+~~ > @d?
Chceme tedy n(nT_l)dQ —an > 0. To ovSem nutné pro dost velka n plati,
nebot tato kvadratickd funkce je nezédpornd maximéalné na omezeném

intervalu a pro dost velké n tak nerovnost plati. ]

K dikazu tohoto tvrzeni pro obecny polynom jiz staci nascitat tuto
nerovnost nékolikrat s dobfe zvolenymi konstantami.

Ackoliv vyse uvedené tvrzeni nijak netika, jak velkd konstanta N je,
analyzou dukazu by 8la tato dolni mez urcit explicitné. Nicméné takto
ziskana konstanta Casto muze byt zbyteéné nadsazend a v praxi se ty-
picky nejlépe vyplati analyzou malych hodnot prislusnou hranici uhod-
nout a zbytek dokazat indukci. Je nutné podotknout, ze udélat dukaz
je skuteéné nutné — to ze exponencidlni funkce v jednu chvili preroste
polynomidlni funkeci jesté neznamend, Ze ji polynomidlni funkce nemuze
na malou chvili nékdy v budoucnu jesté prerust zpatky. Funkce se klidné
o to, kterd mé vyssi hodnotu, muzou dlouhou chvili pretahovat — tvr-
zeni vyse jenom iiké, ze nakonec v tomhle piipadé vzdy musi zvitézit ta
exponencialni. Napiiklad u funkef 1,0001" a 1000n°%° nastane zminén4
nerovnost az pro fadové n > 2 - 108,

Na zavér se jesté nabizi otazka, jak to dopadne pii porovnavani dvou
exponencialnich nebo dvou polynomidlnich funkcich. Na tuto otazku od-
povidé nasledujici cviceni.

Cviceni 2.3. Dokazte, Ze pro nasledujici volby funkci f a g vidy existuje
N takové, Ze pro vsechna n > N je f(n) > g(n).
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1. f(n)=ad", g(n)=c-b", a,b,ceR, a>b>0.
2. f(n) =n 1 fapnf 4+ an+ap, a; €R,
g(n) = bknk + bk,lnkfl + -+ bn—+by, b €R.
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POZNAMKA O RESENI SOUSTAV ROVNIC

MIROSLAV ZELENY

V matematice casto hledame redlna cisla, kterd splnuji jisté pod-
minky. Pokud jsou tyto podminky vyjadfeny ve tvaru algebraickych rov-
nic, pak stojime pied tkolem vytesit soustavu rovnic. Takovou tlohou
je i uloha 71-A-I-4 matematické olympiddy, jejiz zadani zni:

V oboru redlnijch cisel Teste soustavu rovnic

zy+1=22
yz +2 = 2°, (0.1)
2z 43 =y

1 Formulace tlohy a zakladni postup pri reseni

Necht n,m jsou pfirozens &isla. Soustavu m rovnic o m nezndmych
muzeme popsat pomoci m-tice funkei FY, ..., Fy,, jejichz defini¢ni obory
jsou obsazeny v R™. Nasim ikolem je pak nalézt vSechny n-tice realnych
¢isel [xq,. .., zy] spliujici
Fl(l’l, “e ,IL‘n) = 0,
Fg(afl, ey xn) == 0,
(1.1)
Fo(z1,...,2,) =0.

Na prvni pohled by se mohlo zdét, ze tloha (0.1) neni ve tvaru (1.1J).
Staci vsak prevést ¢leny na pravé strané a obdrzime soustavu

zy+1—22=0,
yz+2—x2 =0,
2x4+3—1y>=0.
Tato soustava je jiz ve tvaru (l.1)), pficemz n = m = 3 a funkce
Fy, [y, F3: R? — R majf tvar
Fi(a,y,2) =ay +1 - 22,
Fy(x,y,2) = yz + 2 — 22,
Fy(z,y,2) = zz + 3 — 2.
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Podle typu funkci F1, . .., F,, pak rozlisujeme pfislusné typy soustav.
Zakladni rozliSeni je na soustavy linedrni a soustavy nelinedrni. Mezi
nelinearni soustavy patii i soustava . V piipadé linedrni soustavy
jsou funkce Fi,..., Fy, linedrni (nékdy fikdme afinn{). Pak ma soustava
tvar

anxy + aipre + -+ apx, = by,

a1 + axry + -+ agpxy, = bo,

(1.2)
am1T1 + Ama2 + *+ + QpnTn = by,
kde ajj, b, i = 1,...,m, j = 1,...,n, jsou dand redlnd cisla. Zde maji
prislugné funkce F;: R®" - R, i=1,...,m, tvar
Fi(azl, .. ,LI?n) = apx1 + aigxo + - + ainTyn — b;.

Linearni soustavy lze fesit pomoci Gaussovy eliminacni metody, ktera
je vylozena v Tfadé publikaci a zde se ji nebudeme vénovat podrobné.
S ohledem na nas hlavni pfedmét zadjmu — soustavy nelinedrni — staci
uvést nasledujici.

Gaussova metoda spo¢iva v tom, Ze soustavu jistym zpusobem trans-
formujeme a po koneéné mnoha krocich obdrzime soustavu, ktera je jiz
snadno Tesitelna. Dulezité je, ze béhem transformace nedochazi ke zméné
mnoziny feSeni soustav. Mnozina feSeni vychozi soustavy je pak stejna
jako mnozina feSeni finalni soustavy. Zde jsou typy transformaci, které
pfi feSeni linedrnich soustav pouzivame:

(1) zdména pofadi rovnic,
(2) vynésobeni rovnice nenulovym redlnym ¢islem,
(3) pri¢teni ndasobku jedné rovnice k jiné rovnici.

Zadanou soustavu se pak snazime transformovat tak, aby méla od-
stupriovany tvar, tj. (i 4+ 1)-ni rovnice ma vSechny koeficienty u promeén-
nych x1,...,x, nulové nebo zacind s vétsim poctem nulovych koefici-
entu nez i-t4 rovnice. Soustavu v tomto tvaru je jiz snadné vyfesit.
Podrobnéjsi rozbor ukazuje, ze mnozina reseni soustavy (1.2]) pak muze
byt

e prazdna, tj. soustava nemd zadné Feseni,

e jednoprvkova, tj. feSeni je pravé jedno,

e nekonecna.
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Bohuzel neexistuje zadna obecna metoda feseni nelinearnich soustav.
Neplati ani predchozi tvrzeni o po¢tu feSeni — nelinedrni soustava muze
mit napiiklad pravé 6 feSeni, jak uvidime déle. Pfesto vSak v jistych
specialnich situacich nelinearni soustavu vyfesit lze. Z vyse uvedeného
plyne, ze postup TeSeni zde zavisi mnohem vice na tvaru soustavy nez
v pifpadé linedrni soustavy. Upravy (1)—(3) je mozné pouzit i v pifpadé
nelinearnich soustav a také v tomto pfipadé tyto ipravy neméni mnozinu
feSeni. V dalsich krocich se pak snazime vhodnymi tdpravami vypocitat
alesponn nékteré neznamé nebo odvodit néjaké algebraické vlastnosti
mozného feSeni. Zde je dulezité si uvédomit, ze ¢asto maji nase vypocty
tuto logickou formu:

Je-li [z1,..., x| Teseni soustavy (1.1]), pak

1.3
[z1,...,2,] € M, kde M je vhodnd mnozina. (13)

Mnozina M pak obsahuje vSechna feSeni soustavy , ale ne kazdy
prvek mnoziny M je nutné feSenim. Pro doreSeni ulohy je tfeba zjistit,
které prvky mnoziny M jsou feSenim . Je-li M napiiklad konecn4,
pak muzeme provést zkousku neboli postupnym dosazenim prvku z M
do vylouéit ty prvky M, které nejsou feSenim soustavy . Zde
tedy nema zkouska charakter kontroly vypoctu, ale je nedilnou soucasti
kompletniho feseni. Ma-1i mit néjaky vyznam pro feseni konkrétni
soustavy, musi byt mnozina M podstatné mensi nez defini¢ni obor
funkci F;. Pravé provedené uvahy pouzijeme v nasledujicich tlohéach.

2 Neékolik tiloh

Uloha 2.1. V oboru redlngch ¢isel reste soustavu rovnic

?+yt 42 =1,
24y + 2 =dx -3, (2.1)
r+y+z=2

Reseni. Nejprve od prvni rovnice v odeCteme rovnici druhou a
dostaneme 0 = —4x + 4. Odtud plyne z = 1. Tuto hodnotu dosadime
do prvni rovnice a dostaneme 3% + 22 = 0. Odtud plyne y = z = 0.
Trojice [1,0,0] je tedy nynf jedinym moznym Fesenim soustavy (2.1)). Po
dosazeni do v8ak zjistime, Ze nen{ splnéna tieti rovnice. Uloha tedy
nema zadné feseni. O
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Uloha 2.2. V oboru redlnyjch ¢isel Feste soustavu Tovnic

2

r+y=2z",
T+ 2=y (2.2)
y—i—z:xz.

Reseni. Nejprve od prvni rovnice v (2.2) odec¢teme rovnici druhou a
vysledek upravime. Dostaneme

y—z=(z-y)(z+y). (2.3)

Z plyne, ze plati y — z = 0 nebo —1 = z 4+ y. Druhd moznost
je ve sporu s tfeti rovnici v , nebot kvadrat redlného &fsla je vady
nezaporny. Musi tedy byt y = z. Odecteme-li tfeti rovnici od druhé
v (2:2)), dostaneme po tupravé z —y = (y — z)(y + ). Podobné jako
v piedchozim pifpadé dostaneme, zZe bud z = y nebo x+y = —1. Druh4
moznost je ve sporu s prvni rovnici v . Musi tedy platit x =y = z.
Potom naptiklad z tfeti rovnice v dostaneme 2y = 32, a tedy y = 0
nebo y = 2.

mnozina Feseni soustavy (2.2)) je obsazena v mnoziné
M = {(0,0,0),(2,2,2)}.
Obé trojice z M vsak vyhovuji soustavé (2.2)) a tuloha je vyfesena. [J

Uloha 2.3. V oboru redlngjch ¢isel Feste soustavu Tovnic

yz + 2ur +v =0, (2.4)
xz+2uy +v =0, (2.5)
xy +2uz+v =0, (2.6)
2yt +22-1=0, (2.7)
T+y+z=0. (2.8)
Reseni. Odecteme ([2.5)) od (2.4) a po tpravé dostaneme
(2u — z)(xz —y) = 0. (2.9)

Odtud plyne, ze musi byt z = 2u nebo z = y. Podobné odectenim ([2.6)

od (2.5) dostaneme
2u—z)(y—=2z)=0. (2.10)
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Toto davd x = 2u nebo y = z. Ze vztahu (2.9)) a (2.10) tedy vyplyva,

ze musi byt bud 2 = y nebo y = z nebo = = z. Podivejme se nej-
prve na prvni pripad, kdy x = y. Z mame z = —2T a pak
dava 622 =1, tj. x = % nebo x = —%. K témto bodum jiz snadno
dopocitame pfislusna y, z, u a v. Pripady y = z a z = x vyfeSime
obdobné. Obdrzime tato mozné feseni [x,y, z, u, v] nasi soustavy:

[LL_LLL} [_;_LL_LL}

\/6?\/77 \/672\/6’6 b 67 \/6?\/67 2\/676 )

[_lLLLL} [L_L_L_Ll}

\/67 \/67 \/67 2\/676 ) 67 \/67 \/67 2\/676 )

[L_lLLl} [_LL_L_LL}

V6 V6 V6 26760 V6’ V6’ V6 2v6' 6"
Dosazenim do (2.4)—(2.8) ovérime, Ze jde o hledand Feseni. O

Uloha 2.4. V oboru redlnych c¢isel reste soustavu rovnic

2?4yt =1, (2.11)
1_1_1:62 = 2zz, (2.12)
1—:3/2 = 2yz. (2.13)
Resend. 7. a vyplyva
222(1 4+ %) = 2yz(1 + 4?). (2.14)

Z (2.12) vyplyva, ze z # 0. Proto muzeme (2.14) upravit na tvar
z—y=—(z—y)(=®+zy+9°),

Plati tedy bud # = y nebo —1 = 22 + zy + y?. Druhd moznost vsak
nastat nemtze, nebot plati

1 1
2 +ay+yt =@+ 7)) + s (z +y)* > 0.

2 2
Prvni moznost = = y spolu s (2.11)) a (2.12)) ddvd moznd feseni
{L 1 @] {_; 1 _@}
\/57 \/57 3 ) \/57 \/57 3 *

Dosazenim do nasi soustavy se pfesvédcime, ze jde o feSeni. O
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STREDY OBLOUKU

MATEJ DOLEZALEK

Mnohé geometrické ilohy se zabyvaji vlastnostmi nékterych vyznac-
nych bodu v geometrii trojihelnika ¢i tyto vlastnosti ve svych feSenich
vyuzivaji. Pati{ mezi né i iloha 71-A-I-5 matematické olympiady, jejiz
zadani zni:

V riznostranném trojuhelniku ABC oznacéme I stied vepsané kruznice
a k kruznici opsanou. Poloprimky BI a CI protnou kruznici k po Tadé
v bodech Sy # B a S. # C. Dokazte, Ze tecna ke kruznici k v bodé A,
primka vedend bodem I rovnobéiné se stranou BC a primka SpS. se
protinaji v jednom bodé.

Tento piispévek se pokusi piiblizit jednu skupinu takovychto vyznac-
nych bodu: stfedy oblouku vytnutych vrcholy trojuhelniku na jeho
kruznici opsané. Jak uvidime, kazdy z téchto stfedu lezi zaroven na
kruznici opsané, ose strany, ale i ose thlu. Toto je dava do uziteénych
vztahl mj. se stfedy kruznice vepsané a kruznic pfipsanych, ale zaroven
umoznuje pienaeni ihla na kruznici opsané.

1 Zakladni nastroje

Shriime stru¢né zakladni poznatky o tdhlech na kruznici a tétivovych
Ctyithelnicich, které budeme pouzivat.

Véta 1.1 (o stfedovém, obvodovém a tsekovém thlu). Méjme tétivu
BC na kruznici k se stredem O. Ddle necht bod A le# na k a bod X
necht je zvolen v opacné poloroviné vici BC ne# A tak, Ze BX je tecna
ke kruznici k. Potom plati

1
|<BAC| = 5|<iBOC| = |<XBC(C|,

pricemz viak tihlem BOC myslime vidy ten, ktery neobsahuje A (muze
byt i nekonverni).

Uhly BAC, BOC a XBC nazyvame po fadé obvodovy, stredovy a
dsekovy thel odpovidajici oblouku BC.
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A

‘ k
B C
QM

Specidlnim piipadem véty o stfedovém a obvodovém tihlu je Thalétova
veéta.

Véta 1.2 (Thalétova). Uhel BCA je pravy, prdvé kdys C le na
kruznici nad prumérem AB.

ﬁ C l
AUB
Definice 1.3. Ctyfthelnik ABCD nazyvame tétivovy, pokud mu lze
opsat kruznici.
Véta 1.4. Ndsledujici tvrzeni jsou navzdjem ekvivalentni:

(1) ABCD je tétivovy ctyrihelnik.

(2) Body B, C lezi v tézZe poloroviné vzhledem k primce AD a plat{
|<ABD| = |<ACD|.

(8) Body B, D lezi v opacnych polorovindch vzhledem k primce AC
a plati |[<ABC| + |[<«CDA| = 180°.
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2 Vlastnosti stfredu oblouku

V nésledujicim budeme uvazovat trojihelnik ABC' s kruznici opsanou k
se sttedem O. Ozna¢me jako S, prusecik toho oblouku BC na kruznici &,
ktery neobsahuje bod A, s osou strany BC'. Jedna se tedy o sted oblouku
y,haproti A“. Analogicky definujeme body Sy, S.. Zakladni uziteénou
vlastnosti bodu S, je, ze kromé kruznice opsané a osy strany BC' lezi
také na ose ihlu BAC.

Lémma 2.1. Primka AS, je osou thlu BAC.

A
AN

B C

Sa

Diikaz. Stied O kruznice opsané lezi na ose strany BC. V soumérnosti
podle této osy tak zustavaji O i S, na misté, zatimco B se zobrazuje na
C. Jisté tedy bude platit |[<BOS,| = |<S,0C|. Z véty o stfedovém a
obvodovém thlu pak z tohoto plyne také

1 1
[4BAS,| = S|4BOS,| = 3[€S,0C| = |a5,AC,

coz znamend, ze AS, je osou ihlu BAC. O
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Lémma 2.2 (o trojzubci). Necht je I stred kruznice vepsané v trojihel-
niku ABC. Potom je S, stiedem kruznice opsané trojuhelniku BIC.

A

Sa

Dukaz. Checeme dokézat |S,B| = |SeI| = [S.C|, tedy ze trojuhelniky
BIS, a CIS, jsou rovnoramenné. Z polovi¢nich thla vytnutych osami
uihla spocéteme

|<BIS,| = 180° — |aBIA| = |<BAI| + |<ABI| = % + g
zatimco s pomoci obvodového thlu na kruznici opsané ABC mame
|<IBS,| = |[<IBC| + |<CBS,| = |<IBC| + |<CAS,| = g n %
Odvodili jsme tedy |<<BIS,| = |<IBS,|, takze |S,B| = |SsI|. Obdobné
se odvodi | S I| = [S,C]. O

Cviceni 2.3. Oznacme I, stied kruznice A-pripsané, ktery je prusecikem
0s vnéjsich uhli u vrcholu B, C. Potom na kruznici opsané trojuhelniku
BIC lezi i 1,, navic je iusecka 1,1 prumérem této kruzZnice.

3 Ijlohy

Uloha 3.1. Oznac¢me I stied kruznice vepsané pravouhlému trojuhelniku
ABC' s pravym uhlem pri vrcholu A. Ddle oznacme jako M a N stiedy
usecek AB a BI. Dokazte, Ze primka CI je tecnou kruinice opsané
trojuhelniku BM N . (70-A-111-2)
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Resend. Ukézeme, ze S, je bodem dotyku pifmky CT a kruznice opsané
BMN. Nejprve dokazeme, ze vubec S, lezi na této kruznici. Podle
lémmatu o trojzubci je S, stfedem kruznice opsané ABI, tudiz lezi na
osach tétiv BA, BI. Body M, N jsou stfedy téchto tétiv, takze oba thly
<I<BNS,, <BMS., jsou pravé. To uz znamend, ze body B, N, M, S, lezi
na jedné kruznici nad prumérem B.S..

Vime, ze body C, I a S, lezi na jedné piimce (ose vnitiniho hlu
u C), takze zbyvé ovérit, ze S.C je tetnou ke kruznici nad prumérem
BS.. Diky pravému thlu pii A véak méme |<BS.C| = |[<BAC| = 90°.
Ptimka S.C je tedy kolmici na prumér BS, kruznice opsané BM N,
tudiz je jeji tecnou. O

Uloha 3.2. V tétivovém ctyruhelniku ABCD oznaéme L, M stiedy
kruznic vepsanijch po tadé trojihelnikum BCA, BCD. Ddle ozna¢me R
prusecik kolmic vedengch z bodi L a M po tadé na primky AC' a BD.
Dokazte, Ze trojuhelnik LM R je rovnoramennyj. (56-A-111-2)

Reseni. Oznaéme S stied toho oblouku BC na kruznici opsané étyiihel-
niku ABCD, ktery neobsahuje body A, D. Trojihelniky ABC a DBC
sdileji opsanou kruznici, takze S je bodem S, vzhledem k trojihelniku
ABC' a stejné tak bodem S; vzhledem k trojihelniku DBC. Bodem
S tak prochézeji osy <BAC i <BDC'. Podle lémmatu o trojzubci jsou
nyni obé délky |SL|, |[SM| shodné s |SB| = |SC|. Body B, L, M, C tak
lezi na jedné kruznici (se sttedem v S) a specidlné je trojuhelnik SLM
rovnoramenny s |[<<M LS| = |<LMS].
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Déle ozna¢me patu kolmice vedené z L na AC jako P a patu kol-
mice z M na BD jako @ (jednd se o body dotyku piislusnych ve-
psanych kruznic). Z obvodovych thlu odpovidajicich oblouku BSC
mame |<BAC| = |<BDC|, coz davd i rovnost poloviénich thla
|<LAP| = |<MDQ)|. Poté uz z toho, ze trojihelniky ALP a DMQ
jsou pravouhlé, odvodime i

|<ALP| = 90° — |<LAP| = 90° — |[<M DQ| = |[<DMQ|.

Nyni tedy mdme u L a M dvojice shodnych thlu |[<M LS| = |[<LM S|
a |[<ALP| = |<DMQ@)|. Pokud tedy tyto dhly ode¢teme od piimych
uhlu |<SLA| = |<SMD| = 180°, obdrzime také |[<MLR| = |<LMR)|.
Trojuhelnik LM R je tak rovnoramenny. O

3.1 K procviceni

Uloha 3.3. Je ddin tétivovy ctyruhelnik ABCD. Stredy téch obloukid
AB, BC, CD, DA na jeho opsané kruznici, které neobsahuji Zddnij dalsi
vrchol, oznaéme S1, Sa, S, Sy. Dokazte, Ze primky S1S3 a S2S4 jsou
na sebe kolmé.

Uloha 3.4. Nechf se kruznice vepsand a A-pripsand trojihelniku ABC
dotygkagi strany BC po tadé v bodech D a E. Ddle budiz M stied strany
BC. Dokazte, Ze pak je M i stredem DE.
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Ndvod. Jednd se o kolmé pruméty bodu I, I, a S, na piimku BC. [

Uloha 3.5. Je ddn riznostranny trojihelntk ABC. Bod K je zvolen
na strané AC tak, Ze BK je osa thlu ABC, obdobné L lezi na BC
a primka AL je osa uhlu BAC. Osa tsecky BK protind primku AL
v bodé M a bod N je zvolen na primce BK tak, Ze LN || M K. Dokazte,
Ze |[AN| = |LN]|.

Ndvod. M je stied kratsiho oblouku BK na kruznici opsané ABK. [
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CYKLY A DELITELNOST

FiLip CERMAK

Ulohy s posloupnostmi ¢i s opakovanou aplikaci jedné funkce se v ma-
tematické olympiddé vyskytuji velmi casto, dokonce i v téch nejvyssich
kolech. Vétsinou se po nds chce prosettit néjakou vlastnost takovéto
posloupnosti nebo funkce — napftiklad zdali ma posloupnost nekone¢né
mnoho prvocisel ¢i kolik ma dand funkce kofenu. Pokud chceme ovérit
vlastnost posloupnosti ¢i funkce, je velmi prirozené nakreslit si graf re-
prezentujici tuto funkci ¢ posloupnost. Pokud se dokonce bavime o po-
sloupnostech ¢i funkcich na konetnych mnozinach, je tento graf také
koneény a da se z néj vycist spousta véci. Piikladem 1lohy s touto
tématikou je i 71-A-I-6 matematické olympiady, jejiz zadani zni:

UvazZujme nekonecnou posloupnost ag, ai, as, ... celjch cisel, kterd
spliiuje podminky ag > 2 a any1 € {2a, —1,2a, + 1} pro vsechny indexy
n > 0. Dokazte, Ze kaZdd takovd posloupnost obsahuje nekoneéné mnoho
sloZengjch cisel.

1 Grafy

Definice 1.1. Grafem budeme rozumét usporadanou dvojici mnoziny
vrcholu a mnoziny hran, kde vrchol bude v nasem piipadé ¢islo a hrany
budou uspotrddané dvojice vrcholu (u,v).

Prestoze jsme si graf definovali dost formalné jako mnozinu hran
a mnozinu vrcholi, ¢tendf nemusi mit strach. Definice je zde proto,
abychom méli néjaky formalni zaklad. My si vSak vzdy budeme
predstavovat vrcholy jako tecky na papife (piipadné tecky oznacené
prirozenymi ¢isly) a hrany jako Sipky sméfujici z jednoho vrcholu do
druhého.

Jiz v tvodnim textu jsme zminili, Ze nas zajimaji reprezentace po-
sloupnosti a funkei pomoci grafii. Proto bychom si prvné mohli uvést, co
takové funkce je. Pfipomenme, Ze funkce se od zobrazeni lis{ pouze tim,
ze jeji hodnoty jsou ¢isla, tj. obor hodnot je mnozinou néjakych cisel.

Definice 1.2. Funkci f na mnozZiné M rozumime takové zobrazeni
f: M — M, které kazdému x z mnoziny M piifazuje pravé jedno ¢islo
flx)z M.
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Nyni ndm uz jen zbyva krok od funkce k posloupnosti, ten je vsak
velmi snadny. Posloupnost vytvorend danou funkci f pro nas bude
an+1 = f(an)

V teorii grafu jsou pro nés vrcholy libovolné objekty. Nase definice
vrcholu vSak tika, ze jde o ¢isla, a to hlavné proto, abychom mohli na
vrcholy aplikovat funkce, které jsou definované pouze na ¢islech. Poté
uz muzeme jednoduse sestavit graf, kdyz mame danou funkci a mnozinu
M, na které je tato funkce definovana.

Méjme funkci f : M — M. Pak vrcholy naseho grafu jsou prvky
mnoziny M. Rikdme, Ze orientovand hrana vede z a do b prévé tehdy,
kdyz f(a) = b. V teorii grafi mdme spoustu terminu, které bychom na
danych grafech mohli zkoumat. My si vSak v naSem textu vystac¢ime
pouze s pojmem cyklus.

Definice 1.3. Cyklem nazyvame konec¢nou posloupnost vrcholi, mezi
nimiz vedou ,,dokola“ hrany. Neboli jde o posloupnost vrcholu, kde jsou
dva po sobé jdouci vrcholy spojeny hranou (ve spravném smeéru) a prvn{
a posledni vrchol splyvaji. I samotny vrchol se smyckou je cyklem.

Jesté nez si zkusime prvni piiklady, feknéme si jejich princip. Ulohy
které budeme potkavat, maji vétSinou spoleé¢né to, ze chceme najit
cyklus. Ale ne jen tak ledajaky cyklus, ale takovy, ktery ndm zacing
i konéi v uplné prvnim vrcholu. Takovymto cyklim budeme fikat hezké.
Abychom v grafu nasli cyklus, musime ovéfit dvé podminky:

e zdali ma dany graf cyklus,

e zdali je to takovy cyklus, ktery obsahuje poc¢atecni vrchol.

Prvni ¢ast v naSich pripadech vytesime velmi snadno, a to pouze
tim, Zze budeme mit koneény pocet vrcholu, a jelikoz po nasem grafu bu-
deme chodit do ,,nekone¢na“, musime se potom, jak plyne z Dirichletova
principu, vratit alespon do jednoho vrcholu.
tam, kde zacal. Pokud bychom ukézali, Ze neexistuje vrchol, do kterého
vedou dvé hrany, vyhrali bychom. Zpusobu, kterymi to jde dokézat,
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je vicero, ale v dalsi ¢édsti to zkusime délat jednoznaénym pruchodem
1 nazpét.

2 Cykly v pohadkach

Nyni jsme se bavili spise o grafech nez o funkcich. A¢ se to muze zdat
na prvni pohled vzdéalené, po precteni tohoto ptrispévku snad zjistime,
7e je to jedno a totéz. Pojdme nyni setrvat v teorii grafii a hlavné se
zaméime na (hezké) cykly.

Uloha 2.1. David na svych cestdach zabloudil do zemé, kde je koneéneé
mnoho silnic, kaZdd z nich za¢indg a konéi kriZovatkou a kazdd kiiZovatka
je tvaru Y. (Silnice mohou byt klikaté a mimotroviiové se krizit.) Rekl
st, zZe by si zemi rdd prohlédl, ale trochu se obdval, aby se tam uplné ne-
ztratil. Naplanoval st to tak, Ze vyrazi z kriZovatky u hospody Na mytince
a stiidavé bude na kiiZovatkdch odbocovat doleva a doprava. MizZe si byt
jisty tim, Ze se po méjakém case ocitne opét u hospody Na mitince?

Resend. David se do hospody Na mytince vidy vrati.

Jelikoz zacindme v hospodé Na mytince, hodilo by se najit v néjakém
grafu cyklus, kde bude prvnim vrcholem hospoda Na mytince. Uloha
nam sama nabizi graf, kde jsou vrcholy kiizovatky a hrany cesty. Po
chvili pfemitani zjistime, Ze to neni asi uplné nejjednodussi zpusob, jak
zde najit hezky cyklus. Cyklus tam najdeme uz jen proto, Ze mnozina
vrcholu je koneéna. Nicméné hlavnim problémem je, Ze ndm v tomto
grafu mohou vést dvé hrany do stejného vrcholu, neboli Ze onen cyklus
nemusi byt hezky. Proto si chceme zvolit lepsi reprezentaci, kde budeme
umét chodit i ,zpatky*.

Zkusime se podivat na graf, v némz vrcholy budou trojice (s,d,p),
kde s je silnice, po které David momentalné jde, d je smér, kterym po
ni jde, a p udavé paritu, kam odbo¢i na nasledujici kiizovatce (doleva ¢i
doprava). Tato trojice tedy popisuje stav, ve kterém se David nachézi
na silnici a jak bude ptes kiizovatku prochazet dal. Hrany v tomto grafu
budou vést mezi stavy, mezi kterymi se da prejit pomoci popisu v zadani.

Vidime, Ze i zde je vrcholiu koneéné mnoho, jelikoz pocet vrcholu je
praveé pocet cest krat pocet sméru krat pocet parit.

Proc¢ je ale tato reprezentace lepsi nez ta puvodni? Pouhd informace o
kiizovatkdch ndm nedava moznost, jak zrekonstruovat krok zpét, protoze
dalgich kfizovatek kolem jednoho vrcholu muze byt libovolné mnoho.
Proto je lepsi si vrcholy pievést na silnice, kde uz potiebujeme jen do-
plnit smér a paritu dalsi zatacky.
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Timto zpusobem uré¢ité umi David chodit jednozna¢né dopiredu. Do-
zadu nicméné také, jelikoz vime, jakym smérem pftiSel. To uz nutné zna-
mena, ze staci rozhodnout, jestli prisel zprava ¢i zleva, ale tuto informaci
uz nam udéava parita.

Doted’ jsme trochu zamléeli informaci o tom, co je nas pocatecni
stav. Muzeme si misto hospody Na mytince predstavit, Ze jsme na cesté,
kterda do ni vede, ve sméru do ni s paritou doprava, jelikoz dle zadani
poprvé David zahne doleva.

A nyni uz diky tomu, Ze umime chodit jednoznac¢né i dozadu, umime
najit cyklus za¢inajici v pocatecnim stavu. Kdyby nebyl hezky, neobsa-
huje pocatek, existuji tedy dvé hrany do stejného vrcholu, coz je spor
s chozenim jednoznaéné i pozpéatku. Tudiz tento cyklus musi byt i hezky.

Protoze vrchol, do kterého se v hezkém cyklu vracime, obsahuje i in-
formaci o sméru, jisté se nékdy vyskytneme znovu na cesté pred hospo-
dou Na mytince a pujdeme spravnym smérem k ni. O

3 Funkce a posloupnosti

Nyni uz jsme se naucili hledat (hezké) cykly v grafu. Jediné, co se ndm
zméni pridanim funkci do zadéni, je trocha terminologie.

Definice 3.1. Funkce f se nazyva prostd, pokud pro kazdé z a y
splnujici f(x) = f(y) plati, ze x = y. Funkce f se nazyvéa na, pokud
pro kazdé y existuje takové z, ze f(z) = y.

Pokud chceme chodit jednoznacéné zpét v grafu definovaném funkci
(¢i posloupnosti), hodi se nam, kdyz je funkce prosta. Je-li prostd,
nemuze z definice nastat piipad, kdy povedou dvé hrany do jednoho
vrcholu, nebot by potom platilo f(x) = f(y) pro ruznd z a y.

Uloha 3.2. Necht S = {1,2,...,n}. Funkci f : S — S budeme nazjvat
krutoprisnou, pokud pro kazdé k € S plati fTF) (k) = k: Dokazte, Ze
kazdd krutoprisnd funkce md alespori P + 1 pevngch bodiﬂ kde P je
pocet prvodisel v intervalu (\/n,n).

Resend. Tteraci funkce f ndm vznikd graf popsany po Definici 1.2. T zde
nam vznikaji cykly, jelikoz z kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana a
mame koneéné mnoho vrchola.

Lfik) = f(f(--- f(k)--+)), kde funkce f je aplikovéna i-krat, tj. napiiklad
FHk) = F(R), f2(k) = F(f(R)), 2 (k) = F(F(f(R))),- -

2 Pevngm bodem funkce f nazyvéme takovy bod x € S, pro néjz plati f(z) = x.
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Nyni je chozeni dopfedu v naSem grafu jednoznacné definovano
funkei f. Jediné, co musime vyfesit, je nalezeni hezkého cyklu. Jak jsme
fekli v ivodu této kapitoly, hodi se nam dokazat, ze je funkce prosta.
To si ale sta¢i pfipomenout podminku krutopiisnosti ze zadani. Pokud
f(x) = f(y), pak aplikovdnim f(x)-krat funkce f na jedné strané a f(y)
na strané druhé dostdvame, ze = f/®)(z) = /W (y) = y. Prostotu
funkce tedy méme a to uz nutné znamenad, ze umime chodit jednoznac¢né
dozadu, tedy ze mame hezky cyklus. Nyni uz jsme zase zpatky v grafu.
Maéme zde jen hezké cykly a chtéli bychom fict, ze tyto cykly jsou obcas
jednocykly, neboli smycky, které jsou synonymem pro pevny bod.

Diky tomu, ze je naSe f prostd ze stejné velké do stejné velké
mnoziny, vime, Ze je i na. Pojdme se podivat na libovolné k a | = f(k).
Vime, ze k il jsou na stejném hezkém cyklu. Vime, Ze po [ iteracich
této funkce se z k dostaneme zpét do k. Proto je délka tohoto hezkého
cyklu délitelem [. Nyni chceme najit P+ 1 hezkych cykla délky 1. Prvni
takovy cyklus je trividlni pro [ = 1, kde je jedinym délitelem jednicky
jednicka samotna.

Zad4ni ndm pfimo nabiz{ uvazovat prvoéisla v intervalu (y/n, n). Po-
kud si za [ zvolime takto velké prvoéislo p, je délka cyklu bud'to p, nebo 1.
Jediné, co zbyva, je vyloucit piipad, kdy je délka cyklu p. Pokud je tedy
na tomto cyklu pravé p ¢isel, pak p déli vSechna ¢isla na cyklu. To zna-
menad, ze mame alespoil p nasobku ¢isla p. To uz vSak nutné znamena,
ze mame celkové alespoi p? > n &isel, coz je spor s velikost{ p a s tim, ze
mame pouze ¢isla od 1 do n. Takze jsme nasli dostatek pevnych bodu.

Jako priklad krutopiisné funkce na S = {1,2,3,4} si uvedeme
f(1)=1,f(2) =4, f(4) = 2, f(3) = 3. Vidime, Ze pro splnéni podminky
krutoptisnosti funkce obiha cykly i nékolikrat. O

Stejné jako v puvodni tloze i zde propojujeme grafy s teorii ¢isel.
Zkusime to jeSté jednou pomoci zbytku po déleni tfemi.

Uloha 3.3. Pro dané celé ¢islo ag > 1 definugjme posloupnost ag, a1,
as, ... pro kazdé n > 0 predpisem

\/Gn, pokud je \/a, celé ¢islo,
an4+1 = ..
an + 3, jinak.

Uréete véechny hodnoty ag, pro néz existuje ¢islo A takové, Ze a, = A
plati pro nekonecéné mnoho indexi n.

Reseni. Vidime, Ze se zde vyskytuje odmocnéni, které nam ¢islo vyrazné
zmensi. Proto je dobry napad podivat se na nejmensi prvek, ktery se
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v posloupnosti vyskytuje. Méjme tedy nejmensi prvek m dané posloup-
nosti. Z podminky ze zadani je jasné, ze m # 1 a také z minimality neni
m Ctyfi. Predpokladejme, ze m nemd zbytek 2 po déleni tfemi. Jelikoz m
nemuze byt z minimality druhd mocnina, nejmensi druhd mocnina vétsi
nez m, kterou dostaneme pii postupném piicitani trojky, je (|/m|+1)2,
([v/m] + 2)? nebo (|/m] + 3)%2. Z minimality m uz potom dostdvame,
ze m < |v/m] + 3 neboli, ze m < 5. Jelikoz m neni jedna ani Ctyfi a
zaroven nechceme m davajici zbytek 2 po déleni 3, musi uz nutné platit,
7ze m = 3. Nyni tedy vime, Ze bud ma minimalni prvek zbytek dva po
déleni tfemi, nebo je minimalnim prvek tii.

Druhy ptipad je jednoduchy. Pokud mame néjaky prvek a,, délitelny
tfemi, potom nam posloupnost zachovava vlastnost, ze je i ap1 délitelné
tfemi. Pak z predchoziho odstavce vime, ze m = 3, a tudiz se dostaneme
do na8eho kyzeného cyklu 3 -+ 6 — 9 — 3. Proto A muze byt 3, 6, ¢ 9.

Prvni piipad je vlastné taky jednoduchy, protoze se jisté nékdy do-
staneme na minimum m, které ma zbytek 2 po déleni 3. Jakmile se vSak
dostaneme v této posloupnosti na m, nikdy se uz neaplikuje odmocnéni,
protoze po rozebrani kvadratickych zbytka po déleni tfemi si muzeme
uvédomit, ze zadné Cislo se zbytkem dva po déleni tFfemi neni druhou
mocninou pfirozeného ¢isla.

Jasné vidime, ze druhd operace zachovava zbytek po déleni tifemi,
a posloupnost ndm tedy bude uz jenom rust. Z toho uz vime, zZe pro
takovd m zadani nesplnime. O

4 Cviceni na doma

Uloha 4.1. Mésto md tvar obdéinika. Jeho hlavni ulice (vidy existuje
alespon jedna) jsou tisecky rovnobéziné s nékterym jeho okrajem (stranou
obdélnika) a rozdéluji jej na obdélnikové cturti. Centrem nazveme tako-
vou cturt, kterd mesousedi s okrajem. Podle vyhldsky Zddnd hlavni ulice
nevede naptic celym méstem. Dokazte, Ze mésto md centrum.

Uloha 4.2. Definujme posloupnost prirozenych cisel ay,as,as,aq, ...
takto: a1 = 1 a pro kaZdé prirozené k je apy1 = az + 1. Dokazte, Ze
pro vSechna prvocisla p tvaru 3l + 2, kde | je celé nezdporné, existuje
prirozené n, Ze p | an.
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PYTHAGOREJSKE TROJUHELNIKY
A JINE ULOHY

ANTONIN SLAVIK

Uloha 71-B-I-1 matematické olympiady je péknou ukazkou problému,
kdy se za otazkou z geometrie skryva algebraicka loha:

Pravouhly trojihelnik md celociselné délky stran a obvod 11990.
Navic vime, Ze jedna jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji.

Hledéni pravouhlych trojihelnika s celo¢iselnymi délkami stran fas-
cinovalo matematiky jiz ve starovéku (viz napi. [Be], [Ma]); jednd se
o tzv. pythagorejské trojuhelniky.

1 Pythagorejské trojice

Oznac¢ime-li délky odvésen pythagorejského trojihelniku pismeny a, b
a délku piepony pismenem c, pak plati a® +b? = ¢2. Trojice pfirozenych
¢isel (a,b,c) s touto vlastnosti se nazyvaji pythagorejské, pricemz
nejznaméjsim piikladem je (3,4, 5). Z kazdé pythagorejské trojice (a, b, ¢)
lze ziskat nekonecné mnoho dalsich trojic ve tvaru (k- a,k - b,k - ¢),
kde k € N. Takové trojice oviem nejsou zvlast zajimavé a k nale-
zeni vSech pythagorejskych trojic sta¢i zkoumat piipady, kdy ¢&isla a,
b, ¢ jsou nesoudélnd, tj. nemaji spole¢ného délitele vétsiho nez 1. Tyto
pythagorejské trojice se nazyvaji primitivni a na hledani takové trojice
vede tloha 71-B-I-1.

Je ztejmé, ze v zadné primitivni pythagorejské trojici nemohou byt
obé ¢isla a, b suda. Nemohou vsak byt ani obé lichd, jinak by ¢islo na
pravé strané rovnosti a? 4+ b? = ¢? bylo délitelné 4, zatimco leva strana
by pii déleni 4 davala zbytek 2. Bez tGjmy na obecnosti tedy muzeme
predpoklddat, ze a je sudé a b je liché. Cislo ¢? = a?+4b? je pak liché, tudiz
i ¢ je liché a obvod pravouhlého trojuhelnika a + b 4 ¢ je sudé ¢&islo, coz
je v souladu se zadanim ulohy, kde mame pozadavek a + b+ ¢ = 11 990.

Oznac¢ime-li a = 2t, dostdvame podminku

(26)? + % = ¢,

neboli po upravé

c+b c—b

t? =
2 2
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Na pravé strané mame soucin dvou prirozenych ¢isel, kterd jsou ne-
soudélnd (ovéfeni tohoto faktu prenechdvdme ¢tendii). S ohledem na
tvar levé strany se tedy musi jednat o druhé mocniny jistych pfirozenych
¢isel m, n:

c+b s c¢—b

=m?, =n”.
2 2
7 ptedchozich rovnosti plynou vztahy
c=m?+n% b=m?—-n>% a=2mn, (1.1)

které byly znamy jiz ve starovéku. Ukdazali jsme, Ze kazdou primitivni
pythagorejskou trojici lze vyjadrit v tomto tvaru.

Obréacené, pokud za m, n dosadime libovolna pfirozena ¢isla spliujici
m > n, je snadné ovéfit, ze takto ziskané hodnoty a, b, ¢ skuteéné spliuji
a® 4+ b? = ¢? (nemusi se oviem nutné jednat o primitivni pythagorejskou
trojici).

Vztahy predstavuji jednu moznou, nikoliv vSak nejkratsi cestu
k feSeni soutézni tlohy. Je zajimavé, Ze i bez informace o tom, ze jedna
z odvésen ma prvociselnou délku, je hledany pythagorejsky trojuhelnik
urcen jednoznac¢né. Informace o prvociselnosti se viak pii hledani feSent
da s vyhodou vyuzit.

K problematice pythagorejskych trojic a trojuhelniki existuje velké
mnozstvi zdroju. Vyse uvedené tivahy vedouci ke vztahtim lze najit
napi. v [Ma]. Dalsf zajimavé informace jsou uvedeny v [Re], [S]], [Wil].

2 Dalsi dlohy
Podivejme se na nékteré dalsi ulohy tykajici se obrazcu s celoGiselnymi
délkami stran.

Uloha 2.1. Popiste vsechny pravouhlé trojuhelniky s celociselnymsi
délkami stran, jejichZ obvod md stejnou hodnotu jako obsah.

Resend. Pouzijeme obvyklé znageni, kdy a, b jsou délky odvésen a c je
délka ptepony. Plati tedy

a?+ b =2

Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze a < b. Aby mély obvod
a obsah stejnou hodnotu, musi platit

1
iab:a+b+c.

3 Uloha je prevzata z [KVW], problém 95.
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Kombinaci predchozich dvou rovnosti a postupnymi tipravami ziskavame:

1 2
a’ + b = <2abab)

1
a’ 4+ b = Za2b2—a%—ab2+oﬂ+2ab+b2
1
0= Za2b2 —a%b — ab® + 2ab
0=ab—4a —4b+ 8
8= (a—4)(b—4)

Na pravé strané je soucin dvou celych ¢isel, ktera jsou déliteli 8. Jde tedy
o ¢isla z mnoziny {—8,—4,—-2,—1,1,2,4,8, }. S ohledem na predpoklad
a < b pripadaji v iivahu nésledujici moznosti:

ea—4=1,b—4=8tj.a=5,b=12 Pak c =52+ 122 = 13.
ea—4=2b—4=4,t.a=6,b=8. Pak c = V62 + 82 = 10.

e a—4=-8b—4=-1,1tj. a = —4, b= 3, coz nevyhovuje zadani,
protoze a musi byt kladné.

e a—4=—-4b—4=-21tj.a=0,b=2, coz nevyhovuje zadani,
protoze a musi byt kladné.

Uloha mé pravé dvé feseni, pravouhlé trojuhelniky o strandch délek 5,
12, 13, resp. 6, 8, 10. O

Nasledujici jednodussi variantu tlohy kde misto trothelniki
uvazujeme obdélniky, prenechdvame ¢tenaii jako cvicend.

Cviceni 2.2. Popiste vsechny obdélniky s celociselngmi délkami stran,
jejichz obvod ma stejnou hodnotu jako obsah.

v/

do prostoru.

Uloha 2.3. Popisﬁfe vSechny kvddry s celociselnymi délkami stran, je-
JichZ objem ma stejnou hodnotu jako povrch.

Reseni. Necht strany kvadru maji délky a,b, ¢ € N; bez Gjmy na obec-
nosti 1ze predpokladdat a < b < c. Zajiméa nés, kdy plati

abc = 2ab + 2ac + 2be.

4 Uloha i predchozi cvicen{ jsou prevzaty ze [Si], problém 66.
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Vidime, ze abc > 2bc, tedy a > 2. Dale muzeme psat

abc abc abc
abc = — 4+ — + —

3 3 3
Kdyby platilo ¢ < 6, pak také a,b < 6, a dostali bychom

abe < 2ab + 2ac + 2bc,

coz je spor. Vidime tedy, ze ¢ > 6. Kdyby platilo a > 6, pak také b,c > 6,
a dostali bychom
abc > 2ab + 2ac + 2bc,

coz je spor. Vidime tedy, ze a € {3,4,5,6}. Déle pokracujeme rozborem
téchto ¢tyt piipadi. Pokud a = 3, pak fesime nasledujici rovnici:

3bc = 6b + 6¢ + 2bc
bc—6b—6¢c=0
(b—6)(c—6) =36

Protoze b < ¢ a ¢ > 6, musi byt na levé strané soucin dvou ptirozenych
Cisel, kde prvni Cinitel nepfevySuje druhy. Je celkem 5 moznosti, jak
timto zpusobem vyjadiit ¢islo 36:

36=1-36=2-18=3-12=4-9=6-6.
Dostavame tak nasledujici trojice (a, b, c¢):
(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15), (3,12,12)

Podobnym zptisobem se rozeberou piipady a € {4,5,6}; tento kol jiz
prenechame Ctendii a prozradime jen, ze iloha ma celkem 10 feSeni. [

3 Héronovské trojihelniky

Kromé pythagorejskych trojihelniku existuje dalsi zajimavy typ troj-
thelnika, tzv. hérénovské trojihelniky. Jednd se o trojihelniky s celo-
Ciselnymi délkami stran, jejichz obsah je rovnéz celoc¢iselny. Kazdy
pythagorejsky trojihelnik je zfejmé hérénovsky, nebot jeho obsah
je ab/2 a vime, ze jedno z ¢isel a, b je sudé.

Prikladem hérénovského trojihelniku, ktery neni pythagorejsky, je
rovnoramenny trojuhelnik se stranami o délkach 5, 5, 6; jeho obsah
je podle Hérénova vzorce roven

V8- (8—5)-(8—5)-(8—6)=12.
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Ze dvou pythagorejskych trojihelnika, které maji shodnou odvésnu
o délce a a jsou popsdny trojicemi (a,bi,c1) a (a,be,c2), lze slozit
héronovsky trojihelnik: Shodné odvésny piilozime k sobé tak, abychom
dostali trojihelnik o strandch (c1,c2,b; + b2). Jeho obsah je souc¢tem
obsahtl vychozich trojuhelnikt, tj.

1 1 1
§ab1 + iabg = 5(1(1)1 + b2)

To je celé &islo, nebot vime, Ze bud a je sudé, nebo by a by jsou suda.

Popsanym zpusobem vznikne napf. vyse zminény trojihelnik (5, 5, 6)
ze dvou pythagorejskych trojihelniku (4,3,5). Naopak hérénovsky
trojuhelnik (5,29, 30) nelze ziskat slozenim dvou pythagorejskych troj-
thelniki, nebot ani jedna z jeho vysek neni celoéiselna.

Héronovské trojihelniky maji celou fadu pozoruhodnych vlastnosti.
Jedna z nich, jejiz dikaz pFenechdvame Ctenédii jako cviceni, snadno
plyne z Hérénova vzorce.

Cviceni 3.1. Dokazte, Ze obvod kazZdého héronovského trojihelniku je
sudé éislo.

Dalsi vlastnosti héronovskych trojihelnikii véetné jejich vztahu
k pythagorejskym trojuhelnikum jsou popsany napi. v [Do], [S1], [Wi2].
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SHODNE USECKY, UHLY A KRUZNICE

SARKA GERGELITSOVA

fﬂohy, v nichz dokazujeme shodnost tisecek (af uz jako mezivysledek
nebo jako pozadované tvrzeni) potkdme v Matematické olympiddé casto.
V minulém (70.) roéniku matematické olympiddy bylo takovych tloh
nékolik. Shodnost tsecek budeme dokazovat také v tloze 71-B-I-2 ma-
tematické olympiady, jejiz zadani zni:

Necht ABC je ostrouhly trojihelnik s nejdelsi stranou BC. Uvnitr
stran AB a AC lezi po tadé body D a E tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| =
|BA|. Oznaé¢me F takovy bod, ze ABFC' je rovnobéznik. Dokazte, Ze
|FD| = |FE]|.

Pii dukazech vyuzivame ¢asto shodnosti trojihelniku a tétiv shodnych
kruznic a potfebujeme také vztahy mezi obvodovymi a stfedovymi
(pfipadné dsekovymi) thly.

1 Soumeérnosti, shodné trojuhelniky

Dokazujeme-li shodnost dvou usec¢ek, muzeme vyuzit soumérnosti ¢i
jinych shodnych zobrazeni, jako napiiklad v tloze 70-B-S-2 ¢i v tloze
70-A-1-2, kde vyuzijeme navic vlastnosti os stran a vysek trojuhelniku.
PIna znéni autorskych treseni iloh najdeme na webu MO, zde feSeni jen
naznacime:

Uloha 1.1. [70-B-S-2] Uvazujme trojihelnik ABC, ve kterém je
|<BAC| < 60°. Obraz bodu B v osové soumérnosti podle primky
AC oznacme D, obraz C podle AB oznacme E a obraz B podle AD
oznaé¢me F. Dokazte, Ze |CF| = |DE|.

Resend. Ze soumérnosti podle osy AC plyne jednak shodnost tsecek
AB, AD, jednak shodnost uhlu BAC, CAD, |[<BAC| = |<CAD| = a.
Ze soumérnosti podle osy AD plyne jednak shodnost tisecek AF', AB,
jednak shodnost uhlu BAD, DAF, tudiz |AF| = |AD| a |<DAF| = 2a.
Ze soumérnosti podle osy AB plyne jednak shodnost tsecek AC,
AE, jednak shodnost thlu: [<EFAB| = |[<BAC| = «.
Trojihelniky CAF a EAD jsou proto shodné, s konvexnim thlem
velikosti 3a (o < 60°) pii spole¢ném vrcholu A. O
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Obr. 1: Uhly a délky v tloze 70-B-S-2

Uloha 1.2. [70-A-1-2] V ostrouhlém trojihelniku ABC' leZi na strané
BC body D a E tak, zZe D je mezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE].
Bod F je takovyj bod, 2e FD || AB a FE || AC. Dokazte, Ze |FB| = |FC|.

Reseni. Vyuzijeme skutecnosti, ze vzhledem k rovnobéznosti tusecek
F'D, AB je osa usecky AB, kterd prochdzi vrcholem E rovnoramenného
trojuhelniku AE B, zaroven vyskou na stranu DF' trojihelniku DFE.
Podobné je osa tsetky AC' vyskou na jeho stranu FF. Stied kruznice
opsané trojuhelniku ABC' je ortocentrem trojuhelniku EFD a bod F
lezi na vysce ke strané ED, kterd je zarovenn osou strany BC'. Proto
|FB| = |FC|. O

e

Obr. 2: Resenf tlohy 70-A-1-2

Ulohy zadané v kategorii C pomohou piipomenout dalsi vlastnosti
trojuhelnikl: feseni tlohy 70-C-I-5 vyuziva vlastnosti téznic a piicek
trojihelniku rovnobéznych s jeho stranou a v tloze 70-C-S-2 vyuzijeme
shodnosti pravoudhlych trojihelniki oddélenych od rovnobézniku kol-
micemi k jedné dvojici rovnobéznych stran. Znéni tloh i celé feSeni je
k nalezeni na webu MO.
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2 Ijhly v trojuhelnicich a kruznicich

Shodnost tsecek se nam v nékterych ilohach podaii dokazat pomoci
znalosti vlastnosti thld v kruznicich. Pati{ mezi né i tlohy z doméciho
a krajského kola lonského roéniku MO kategorie B, jejichz stru¢né feseni
ukazeme. Diive si ale pfipomenme dvé snadnd tvrzeni o podobnosti
trojihelniku se spoleénym thlem:

Tvrzeni 2.1. Pravouhlé trojuhelniky se spolecnym twhlem pii preponé
jsou podobné.

Tvrzeni 2.2. Rovnoramenné trojuhelniky se spoleénym whlem p7i
zakladné jsou podobné. (V pripadé spolecného uhlu pri hlavnim vrcholu
jsou podobné a navic stejnolehlé.)

Na obrazku 3 jsou podobné pravouhlé trojuhelniky ABB; a ACCY,

které maji spoletny uhel pifi vrcholu A, a rovnoramenné trojuhelniky
KLM, LMN se spoleénym tihlem pfi zdkladné pti vrcholu M.

C
By M

A ah\B K L

]

Obr. 3: Podobné trojihelniky se spoleénym tihlem

Uloha 2.3. [70-B-1-3] V ostroihlém trojihelniku ABC jsou AA’
a BB’ jeho viyjsky. Kolmiy priumét bodu A’ na vysku BB’ oznaéme D.
Predpoklddejme, Ze kruznice prochdzejici body B, C, D protne stranu
AC v jejim vnitinim bodé E. Dokazte, Ze |DE| = |AA/|.

Obr. 4: Uloha 70-B-1-3
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Resend. Protoze tsecky AE, A’'D jsou kolmé na vysku BB', je AEA'D
lichobéznik.

Pravouhlé trojihelniky AA’C, BB'C jsou podobné — maji spolecny
vnitini dhel pii vrcholu C.

Protoze body B, D, E, C lezi — v tomto pofadi — na jedné kruznici,
je |[<CBD| = 180° — |[<CED| = |[<DEFEA|.

Proto |<EAA'| = |<CBB'| = |<DEA|. Uhlopiicky |AA'|, |DE|
lichobézniku AEA'D sviraji se zdkladnou shodné ihly, jsou tedy
shodné. O

Uloha 2.4. [70-B-11-3] Je ddn pravotuhly trojihelnik ABC s pravym
ihlem pri vrcholu C. Necht D je libovolny wvnitini bod odvésny AC
a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznacéme E # D bod primky p
takovyj, Ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznaéme jesté F prisecik
primek p a BC. Dokazte, Ze |AE| = |AF|.

’ \
B C F \
Obr. 5: Uloha 70-B-1I-3

Resend. Oznaéme P prusecik pifmek p a BA. Podobné jako v pfedchozi
iloze vyuzijeme toho, Ze pravouhlé trojihelniky ABC, APD maji
spole¢ny vnitini thel pii vrcholu A, tudiz jsou podobné.

Protoze body D, B lezi na tomtéz oblouku nad tétivou AFE (tétivy
AB, ED se protinaji), jsou ihly ABE, ADE shodné.

Odtud plyne, ze AB je osa uhlu EBF kolméd na usecku FFE,
trojihelnik F'BE je tedy rovnoramenny se zdkladnou F'IE a AFBE je
deltoid. O

Podivejme se na dalsi inspirativni tlohy, na zacatek dvé velmi
snadné.
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Uloha 2.5. Je ddn rovnobéinik ABCD s ostrym vnitrnim wdhlem pri
vrcholu A a delsi stranou AB. Sestrojme kruznici opsanou trojihelniku
ABD a jeji pruseéik E se stranou CD. Potom je ABED rovnoramenny
lichobéznik a EBC rovnoramenny trojuhelnik.

Obr. 6: Rovnobéznik a kruznice

Resend. Soucet velikosti protilehlych vnitinich hla tétivového ctyi-
thelniku je 180°. Proto je vnitini thel pti vrcholu E v trojihelniku
EBC shodny s thlem DAB a tedy i s thlem BCE. Lichobéznik je
tétivovy pravé tehdy, je-li rovnoramenny. O

Uloha 2.6. Sestrojme téznice AA;, BBy trojihelniku ABC. Dokaste,
zZe jestlize plati |[<CAA,| = |[<CBB|, je trojihelnik rovnoramenny.

C

Obr. 7: Rovnoramenny lichobéznik

Resend. Stfedni piicka trojihelniku je rovnobézna s pifslusnou stranou:
AB || B1A;, ctyiihelnik ABA;B; je lichobéznik. Jsou-li tihly C' AA;,
CBBj shodné, tj. dhly B1AAy, A1BB; jsou shodné, lezi body A, B,
Aj, B na kruznici a lichobéznik ABA; B je rovnoramenny. O

Uloha 2.7. KruZnice k je rozdélena n praméry na shodné oblouky.
Dokazte, zZe paty kolmic wvedenych k témto prumérim z libovolného
bodu M wvniti kruznice tvori vrcholy pravidelného n-ihelnika. (obr. 8)
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Resend. Pruméry kruznice vytinajici na dané kruznici k shodné oblouky
sviraji shodné tihly, jejich velikost je 180°/n. Proto i kolmice k nim sviraji
uhly téze velikosti.

Obr. 8: Paty kolmic k prumérim kruznice

Paty kolmic vedenych bodem M k prumérum lezi na (Thalétove)
kruznici o nad prumérem OM. Oznacme je A; pro ¢ = 1,...,n
a predpokladejme, ze bod O nesplyva s zddnym z nich.

Tétivy A1 Ag, AsAs, ..., An_1A4,, A,Aq jsou vytaté na této kruznici
jednak shodnymi ihly s vrcholem O € o, jejichz ramena jsou ,sousedni“
prumeéry kruznice k, jednak shodnymi thly kolmic k témto prumérum
s vrcholem M € o. Odchylky dvou ,sousednich® piimek (pruméru i kol-
mic k nim) jsou vesmeés shodné, rovné %.

Zbyvé pifpad, kdy bod O splyva s nékterou patou kolmice. Necht je
to bod Aj. Potom jsou tétivy Ax_1 Ay a ApAr,1 vyfaty na kruznici o
rameny dhla Ap_1 M Ay a AxM Ay velikosti %.

Ramena shodnych obvodovych thla vytinaji na kruznici shodné
tétivy. Vznikly n-thelnik je proto pravidelny. O

Obr. 9: Ilustrace k uloze 2.7
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Uloha 2.8. V trojuhelniku ABC je wvelikost whlu 8 pri vrcholu B
rovna 60°. Osy uhli BAC, BCA se protinaji v bodé I a protinaji proti-
lehlé strany po Tadé v bodech D, E. Dokazle, Ze |ID| = |IE|.

Obr. 10: Regeni tlohy 2.8

Resend. Piipomenme si, ze pro shodné thly EID, AIC plati:
|<AIC| = 180° — (/2 + 7v/2) = 90° + 3/2.
Pro zadanou velikost 8 = 60° tedy plati
|<EID|+ |<EBD|=90°+ 3/2 + 3 = 180°.

Body I, E, B, D proto lez na kruznici a tétivy ID, IE jsou vytfaty
shodnymi uhly DBI, EBI velikosti 3/2. Proto |ID| = |IE]|. O

Posledni tloha svym zadanim jisté pfipomind tilohu 2.7. Zkuste ji nej-
prve vyresit samostatné. Nize uvedené feseni je pouze slovni, obrazek 11
ukazuje jen zadani, aby na prvni pohled neprozrazoval feSeni.

Uloha 2.9. Bod M se pohybuje po dané kruZnici, v niZ jsme sestrojili
prumeéry AB, CD. Sestrojime paty kolmic P, Q vedengch bodem M po
Tadé k prumérum AB, CD. Dokazte, Ze délka tusecky PQ nezdvisi na
poloze bodu M .
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Obr. 11: Zadéani tlohy 2.9

Resend. Podobné jako v tiloze 2.7 opisme trojihelniku PMQ kruznici o.
Ta bude prochazet bodem O pro kazdou polohu bodu M. Protoze bod M
lezi na dané kruznici, je prumér kruznice o pevny, délka tsecky OM je
polomér dané kruznice.

Tétiva PQ je tétivou na kruznicich konstantniho poloméru a je
vytata rameny pevného obvodového thlu POQ (shodného s tihlem
BOD). Rozmyslete si, ze ma konstantni délku, a to i v pfipadeé, ze
néktery z bodu P, @Q splyne se sttedem O dané kruznice. O

Literatura

[Pra] V. V. Prasolov: Zadaci po geometrii I., Moskva, 1986 (rusky).

[MO] Matematickd olympidda. http://www.matematickaolympiada.cz
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KOMBINATORIKA

ANTONIN JANCARIK, JAKUB MICHAL

Urcete pocet devitimistnych cisel, v nichZ se cislice 0-9 vyskytuji
nejvyse jednou a v nichZ se soucty cislic na 1. aZ 3. misté, na 3. aZ 5.
misté, na 5. aZ 7. misté a na 7. aZ 9. misté vsechny rovnaji témuz cislu
10. Najdéte rovnéz nejmensi a nejvétsi z téchto éisel.

S tlohami podobného typu jste se jisté jiz setkali pii studiu kom-
binatoriky. Na tlohdch v prvni kapitole si nejprve pfipomeneme, jak
je mozné obdobné problémy tesit. Nasledné se pokusime vyfesit tdlohu
blizkou loze ze zadani soutéze.

1 Pripomenuti zakladi kombinatoriky

Predtim, nez se pustime do feSeni prvni udlohy, pfipomeneme prvni
z dulezitych pravidel, které pfi samotném feSeni, mnohdy intuitivné,
vyuzivame.

Véta 1.1 (Kombinatorické pravidlo sou¢inu). Mi, My, ..., M, jsou
mnoziny. Pokud lze z mnoZiny vybrat prvek mezdvisle, pak pocet vsech
moznosti takovych vybéru, kdy z kazZdé mnoZiny vybirdme prdvé jeden
prvek je |My| - |Ma| - ... | M,|.

Aplikovat pravidlo souc¢inu muzeme v nasledujici tloze:

Uloha 1.2. Urcete pocet devitimistnych éisel, v nichZ se cislice 0-9
vyskytuji nejuyse jednou.

Reseni. K feSeni kombinatorickych tloh lze zvolit mnoho odlisnych
piistupt. Jednim z ¢astych a piehlednych zplsobu feSeni tloh typu
ulohy je uziti néjakého grafického organizéru dat. Téch je celd rada
a kazdému vyhovuje jisté jiny. My vSak v dalsim textu této kapitoly
budeme pouzivat tabulkové schéma.

Tabulka slouzi k reprezentaci odlisnych fadu ¢isla. Do jednotlivych
policek pak (obvykle z leva do prava) dopliujeme, kolik ruznych cifer
lze na dané misto dosadit. Pro ilohu by tabulka vypadala napiiklad
takto:

(9fo]8[7[6][5]4]3]2]
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Poznamka 1.3. Pozor na nulu! Aby c¢islo bylo devitimistné, nesmi se
na pronim misté nula objevit!

Poznamka 1.4. V tabulce se nejednd o konkrétni cifry, ale o mozny
pocet cifer, které lze na dané misto umistit.

Dale vyuzijeme kombinatorického pravidla soucinu a pocty moznosti
pro jednotlivé cifry vynasobime. Vysledek tedy je 3 265 920. O

Obdobné intuitivni jako kombinatorické pravidlo soucinu je i dalsi
z pravidel. Tim je tzv. kombinatorické pravidlo souctu, které vyuzijeme
v dalsi z loh.

Véta 1.5 (Kombinatorické pravidlo souctu). Necht jsou kazdé dvé
mnoziny My, Ma, ..., M, disjunktni (tj. maji prdazdny prunik). Pak
|M1UM2U~-UMN‘ = ’M1‘+‘M2’+-"+’Mn’ .

Uloha 1.6. Urcete pocet ctyrmistnych ¢isel, v nichZ se ¢islice 0-9 vy-
skytugi nejvyse jednou a v nichz se soucet cifer rovnd deseti.

Resend. Nejprve najdeme viechny takové ctvefice cifer, jejichz soucet je
roven deseti. P¥i hledani je dobré zvolit systematicky postup, abychom
nevynechali nékterou z moznosti. Méli bychom se dostat k nasledujicim
Ctveticim:

{7,2,1,0}, {6,3,1,0}, {5,4,1,0}, {5,3,2,0}, {4,3,2,1}.

Ty ctvefice, které obsahuji nulu, lze preskladat na ctyiciferné ¢éislo
poctem zpusobtu zachycenym tabulkou:

Tabulka pro posledni ¢tvefici {4,3,2,1} by mohla vypadat takto:

Podle kombinatorického pravidla soucinu tak lze vytvorit z kazdé
ze ¢tveric {7,2,1,0},{6,3,1,0},{5,4,1,0} a {5,3,2,0} pravé 18 cisel
(nebot 3 -3 -2 -1 = 18) splaujicich zadanou podminku. Ze ctvefice
{4,3,2,1} pak lze podle stejného pravidla vytvorit €isel 24.

Podle kombinatorického pravidla souctu tedy muzeme zkonstruovat
18+ 18 4+ 18 4+ 18 4+ 24 =96 cisel, kterd splnuji podminky ze zadéni.

O
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2 Ijlohy se spojkami

Soutézni iloha se odlisuje od piedeslych pozadavkem na soucty takovych
cifer, ze nékteré z nich pocitdme dvakrat (na tfetim, patém a sedmém
misté). Témto cifrim budeme v dalsim textu fikat spojky.

Uloha 2.1. Naleznéte pocet vsech péticifernyjch cisel sloZenych z cifer
0-9 tak, Ze kaZdd je pouZita nejvyse jednou a zdroven plati, Ze soucet
prunich tri cifer, a také soucet poslednich tii cifer se rovnaji Sesti. Kolik
z téchto cisel je délitelngjch tremi?

Resend. Ulohu zatneme Fesit tak jako tlohu tj. najdeme vSechny
trojice Cisel, jejichz soucet je roven Sesti:

{5,1,0}, {4,2,0}, {3,2,1}.
Péticiferné ¢islo bude tvoreno prvky dvou z téchto mnozin. Na obrazku 1

je znézornéno, kterd cifra bude spojka pti pouziti dvou danych trojic.

{5,1,0}

{4,2,0} — {3,211}
2

Obr. 1: Spojky mezi neusporddanymi trojicemi z tlohy

1. Pro dvojici {5,1,0} a {4,2,0} je spojkou nula. Tu umistime na
misto stove

Na prvni dvé mista nejprve umistujme napiiklad prvky z mnoziny
{5,1,0}. Nepouzité cifry pét a jedna lze usporadat dvéma zpusoby.

110
11510

5 Tabulky v této kapitole zndzoriuji konkrétni umisténi cifer, nikoliv poéty
moznosti jako v kapitole 1.
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Na posledni dvé mista pak umistime zbylé prvky z druhé mnoziny,
tedy ¢islice 4 a 2. To lze ucinit také dvéma zpusoby.

= = Ot Ot
(=) Nen)l e} Nen)
DO | DN >
=N DN

O O = =

Cisla, kterd spliuji dané podminky, zaroven zacinaji ciframi
z mnoziny {5, 1,0} a konéi prvky trojice {4, 2,0}, jsou proto étyfi.

.

Uplné stejné bychom postupovali v opa¢ném piipadé, kdy prvni
trojici ¢isla tvoii cifry z mnoziny {4,2,0} a posledni trojici cifer
jsou prvky z mnoziny {5,1,0}. Predstavit si to muzeme tak, ze
Ctyfi vysSe zkonstruovana ¢isla ¢teme odzadu.

Proto je z mnozin {5,1,0} a {4,2,0} mozné sestavit osm ¢&isel,
kterd spliuji zadani.

. Pro dvojici mnozin {5,1,0} a {3, 2,1} je spojkou jednicka. Umistime

ji na misto stovek a dale obsazujeme zbylé pozice stejné jako
v pifpadé [1}

Nejprve na prvni dvé pozice volme nepouzité prvky napiiklad
z prvni mnoziny, tedy pétku a nulu. Protoze ¢islo nulou nemiuze
zac¢inat (aby bylo péticiferné), lze cifry dosadit pouze jednim
zpusobem.

[(sfoft] [ |

Na posledni dvé pozice volime nepouzité prvky z mnoziny {3,2, 1}.
Témi je trojka a dvojka. Ty lze usporddat dvéma zpusoby.

510111(2]3
51011312

Takova ¢isla nalezneme proto dveé.

Pokud bychom ovSem prvni tfi mista obsazovali ciframi z druhé
mnoziny {3, 2, 1}, situace by se zménila. Prvni dvé mista obsazu-
jeme ¢isly dva a tii. To je mozné také dvéma zpusoby:

2131
3121
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Na poslednich dvou mistech fadime ¢isla pét a nula. Opét existuji
dva zpusoby:

W DN W[ N
DO W DN W
= =] =] =
| O| O Ot
ol O OO

Moznosti jsou proto Ctyfi.

Z mnozin {5,1,0} a {3,2,1} tim paddem lze sestrojit Sest vhodnych
cisel.

3. Dvojice mnozin {4,2,0} a {3,2,1} ma spojkovou cifru dva. Protoze
nezalezi na konkrétni hodnoté cifry (pokud se nejednd o nulu, jak
jsme jiz vidéli), bude poc¢et moznych Feseni shodny jako v bodu
tedy Sest.

Podle pravidla kombinatorického souctu proto existuje 8 +6 + 6 =20
ruznych péticifernych &isel, ktera odpovidaji podminkam zadani.

K nalezeni poctu ¢isel délitelnych tfemi pouzijeme kritérium, které
iiké, ze cislo je délitelné tfemi pravé tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet
délitelny tiemi.

Ciferné soucty trojmistnych ¢isel utvorenych z kazdé z mnozin
{5,1,0},{4,2,0} nebo {3, 2, 1} jsou délitelné tremi. Protoze ale mezi nimi
existuji spojky, bude vzdy ciferny soucet pétimistného ¢isla vytvoreného
z dvojice neuspoiadanych trojic roven souc¢tu vSech ¢isel v obou trojicich
minus témto trojicim odpovidajici spojka.

Aby délitelnost tfemi zustala zachovana, musi spojka byt 0, 3, 6, nebo
9. To spliuje pouze dvojice trojic {5,1,0} a {4,2,0}. Jiz vime, Ze tato
dvojice tvoii osm ¢isel odpovidajicich zadani a nyni také vime, ze je
pravé téchto osm ¢&isel délitelnych tfemi. O

Uloha 2.2. Jsou ddna vsechna deviticifernd c¢isla takovd, Ze kazdd cifra
se v jejich dekadickém zdpisu vyskytuje nejvyse jednou a jsou délitelnd
deviti. Urcete nejvétsi a nejmensi z nich.

Reseni. Aby ¢islo bylo délitelné deviti, musi jeho ciferny soucet byt
délitelny deviti. Jakych hodnot mohou tyto ciferné soucty pro devitimistna
Cisla, jejichz cifry se nesméji opakovat, nabyvat?

Pokud z desiti cifer vybereme devét nejvétsich (tedy vynechdme
nulu), dostdvame nejvétsi mozny ciferny soucet 45.
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Protoze ciferny soucet 1+2+---+ 8+ 9 je délitelny deviti, jsou
vSechna Cisla slozend z téchto cifer tak, ze kazda je pouzita pravé jednou,
délitelnd deviti a nejvétsim z nich je ¢islo 987 654 321.

Kdyz naopak vynechame nejvétsi cifru, dostaneme ciferny soucet 36.
Cisla slozena, z cifer nula az osm (opét tak, ze kazda z téchto cifer je v éfsle
obsazena pravé jednou) jsou proto také délitelnd deviti a nejmensim
z nich je ¢islo 102 345 678. O

Na zavér se podivame na ulohu se dvéma spojkami.

Uloha 2.3. Najdéte vsechna takovd sedmicifernd c¢isla, kde se kazdd
z cifer vyskytuje nejuyse jednou, a zdroven plati, Ze soucet cifer na 1. aZ
3. misté, na 3. aZ 5. misté a na 5. aZ 7. misté je vidy roven sedmi.

Resend. Opét najdeme trojice, jejichz ciferny soucet je roven sedmi. Ta-
kovymi trojicemi jsou:

{6,1,0}, {5,2,0}, {4,3,0}, {4,2,1}.

Na obrazku [2| je schématicky znézornéno, jaké spojky mezi jednot-
livymi trojicemi cifer jsou. P#i pohledu na trojihelniky tvofené Sipkami
si Ize vSimmnout, Ze nastavaji dvé situace:

1. V trojici mnozin existuji tii ruzné spojky.

2. V trojici mnozin existuje jedna spojka.

(5,2,0}
0o/ 2 0
(4,2,1)
6,1,00. 1 1430
0

Obr. 2: Spojky mezi neusporddanymi trojicemi z tdlohy

Pokud nastane prvni piipad, pak neni mozné zadné sedmiciferné
¢islo splitujici nase podminky sestrojit, nebot k dispozici mame pouze
3-3—3=06 (coz je pocet cifer v trojicich minus cifry, které se opakuji)
unikétnich cifer na sedm Fadu.

Pokud nastane pripad dvé, také neslozime zadné sedmiciferné
¢islo spliiujici podminky, nebot k tomu jsou potieba alespoil dvé riizné
spojky.

Pocet ¢isel splnujicich dlohu je tedy nula. O
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Ulohu |2_._2;_| lze TeSit také takto:

Resend. Nejmensim moznym cifernym souétem sedmiciferného éisla,
jehoz cifry jsou odlisné, je 0+ 14 ---+ 6 = 21.

Cislo, které méame sestrojit, ma mit ciferny soucet cifer na 1. az 3.
misté, na 3. az 5. misté a na 5. az 7. vzdy roven sedmi. Ciferny soucet
celého sedmiciferného ¢isla tak proto je 21 — (s1 + s2), kde s1, s2 jsou
spojky.

I kdyz budou obé spojky nejmensi mozné, tedy nula a jedna, bude
ciferny soucet hledaného sedmiciferného ¢isla 20, coz je méné, nez mi-
nimaln{ ciferny soucet potiebny k vytvofeni sedmiciferného ¢isla bez
opakovani cifer.

Resen{ tedy neexistuje. O

Literatura

[BE] R. A. Beeler: How to Count: An Introduction to Combinatorics and
Its Applications. Imprint: Springer, 2015. ISBN 978-3-319-13843-5.
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GRAFY FUNKCI
S ABSOLUTNI HODNOTOU

MIROSLAV ZELENY

Tato poznamka je vénovédna grafum funkci, které jsou definovany
pomoci absolutni hodnoty. Vyklad muze byt uzitecny pii premysleni o
tloze 71-B-I-4 matematické olympiddy, jejiz zadani zni:

Urcete pocet redlnijch korent rovnice x|x + 6A| = 36 v zdvislosti na
redlném parametru A.

1 Trocha teorie

V nésledujicich tfech pozorovanich vezmeme funkci f a jeji definiéni
predpis pozménime jistym zpusobem pomoci funkce absolutni hodnoty.
Bude nés zajimat, jak tato modifikace ovlivni graf funkce. Poté ptidame
jesté jedno pozorovani, kde jiz absolutni hodnotu nebudeme pouzivat.
Funkce f bude pro néas redlnd funkce z R do R, jejiz definiéni obor
budeme znacit D(f).

1.1 Prvni pozorovani

Funkce |f| je na D(f) definovéna predpisem

1f(z)| = {f(fv)? pokud z € D(f), f(x) >0,
~f(z), pokud x € D(f), f(z) <0.

Méme-li si udélat predstavu o tom, jak vypadd graf funkce |f|, muzeme
nakreslit nejprve graf funkce f a potom nakreslit graf funkce |f| tak, ze

¢ast grafu funkce f nad osou x ponechame, jak je, a ¢dst pod osou x
zobrazime osové soumérné podle osy x. Podivejte se na obrizky 1 a 2.

N\ VAV
\

Obr. 1: Graf funkce f Obr. 2: Graf funkee |f|
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1.2 Druhé pozorovani

Definujeme-li k funkci f novou funkci g predpisem

g9(x) = f(|z]),

pak je g definovdna pro kazdé = € R, které splauje |x| € D(f). Graf
funkce g vznikne z grafu funkce f tak, ze vezmeme pouze graf funkce
flio,00); ti- graf funkee f zizené na mnozinu D(f) N [0,00), a k nému
pridame jeho osové symetricky obraz podle osy y. Tak dostaneme graf
funkce g. Podivejte se na obrazky 3 a 4.

\ \
Obr. 3: Graf funkce f Obr. 4: Graf funkce ¢

1.3 Treti pozorovani

Necht funkce f je zapsdna ve tvaru f(z) = fi(x) - fo(x). Funkei g defi-
nujme piedpisem

9(x) = f1(z) - | fa()]-

Funkci g muzeme také zapsat takto

4(z) = {fl(x) fal@),  pokud z € D(f), fo(x) 20,
—fi(x) - fo(x), pokud x € D(f), fa(x) < 0.

Méme-li graf funkce f, pak graf funkce ¢ bude vypadat tak, ze v osové
symetrii s osou = zobrazime ty Casti grafu f, kde je funkce fo zaporna,
zbyvajici ¢ast grafu funkce g se bude shodovat s grafem funkce f. Toto
pozorovani je ziejmé zobecnénim prvniho pozorovani. Pro ilustraci se
podivejte na obrazky 5 a 6, kde jsou grafy funkei f(z) = cosz - sin(2x)
a g(r) = cosx - |sin(2z)].

T T A

Obr. 5: Graf funkce f Obr. 6: Graf funkce g
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1.4 Ctvrté pozorovani

Definujeme-li k funkci f novou funkci g predpisem
g(@)=f(x)+a,  x€D(f),

pak graf funkce g vznikne posunutim grafu f ve sméru osy y o hod-
notu a. Ptislusné obrazky maji ¢isla 7 a 8.

Obr. 7: Graf funkce f Obr. 8: Graf funkce g

2 Trocha praxe

Uloha 2.1. Nakreslete graf funkce f(z) = |sinz|

Reseni. Graf funkce f ziskame z grafu funkce sinus pomoci Pozo-
rovani 1.

B N B ; pm

Obr. 9: Graf funkce sin Obr. 10: Graf funkce |sin |
na intervalu [0, 27] na intervalu [0, 27]

Uloha 2.2. Nakreslete graf funkce f(x) = sin |z|.

Resend. Opét vyjdeme z grafu funkce sinus, ale pouzijeme Pozorovéni 2.

NN . . N .
—27 —M Mﬂ' 72M71’ J, 7'r\/2'7r

Obr. 11: Graf funkce sin Obr. 12: Graf funkce f

na intervalu [—27, 27] na intervalu [—2m, 27]
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Uloha 2.3. Nakreslete graf funkce
fla) = “ny ~1] -1 - 1'.

Resend. V této tiloze nejprve nakreslime funkci « — |z|. Pak budeme po-
stupné aplikovat Pozorovani 1 a Pozorovani 4 a nakreslime grafy funkci
x =zl -1 x|z -1,z — |lz| = 1] = 1, z — |||z| — 1] — 1],
x> |||z] — 1] — 1| — 1 a konecéné graf funkce f.

Obr. 13: Obr. 14: Obr. 15:
x|z x|z —1 x = ||z] — 1
Obr. 16: Obr. 17: Obr. 18:
ze ||z] - 1] —1 g ||l =1 -1z |llz] -1 -1 -1
-3 0 3

Obr. 19: Graf funkce f

Uloha 2.4. Nakreslete graf funkce flz) =z |z+1].

Resend. Nejprve nakreslime graf funkce z +— z(z + 1) a pak pouzijeme
Pozorovéani 3.
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\_/

Obr. 20: Graf funkce Obr. 21: Graf funkce f
x—z(r+1)

O]

Poznamka 2.5. VySe uvedené postupy mohou nékdy znaéné usnad-
nit premysleni o nékterych problémech a mohou poskytnout inspiraci
k jejich feseni. Na druhou stranu se v8ak korektni matematicky dukaz
nemuze podstatnym zpusobem opirat o obrazky, i kdyby byly nakresleny
pocitacem.
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TETIVOVE CTYRUHELNIKY
A PRENASENI UHLU

RADOVAN SVARC

P11 boji s geometrii se dd vyuzit mnoho sofistikovanych zbrani. Tyto
kanony jsou ovSem naro¢néjsi na manipulaci a pres svou silu jsou velmi
specializované a pouzitelné jen na nékteré konkrétni typy tloh, takze
se jimi zde zabyvat nebudemeﬁ Misto toho se budeme soustiedit na
techniku pfenaSeni ihla, kterd by v nasi zbranové metafore zastdvala roli
kapesniho noze — pro velmi naro¢né problémy obvykle neni postacujici,
ale zato je jednoduchd na pouzivani a pomérné vsestrannd. Nérocné
problémy obvykle vyzaduji jeji vyuziti alespon na ¢ast cesty, a jednodussi
se casto daji vyreSit jen s jeji pomoci. Takovou tulohou je i 71-B-I-5
matematické olympiddy, jejiz zadani zni:

Pravidelnij n-ihelnik oznacme A1As ... A,. Bod A zobrazime v 0sové
soumérnosti s osou AxAs, ziskdime bod A%. Pak bod A% zobrazime
v 0s0v€ soumérnosti s osou AyAs, ziskdime bod AY. Pro kterd n > 4
je bod A% totozny s prisecikem primek A1 Ay a AzA4?

1 Teorie

Krom souctu ihli v trojihelniku a standardnich vztaht mezi vedlejsimi,
vrcholovymi, souhlasnymi a stfidavymi thly se nejcastéji pouzivaji
vztahy pro tétivové ctyiuhelniky. Predtim si vSak pripomenme vztahy
mezi uhly v trojuhelniku.

Véta 1.1. Necht O je stied kruznice opsané trojuhelniku ABC, thel pri
vrcholu B (i jeho velikost) oznaé¢me (. Pak pokud je B ostry thel, plati
|<<TAOC| = 28, jinak |<AOC| = 360° — 2..

Specialni piipad této véty je tzv. Thalétova véta:

Véta 1.2. Necht ABC je trojuhelnik, jehoZ stied kruznice opsané
oznacime jako O. Pak O lezi na idseéce AC prdavé tehdy, kdyz je hel
ABC pravy. V tom pripadé je O stiedem usecky AC.

6 Zvidavému ¢tendfi doporucujeme hledat klicovd slova kruhové inverze“,
»spirdlni podobnost“ nebo tiebas ,projektivni geometrie“. Vhodnd dokumentace
k nim se pii trose snahy da najit kupfikladu na strankach prase.cz nebo iksko.org.


prase.cz
iksko.org
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Pro srozumitelnost si zopakujme, co je to tétivovy ¢tyruhelnik:

Definice 1.3. Konvexni ¢tyiihelnik ABCD nazyvame tétivovyj, pokud
mu lze opsat kruznice.

v

nuty v nésledujici vété (kterd 1ze veelku jednoduse dokazat za pomoci
véty vyse):

Véta 1.4. Necht ABCD je konvexni étyrihelnik.

e ABCD je tétivovy prdvé tehdy, kdyz plati |<ACB| = |<ADB].
Pokud si v tomto pripadé stied kruznice opsané oznacime jako O
a velikost whlu ACB jako ¢, pak |<TAOB| = 2¢, pokud je p < 90° a
|<<AOB| = 360° —2¢ jinak. Uhel  se nékdy nazyvd obvodovy thel
piislugny oblouku ACB a thel AOB se nékdy nazijvd stiedovy
thel piislusny tétive AB.

e ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz |[<ABC| + |[<ADC| = 180°.
Uhly ABC a ADC se pak nékdy nazyvaji doplikové.

C c

(65

!
!

®

Nakonec jesté zminme podobné tvrzeni o tetnach. Muzete si roz-
myslet, ze to je vlastné jen piedchozi véta v piipadé, ze dva body
ctytuhelnika splyvaji.

Véta 1.5. Necht ABC je trojuhelnik a X je bod lezici v jiné poloroviné
uréené primkou AB neZ bod C. Potom BX je teéna ke kruznici opsané

trojuhelniku ABC' prdvé tehdy, kdyz |[<ACB| = |[<ABX]|. Tomuto thlu
Tikdme tsekovy ihel.
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2 Praxe
Nyni si pfedvedeme, jak se daji tyto véty vyuzit na feSeni dloh z mi-
nulych ro¢niku olympiady.

Uloha 2.1. Oznaéme M stied strany AB libovolného trojuhelniku
ABC. Dokazte, zZe rovnost |[<TABC| + |<ACM| = 90° plati, pravé kdyz
je trojuhelnik ABC rovnoramenny se zdkladnou AB nebo pravouhly
s preponou AB.

(63-A-I1-2)

C/

Resend. Nejprve predpokladejme, ze |[<ABC|+ |<ACM| = 90°, druhou
implikaci dofesime pozdéji. Abychom byli schopni néjak dobfe pracovat
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s uhly pomoci vyse uvedenych vét, potiebujeme néjakou kruznici. Do-
kresleme si tedy kruznici opsanou trojihelniku ABC. Ozna¢me si jako
C’ bod, ve kterém primka C'M protne kruznici opsanou ABC' a rovnou
si jako O oznacme stied této kruznice. Z véty o obvodovych hlech pak
vime, ze
|[<ABC'| = |<ACC’| = |[<ACM| = 90° — |[<ABC|,
takze
|<CBC'| = |[<ABC| + |<ABC’| = |[<ABC| + 90° — |<ABC| = 90°.

Z toho jiz za pomoci Thalétovy véty plyne, ze O lezi na piimce C'C’.
Odtud plyne, ze O lezi na piimce C M.

Nyni médme dvé moznosti. Prvni moznosti je, ze M = O. V tom
piipadé jiz plati, ze ABC je pravouhly s pieponou AB diky Thalétové
vété. V pripadé, ze M # O vyuzijeme toho, ze stfed kruznice opsané lezi
na osach stran, takze piimka OM je osa AB. Na této piimce ale lezi C,
takze C je na ose strany AB, tedy |CA| = |CB]|. (To, ze O # M jsme
vyuzili k tomu, aby ptimka OM byla skuteéné dobie definovan4.)

Jesté zbyva ukdzat obracenou implikaci. Pokud je trojihelntk ABC
rovnoramenny se zdkladnou AB, je 2|<ABC| = |<ABC| + |<CAB]| a
2|<ACM]| = |<<ACB|. Potom

2|<ABC| + 2|<ACM| = |<ABC| + |<CAB| + |<ACB| = 180°,

coz po vydéleni dvéma dava to, co jsme chtéli.

Pokud je trojihelnik ABC pravouhly s pieponou AB, je z Thalétovy
véty M sttedem kruznice opsané trojihelniku ABC, tedy |AM| = |C M|,
¢ili |[<ACM| = |<CAM| = |<CAB]|. Pak

|<ABC| + |[<ACM| = |[<ABC| + |<CAB| = 180° — |<ACB| = 90°.
O

C
X |
M B A M B
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Uloha 2.2. Nech{ ABCD je kosoctverec s kratsi ihloptickou BD a E
vnitind bod jeho strany CD, ktery lezi na kruZnici opsané trojuhelniku
ABD. Uréete velikost jeho vnitrniho ihlu pri vrcholu A, maji-li kruznice
opsané trojuhelnikum ACD o BCE prdvé jeden spoleény bod.

(67-B-1-3)

Resend. To, ze kruznice opsané trojihelnikim ACD a BC'E maji pravée
jeden spoleény bod znamend, Ze maji v bodé C' spoleénou teénu. Necht X
je bod na této spolecné tecné, ktery lezi v jiné poloroviné uréené piimkou
CD nez A a B. Dvojim pouzitim véty o usekovych thlech ziskdame vztah

|<CBE| = |<ECX| = |<DCX| = |[<DAC|.

Tento thel oznacme jako ¢. Protoze ABCD je kosoctverec, je AC osa
uhlu BAD, takze |<BAD| = 2|<DAC| = 2¢. Z rovnobéznosti piimek
AB a CD je |[<CDA| = 180° — |<BAD| = 180° — 2¢. Protoze ABED
je tétivovy ¢tyrihelnik, vime z véty o dopliikovych thlech v tétivovém
¢tyfuhelniku, ze |[<ABE| + |<EDA| = 180°. Potom

|<ABE| = 180°— |<EDA| = 180° — |[<CDA| = 180° — (180° —2¢) = 2¢.
Odtud dostavame
|<ABC| = |<CBE| + |<ABE| = ¢ + 2¢ = 3.

Ale protoze ABCD je kosottverec, je |[<ABC| = |<CDA]|. Takze nako-
nec dostavame

3¢ = |<ABC| = |[<CDA| = 180° — 2¢.

7 toho plyne 5¢ = 180°, ¢ili ¢ = 36°. Takze velikost vnitintho uhlu pri
vrcholu A je rovna |[<BAC| = 2¢ = 72°. O
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EXTREMNI INVARIANTY
NA SACHOVNICI

JAN KREJCT

Letosn{ Sesté tloha kategorie B dohromady spojuje nékolik skupin tloh.
My se v tomto piispévku podivame na kazdou skupinu zvlast a na ¢tenaii
(nebo jeho/jejich studentech) bude, aby popsané techniky zuzitkoval
v soutézni iloze.

Je ddna Sachovnice m xn, jejiz policka jsou obarvena éerné a bile kla-
sickym zpisobem, pricemz levé horni policko je cerné. Tahem rozumime
vzdjemnou vymeénu dvou Tddku nebo vzdjemnou vymeénu dvou sloupci
Sachovnice. Skvrnou rozumime takovou neprdzdnou mmoZinu cerngch
policek, kterd je tvorena vSemi policky, do michZ lze z jednoho jejiho
policka prejit po cesté sestavajici ze stranou sousedicich cernijch policek.
V' zavislosti na prirozenych éislech m a n urcete, kolik nejméné skvrn
muze bijt na Sachovnici m X n po provedeni koneéného poctu tahil.

1 Extremalni tulohy

Uloha vySe spadd do kategorie tuloh, které se nds ptaji na nalezeni
extrému nebo trochu nepfesnéji na nalezeni toho, jak dobre lze néco
udélat. Na nasledujicim prikladu si projdeme nélezitosti, které reseni
tohoto typu tloh vyzaduje, a ukdzeme si, jakych postupli se naopak
vyvarovat.

Uloha 1.1. (MKS 33-4-6) Jakyj mazimdini pocet vézi mizeme umistit
na Sachovnici 3n x 3n tak, Ze kaZdd véz je ohroZena nejvyse jednou dalsi
vezZi?

Co tedy teSeni takové 1ilohy musi obsahovat? Prirozené ¢lovék musi
prijit na to, jak dobre to jde (kolik vézi se ndm na Sachovnici vejde).
Dalsi, neméné podstatnd, ¢ast je ukazat, ze lépe uz to nejde (bude-li na
Sachovnici vice vézi, pak uz nebudou splnény podminky zadéni).

Nejcastéjsi chyby budeme ilustrovat na nasledujicim fesend.

Reseni. Pokusime se na Sachovnici umistit véze podle zadani. Budeme
je na Sachovnici pfidavat po dvojicich tak, aby ndm zabraly co nejméné
mista, tj. co nejméné fadku a sloupct. Je jasné, ze tyto véze musi sdilet
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bud fddek nebo sloupec (jinak zaberou o fddek nebo sloupec vice).
Problém je, ze pokud véze sdili sloupec, pak zaberou jeden sloupec,
ale dva radky, takze musime stiidat, jestli sdili fadek nebo sloupec, ji-
nak jedny vycerpame a ve druhych bude jesté misto. Timto zpiisobem
muzeme ,,vyplnit* vSechny fadky a sloupce, takze maximalni pocet vézi
na Sachovnici je 2 - %" = 4n. O

Toto feseni obsahuje vSechna podstatna pozorovani nutna k vyreseni
tlohy, nicméné neni spravné. Co v ném neni spravné?

V prvé tadé teSeni dokazuje, Zze pokud budu na Sachovnici
pokladat véze popsanym zpusobem, pak se jich tam vejde nejvyse
4n. Uloha se mé oviem ptd, kolik nejvice jich tam umim dostat.

To znamena, ze aby bylo toto feSeni spravné, musel bych ukazat, ze
leps{ zpusob umistovani vézi na Sachovnici skuteéné neni (coz je v FeSeni
feCeno, ale neni dokdzano). Za druhé by se feSeni muselo popasovat se
situaci, kdy maximdlni pocet vézi je lichy, protoze v ném véze umistuji
po dvou.

Idea ,nejlepsiho mozného* usporadani velmi ¢asto nevede k iplnému
feSeni a v nejhorsim piipadé dokonce fesitele svede uplné z cesty. Pokud
tedy nemam neprustielné zduvodnéni, ze mé uspoiradani je skutecné
nejlepsi, tak je lepsi tuto ideu nepouzivat.

Za treti, v feseni ma byt piiklad toho, jak na Sachovnici dostanu 4n
veézi a jediné, co v ném je, je mlhavé nastinéni, jak bych mél postupovat.
Chci-li mit korektni FeSeni, musim rozmisténi popsat tak, ze je snadno
pochopitelné i pro ¢lovéka, ktery tlohu nefesil (mohu vyuzit napiiklad
obrazky nebo nécrtky). Jak tedy ulohu vyftesit 1épe?

Reseni. Nejdiive ukazu, ze na Sachovnici mohu umistit 4n vézi. Na dia-
gonale si vyberu n ¢tvercu 3 x 3 a do kazdého z nich umistim 4 véze (viz
obrazek).

K

(im
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Nyni ukazu, ze vice vézi se mi na Sachovnici nevejde. Oznac¢me o pocet
paru vézi, které se ohrozuji navzajem (je-li véz ohrozena, pak je ohrozena
pravé jednou dalsi vézi), a f pocet vézi, které nejsou ohrozené.

Vsimnéme si, ze v kazdém tadku a sloupci Sachovnice musi byt
nejvyse dvé véze a pokud v fadku jsou dvé véze, pak ve sloupcich, ve
kterych tyto dvé véze jsou nemuze byt jiz zddna dalsi véz. Tvrzeni plati
i pokud zaménim radky za sloupce a naopak. To znamenda, ze pocet
radku a sloupci, ve kterych najdu véz, je 3o + 2f a tento pocet musi
byt mensi nebo roven poctu fadku a sloupcu Sachovnice, tj.

30+ 2f < 6n.

Vzhledem k tomu, Ze o i f jsou nezapornd ¢isla, tak z toho déle plyne,
ze

3 1
§f+3o§2f+30§6n = §f+0§2n = f+4+20<4n.

O

Podstatnd zména v feSeni je, ze se ,parovani“ vézi pouziva pro
zkonstruovani prikladu, kdy na Sachovnici umistime 4n vézi. Na dru-
hou stranu, pii dokazovéni, ze 1épe uz to nejde, se predpokladd, ze na
Sachovnici je nékolik ohrozujicich se 7 nékolik neohrozujicich se vézi.

Ukézat, ze 1épe uz to nejde, ¢asto nelze provést piimo, proto zde
uvedeme FeSeni, které vyuziva dalsi ¢astou techniku, a tou je spor. Bu-
deme pfedpoklddat, ze to jde 1épe, nez jak jsem to spocital, a dalSim
postupem dojdeme k nétemu nesmyslnému. Z toho pak plyne, ze 1épe
uz to nejde.

Reseni. Dokazme sporem, Ze na Sachovnici se za dané podminky nevejde
vice nez 4n vézi. Predpokladejme, ze maximélni pocet vézi je alespon
4n+1. Na zacatku si vSimnéme, ze v kazdém radku a sloupci mohou byt
nejvyse dvé véze. Navic, pokud v jednom fddku budou dvé véze, pak ve
sloupcich, ve kterych tyto dvé véze jsou, uz nemuze byt zadna dalsi véz.

Mame-li 4n + 1 vézi a 3n tadka, pak musi byt alespon v n + 1
radcich dvé véze. To diky pozorovani vySe znamend, ze v alespon
2(n 4+ 1) sloupcich musi byt pouze jedna véz. Ve zbyvajicich nejvyse
3n—2(n+1) = n — 2 sloupcich pak mohou byt nejvyse dvé véze.
Spocitame-li nakonec pocet vézi pies sloupce, dostaneme, ze jich cel-
kem muze byt maximéalné

2(n+1)+2(n—2)=4n—-2<4n+1.
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To je spor, protoze jsme na zacatku predpokldadali, ze vézi je alespon
In + 1.

Nyni ukdzeme, ze umime na Sachovnici rozmistit 4n vézi — vybereme
si na diagondle ¢tverce 3 x 3, jejichz fadky a sloupce se nepiekryvaji, a
do kazdého takového ¢tverce umistime 4 véze (viz obrazek).

) |
E E
X

(on

2 Invarianty

Jadrem dalsi skupiny tloh je v8imnout si, Ze v nich néjaka velicina
zustavd konstantni (nebo také invariantni). Co to znamend?
Uloha 2.1 (FK). Ve wvrcholech Sestitihelniku jsou napsdna ¢isla 1, 0,

1, 0, 0, 0. V jednom kroku smime zvysit o jedna dvé sousedni ¢isla. Je
mozné opakovdnim tohoto kroku ziskat Sest stejngjch éisel?

Reseni. Oznaéme vrcholy postupné pismeny A-F (jako na obrazku) a
oznac¢me S soucet ¢isel ve vrcholech A, C, E a Sy soucet ¢isel ve vrcho-
lech B, D, F.

A B
1 0

F<0 1C
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Vsimnéme si, Ze zvySenim dvou sousednich Cisel se rozdil S7 — So
neméni, protoze o jednicku zvysime jak ¢islo S, tak S. To znamen4, ze
tento rozdil bude vzdy 2.

Aby v8echna ¢isla byla stejnd, musel by tento rozdil byt 0, takze
odpovéd na otdzku tlohy je, Ze popsanou operaci nenf mozné dosdhnout
Sesti stejnych ¢&isel. O

Jak jiz bylo feceno vySe, invariant je veli¢ina, kterd se neméni (nebo
se méni néjakym predepsanym zpusobem). Prace s nim neni tézka, ale
nékdy je tézké ho najit. Mezi typické piiklady invariantu patii:

e soucty, souciny, rozdily &isel (piipadné jejich zbytku po déleni
vhodnym éislem)

e soulty ¢tverci, pruméry

e u figur na Sachovnici to muze byt barva poli, na kterd se mohou
pohnout, nebo tieba fakt, ze barvu poli v kazdém tahu méni.

Invarianty se ¢asto pouzivaji k tomu, aby ¢lovék dokdazal, zZe néco nejde,
takze se mohou hodit v extremalnich dlohéch k dokazéni druhého kroku,
ze 1épe uz to nejde. Podivejme se na dalsi ulohu.

Uloha 2.2 (ML). Rado si poridil 100 krav. Ubytoval je v 4 ohraddch.
Do severni zahnal 10 krav, do vychodni 20, do jizni 30 a do zapadni 40.
Mezi ohradams je branka, kterd funguje tak, Ze z vybrané ohrady vypusti
3 kravy, které pak kazdd zamiri do jiné ohrady. Nap7. pokud bychom ze
severni ohrady vypustili 8 krdvy, pak budeme mit 7 krav v severni, 21
ve vijchodni, 81 v jizni a 41 v zdpadni. Dokazte, Ze pouzitim této branky
nent mozné docilit toho, aby v kazZdé ohradé bylo 25 krav.

Reseni. Zde ndm nepomuze paritaﬂ nicméné se misto na pocty krav
muzeme divat na jejich zbytky modul(ﬁ 4. Pak si muzeme v8imnout, ze
zbytky modulo 4 se po pouziti branky ve vSech ohradach zvysi o 1 (po
zbytku 3 nésleduje zbytek 0).

Na zacatku jsou zbytky modulo 4 postupné 2, 0, 2 a 0 pro severni,
vychodni, jizni a zdpadni ohradu. M&-li byt kazdé ohradé stejné mnozstvi
krav, musime se dostat do stavu, kdy jsou zbytky modulo 4 stejné. Toho
nelze dosdhnout kvuli tomu, co bylo fec¢eno vyse. O

7 Kdyz mluvime o parité, zajimé nés, zda je &slo sudé, nebo liché.
8 Fraze zbytek modulo 4 mé stejny vyznam jako fréze zbytek po délend cislem 4.
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Na zavér rozebereme jesté jednu tézsi ulohu.

Uloha 2.3 (FK). Mdme 3 hromddky fazoli. Na jedné hromddce lezi
modré, na druhé cervené a na treti zelené fazole. V jednom tahu smime
provést vyhodnou vymeénu: zahodime dvé fazole, kaZdou jiné barvy a do-
staneme za né fazoli barvy treti. Kdy mizZeme timto postupem skoncit
s jedinou fazoli?

Resend. Vsimnéme si nejdifve, ze pokazdé, kdyz vyménime dvé fazole za
jednu, tak se celkovy pocet fazoli na hromadkach snizi o jedna. To zna-
mend, ze po koneéném poctu kroki nase snazeni skonéi bud tspéchem
nebo neuspéchem a nemuze se stat, ze se zacyklime.

Dale si vSimnéme, Ze se ndm v kazdém kroku zméni parita poctu
fazoli na vSech tfech hromadkéach. Ozna¢me pocty fazoli a, b a ¢ a
podivejme se na zbytky, které trojice (a — b,b — ¢, ¢ — a) dava po délent
dvéma.

Soucet téchto zbytkt modulo 2 bude sudy, protoze se tato 3 ¢isla
poséitaji na 0. To znamen4, Ze v této trojici zbytki nebude bud zadna
jednicka, nebo budou dvé. V normdln{ fe¢i to znamen4, Ze bud vsechna
tfi ¢isla budou mit stejnou paritu a nebo naopak vSechna tii stejnou
paritu mit nebudou. Prvni z téchto situaci budeme znacit (0,0,0) a
druhou (1,1,0). Plati, Ze se neumime dostat ze situace (0,0,0) do si-
tuace (1,1,0), protoze kazdym tahem se parita poc¢tu fazoli na vsech
hromadkéach zméni.

Z toho plyne, ze pokud zac¢indme v situaci (0,0,0), pak nemuzeme
zustat s jedinou fazoli, protoze to je situace (1,1,0). Zbyva ukézat, ze
pro libovolnou situaci (1, 1,0) s jedinou fazoli skon¢it umime.

Predpoklddejme, ze mame 3 hromadky fazoli a parity poctu fazoli na
jednotlivych hroméadkach nejsou vSechny stejné. Pokud mame alespon 2
hromadky s nenulovymi pocty fazoli, pak muzeme vzdy z dvou nejvétsich
odebrat po fazoli a pridat jednu fazoli na hromadku nejmensi. Takto
pokracujeme, dokud muzeme.

Pokud jsme nasim poslednim tahem zredukovali pocet nenulovych
hromédek na jednu, coz se nékdy nutné musi stat kvuli pozorovani na
zacatku, pak pocet fazoli na této hromddce je 1. Proc¢?

Je-li to posledni (neprézdnd) hromddka, museli jsme na ni v po-
slednim tahu pfidat fazoli — jinak by nebyla posledni neprazdna.
To muzeme udélat jediné tak, Ze odebereme fazole ze zbylych dvou
hromadek. Ty na sobé mély 1 fazoli, protoze v dalsim tahu uz jsou
prazdné, a to je maximum, kolik toho na sobé mohla mit posledni
hroméddka (jinak bychom odebirali fazoli z ni). Na té oviem nemohla
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byt jedna fazole, protoze pak by vSechny tii pocty mély stejnou pa-
ritu (nemuzeme prejit ze situace (1,1,0) do (0,0,0)), tedy na posledn{

hromadce v predposlednim tahu nebyla zadna fazole.
To znamen4, ze jsme dokazali, Ze s jednou fazoli umime skonéit praveée
tehdy, kdyz zac¢iname s pocty fazoli, které nemaji vSechny stejnou paritu.
O

Vsimnéme si, ze invariant jsme nyni pouzili pouze na prvni ¢ast
tlohy — pro nalezeni nutnéﬂ podminky na pocty fazoli. Druhd, neméné
podstatnd, ¢ast pak bylo dokazat, ze tato podminka je i postaéujl’ciﬂ
coz jsme dokazali tim, ze jsme vymysleli (a dobfe popsali) algoritmus,
jak dosahnout situace s jednou fazoli.

Reseni by nebylo kompletni bez obou téchto ¢&sti. Pokud bychom
méli pouze nutnou podminku, pak by ndm chybél dukaz, ze vSechny
objekty, které ji splnuji, splnuji i zadani. Naopak, pokud bychom méli
pouze konstrukei, chybél by ndm argument, pro¢ nemuze zadan{ spliiovat
i trojice ¢isel se stejnou paritou.

Na zavér tohoto piispévku se zvidavy Ctendi muze popasovat
s nefeSenymi tlohami. Ulohy nejsou fazeny podle pouzité techniky.
Stane-li se, ze si Ctenal nebude védét rady, nebo si bude chtit ovérit
vysledek, muze nahlédnout do zdroju. V nékterych piipadech obsahuji
krom zadéni i feSeni. V opa¢ném piipadé je mozné kontaktovat autora
prispévku a ten (snad) ¢tenafi poradi. Bude-li tato sbirka tloh ¢tendri
mald, muze rovnéz nahlédnout do zdroju, protoze obsahuji dalsi ulohy.

3 [’Jlohy na procviceni

Uloha 3.1. (MKS 37-4-2) Mocngj rytii Siskulin bojuje se zdkerngm
sedmatricetihlaviym drakem Smudlou. Jednim svihem miize drakovi usek-
nout 3, 5 nebo 8 hlav. Ucini-li tak, pak v 1. pripadé drakovi naroste 9
hlav, v 2. pripadé mu narostou 2 a v poslednim mu naroste dokonce 11
hlav. Drak zemte, pokud ztrati vSechny své hlavy. Rozhodnéte, zda muze
Siskulin porazit Smudlu.

9 Nutnd podminka je takové, kterou musi spliiovat kazdé FeSeni, nicméné po-
kud néco spliiuje nutnou podminku, jesté to neznamend, ze je to feSeni. Napf. ¢isla
délitelnd 4 musi mit sudou posledni cifru, nicméné ¢&islo 2 neni délitelné 4.

10 postacujici podminka znamend, Ze objekt splitujici tuto podminku je Fedeni.
Zde pro zménu plati, ze ne vSechna feSeni musi spliiovat postacujici podminku. Napft.
v8echna ¢isla s poslednim dvojéislim 24 jsou délitelnd 4, nicméné 108 je také délitelné
Ctyfmi a nekonéi na dvojcisli 24.
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Uloha 3.2 (ML). Sachovnice 8 x 8 je obarvend standardnim zpiisobem.
Kadti $achovnice prisla nudnd, tak se rozhodla, Ze by mohla bud v Fddku,
sloupci, nebo ctverci 2 x 2 prohodit barvy policek — z bilyjch policek by
udélala ¢ernd a z cerngch bild. Dokazte, Ze po konecném poctu takovych
dprav nemize na Sachovnici byt 68 cernych a 1 bilé policko.

Uloha 3.3. Na poli 7 x 7 hrajeme lodé. Souper na ném md nékde
umisténou lod 1 x 4 (miZe byt umisténa vodorovné nebo svisle). Ko-
lik nejméné vystielu potrebujeme, abychom ji s jistotou zasdhli?

Uloha 3.4. Na ciferniku hodin jsou napsand ¢isla 1 aZ 12. 'V jednom
kroku je mozné zaménit ¢isla na protéjsich pozicich, nebo k éislum na
sousednich pozicich pricist jednicku. Je mozZné se po konecné mmnoha
krocich dostat do stavu, kdy na véech mistech jsou stejnd céisla?

Uloha 3.5 (MKS 27-5-4). Myreg md 2008 tabulek 72% céokolddy, které
maji postupné jednu, dvé, tri aZ 2008 kosticek. Myreg st kaZdy den vybere
nékolik tabulek a z kazdé z nich sni stejny pocet dilki. Za kolik nejméné
dnu muze Myreg vSechny cokolddy snist a jakym zpusobem?

Uloha 3.6 (VK). Mdme celd éisla1, 2, 3, ..., 4n—1. V kazdém kroku
nahradime libovolnd dvé ¢isla jejich rozdilem. DokaZte, Ze posledni ¢islo
bude sudé.

Uloha 3.7 (MKS 33-4-4). V zdvislosti na n urcete, kolik nejvyse
podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} muZeme vybrat tak, aby kazdé dvé
z téchto podmnozin mély nejvyse 2 spoleéné proky?

Uloha 3.8 (MKS 33-4-7). Mdme neobarvenou Sachovnici 7 x 7. Jaky
nejmenst pocet policek musime obarvit, aby kazdy Spolickovy (Tecky) kiiz
obsahoval alespori jedno obarvené policko?

Uloha 3.9 (VK). 2n velvyslancu je pozvaniych na kongres. Kazdy z nich
ma nejvyse n — 1 nepratel. DokaZte, Ze je muzeme usadit kolem kulatého
stolu tak, Ze nikdo nesedi vedle svého neptitele.

Zdroje

[MKS] Archiv tloh matematického korespondenéniho semindfe. V ozna-
¢eni [MKS xx-y-z] odpovida ¢islo xx ro¢niku, y poradi série v roé-
niku a z poradi piikladu v sérii.

[FK] F. Konopecky: Sbornikovy piispévek Invarianty a v éem vézi. Do-
stupné na adrese:
https://prase.cz/library/InvariantyFK/InvariantyFK.pdfl
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M. Lavrov: The Invariance Principle. Zadani dostupné na ad-
resechttps://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/
proofs-02-28-16.pdf}

feSeni dostupné na adresechttps://www.math.cmu.edu/~cargue/
arml/archive/15-16/proofs-02-28-16-solutions.pdf

V. Kala: Sbornikovy piispévek Neménky. Dostupé z:
https://prase.cz/library/NemenkyVK/NemenkyVK.pdf


https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/proofs-02-28-16.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/proofs-02-28-16.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/proofs-02-28-16-solutions.pdf
https://www.math.cmu.edu/~cargue/arml/archive/15-16/proofs-02-28-16-solutions.pdf
https://prase.cz/library/NemenkyVK/NemenkyVK.pdf
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CINSKA VETA O ZBYTCICH

ANTONIN JANCARIK, JAKUB MICHAL

Na skolni zahradé hraje skupina Zaki hru zvanou molekuly. Uditel jim
nejprve ulozil, aby se rozdélily do trojic. Jeden Zdk prebyl, a tak z dalsi
hry vypadl. Zbyli Zdci se pak méli rozdélit do ctveric. Opét jeden Zdk
prebyl a vypadl. Poté se zbyli Zdci meli rozdélit do pétic, zase jeden Zdk
prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklddd, aby se zbyli Zdci rozdelili do Sestic.
Dokazte, Ze opét jeden Zdak prebyde.

Po precteni tlohy se vam jisté vybavily terminy jako délitelnost
a déleni se zbytkem. Déleni se zbytkem zndme jiz z prvniho stupné
zékladni Skoly, z druhého pak mimo jiné i tzv. kritéria délitelnosti.
Také za jejich pomoci je mozné ulohu fesit. V tomto clanku si vsak
predstavime jiny, velmi silny nastroj na feSeni tloh tohoto, ale i jiného
typu.

1 Par slov k modularni aritmetice

V dalsim textu budeme pouzivat pojmy jako modulo nebo kongruence.
V této kapitole proto tyto terminy, spadajici do kapitoly tzv. moduldrni
aritmetiky, struéné pi“edstavimﬂ Modularni aritmetika m& uplatnéni
nejen pii feSeni mnohych, ryze matematickych problémi, ale ma také
realné vyuziti napiiklad v kryptologii.

Definice 1.1. Necht n je pfirozené &islo. O dvojici éfsel a,b € Z
fekneme, ze je kongruentni modulo n pravé tehdy, pokud maji a i b
stejny zbytek po déleni ¢islem n. Zapisujeme a = b (mod n).

Uloha 1.2. Rozhodnéte, zda plati:
e 4=9 (modb5),
e 11 =7 (mod4),
e —4=5 (mod 3).

Reseni. Vsechny tii kongruence jsou pravdivé — ¢tyika mé stejny zby-
tek po déleni péti jako devitka, a také jedendctka ma stejny zbytek

' Vice o moduldrn{ aritmetice se do¢teme napitklad v [Ro].
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po déleni ¢tyfmi jako sedmicka. Pokud délime tfemi ¢islo —4, je zbytek
dVéIE stejné jako pii déleni pétky. To muze na prvni pohled ptisobit nein-
tuitivné. Pro lepsi predstavu muze slouzit napiiklad zapis —4 = —2-3+2,
kde dvojka predstavuje zbytek. O

Zustanme jesté chvili u kongruence —4 = 5 (mod 3). Vime jiz, ze
tento vztah je pravdivy, dokazeme ale najit dalsi prvky, se kterymi je
—4 a 5 kongruentni? A co najit vSechny?

Vidime, ze podstatny pro kongruenci je zbytek po déleni. Pti déleni
tfemi mohou nastat préavé tii piipady, zbytek je nulovy (pro nésobky
tii, tedy ¢isla ve tvaru 3k,k € Z), zbytek je jedna (pro éisla ve tvaru
3k + 1,k € Z), nebo je zbytek dva (pro ¢isla ve tvaru 3k + 2,k € Z).

Pokud si zobrazime do grafu zbytky ¢isla (f : z — 2 mod 3) po
déleni tfemi (viz obrizek , tak ¢isla spliiujici kongruenci x = a jsou
takovd z, pro kterd plati f(x) = a.

Protoze pfi praci v . modularni aritmetice modulo n nas zajimaji
pouze zbytky po déleni, muzeme s kazdou z téchto mnozin pracovat
jako s jednim prvkem. Témto prvkum fikame zbytkové tridy.

|

4

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 1: Grafické zndzornéni kongruence modulo 3

2 Cinsk4 véta o zbytcich

Véta 2.1 (Cinskd véta o zbytcich). Jsou ddna celd ¢isla ay, as, .. ., ay.
Ddle éisla ni,ns,...,n, € N, kterd jsou po dvou nesoudélnd. Pak md

12 7hytky po déleni jsou vidy nezdporns celd &isla.
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soustava kongruenct

x =ay (mod ny),

x = ay (mod ny),

x = ag (mod ny),
pravé jedno fegenﬂ modulo N = ninsy...ng.

Véta mluvi o soustavé kongruenci. Co to znamend, si nejlépe
predstavime na konkrétni tdloze, kterd do jisté miry pfipomina tlohu
o molekulach:

Uloha 2.2. MaZoretky se chtéji postavit do obdélnikové formace. Prong
navrhne, Ze v kazdé radé bude stdt pét divek. Po vytvoreni formace ale
zjisti, Ze ¢tyri prebyvaji. Druhd proto navrhne, Ze v radé bude stat divek
sedm. Nyni jich ovsem prebyvd Sest. Treti nakonec prijde s ndpadem,
kdy vedle sebe v Tadé stoji tri maZoretky. I v tomto postaveni ale zbyla
navic jedna divka. Kolik mohlo bijt maZoretek?

Resend. Ulohu si nejprve piepiSeme na soustavu kongruenci. Hledany
pocet divek ozna¢me x. Vime, Ze po vydéleni poctu divek péti zbyly
CtyTi, coz lze zapsat jako x = 4 (mod 5). Obdobné piepiseme i zbylé
informace a dostavame soustavu kongruenci:

x =4 (mod 5),
x =6 (mod 7),
x =1 (mod 3).

Protoze jsou éisla tii, pét a sedm po dvou nesoudélnd, muzeme podle
Cinské véty o zbytcich dojit k zaveéru, ze existuje pravé jedno Feseni
modulo N =3-5-7 = 105.

Véta ovSem nezminuje, jakym zpusobem lze takové feseni nalézt.
Moznou metodou by bylo vyzkouset vSech 105 &isel (piipadné bychom
mohli vynechat takovd, kterd jsou délitelnd 5, 7 nebo 3). Postupovat
muzeme ale i jinymi, efektivnéjsimi metodami. Jedna z nich by mohla
vypadat takto:

13 Jinymi slovy v mnoziné M = {0,1,..., (ninz2...ng—1)} lezi pravé jedno fedent.
Dalsi feSeni jsou s nim modulo N kongruentni.
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1. Hledané ¢islo x se pokusime zkonstruovat jako soucet tfﬂ Cisel
a,b,c €.
r=a+b+ec

2. Zajistime, aby pti déleni péti nenulovy zbytek daval pouze prvni
sCitanec, pti déleni sedmi pouze druhy s¢itanec a pii déleni tfemi
pouze sCitanec treti.

Toho, aby po déleni péti druhy a treti sCitanec mély zbytky nula,
muzeme docilit napiiklad takto:

r =a+5by +5c1; bi,cg € Z.

Pro zajisténi toho, aby prvni a tieti s¢itanec pii déleni sedmi mély
nulové zbytky, postupujeme obdobné:

x="Ta1 +5by +7-5co; ay,co € 7.

Nakonec stejnym zplisobem zafidime, aby pfi déleni tfemi s¢itanec
prvni a druhy mél nulové zbytky:

r=3-T7a9+3-5by+ 7 5co; ao,by € Z.

Pov§imnéme si, ze prvni s¢itanec musi byt nasobkem ti{ a sedmi,
druhy tif a péti a posledni sedmi a péti.

3. Prvni s¢itanec ve tvaru 3 -7 - ag je pro vSechna ag délitelny tfemi
i sedmi. Zbyva urcit hodnotu as tak, aby po déleni péti byl jeho
zbytek ¢tyti. Protoze 3-7 = 21 a 21 ma po déleni péti zbytek jedna,
bude stacit za ag zvolit ¢islo Ctyfi.

Druhy scitanec ma po déleni sedmi davat zbytek Sest. Nyni je
zbytek také jedna, nebot 3 -5 = 15 a po déleni 15 sedmickou
zbyva jedna. Zvolme proto by = 6.

Potirebujeme, aby treti s¢itanec po déleni tfemi daval zbytek jedna.
Protoze 7 - 5 po déleni tfemi méa zbytek dva, bude nutné nalézt
takové cislo, aby platilo:

2¢o =1 (mod 3).

14 Jde o soustavu ti{ kongruenci. Pokud by kongruenci bylo m, bylo by m také
sCitancu.
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Obé strany je tfeba vynasobit ¢islem, které je vzhledem k nasobeni
inverznim prvkemﬁk ¢islu dva (tedy x-az = 1). Nalézt inverzni pr-
vek muzeme napiiklad pomoci FEukleidova algoritmu, oviem vzhle-
dem k tomu, Ze jej hledame v tiiprvkové mnoziné, muzeme vyuzit
metodu ,,pokus — omyl“. Po dosazeni vSech prvka z modulo 3,
kterymi jsou 0, 1 a 2, zjistujeme, Ze nasi rovnici spliiuje co = 2.

4. Dosadime do vyrazu za hodnoty as, bs a c3 zjisténé v bodu
x=3-7-443-5-6+7-5-2,
vynéasobime a posc¢itame:

T = 244.

5. Dostali jsme pocet mazoretek, které se snazi formaci utvofit.
Nejsou ale i néjakd dalsi feseni? Predpokladejme, zZe existuje
jiné TeSeni b. Protoze b ma stejné zbytky po déleni péti, sedmi
a tfemi jako jiz nalezené feSeni, bude rozdil téchto feseni délitelny
zaroven péti, sedmi a tfemi. Tento rozdil tak muzeme zapsat jako
5-7-3n = 105n. To znamenad, ze jedind moznd dalsi feSeni ziskame

jako 244 4 105n, kde n € Z.

Plati, ze 244 = 34 (mod 105), coz je nejmensi mozny (kladny)
pocet mazoretek. Dalsi feSeni bychom tak dostali pfiéiténfnﬂ Cisla
105 ke 34. Skutecné tedy, jak Fikd Cinskd véta, plati, ze feseni 34
je jednozna¢né modulo 105.

Ditkaz Cinské véty probiha podobnym zptisobem, jako je veden vypocet
feseni uvedeného piikladu a je popsén napiiklad v [Chil. ]

Reseni tlohy podobného typu, jako je tloha muze pomoci
k feseni zadané olympiddni tdlohy. Cinskd véta ma vsak i mnoho
dalsich vyuziti. Ukdzeme si jesté odlisny typ problémi, ktery nam véta
umoziuje Fesit.

Nésledujici uloha na prvni pohled muze pusobit dojmem, Ze nem4
s tématem az tak mnoho spoleéného, presto je v ni schovano. Uloha
déle demonstruje pomérné frekventovany jev, kdy v matematice umime
urcovat nékteré vlastnosti zkoumaného objektu, aniz bychom jej museli
(nebo vibec dokézali) konstruovat.

15 Cislo @ m4 inverzni prvek modulo n pravé tehdy, kdyZ jsou a a n nesoudélnd
¢isla. Inverzni prvek je takovy prvek a ', pro ktery plati ¢ - a = 1 (mod n).

16 Resen{ splitujici soustavu kongruenci bychom ziskali i ode¢itanim ¢&isla 105 od
34. Ov8em zaporny pocet mazoretek si dobfe nezatandi...
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Uloha 2.3. Urcete posledni dvé cifry ¢isla 9753,

Resend. Nalézt posledni dvé cifry by samoziejmé §lo tak, ze &islo
skuteé¢né umocnime. To je ale bez vypocetni techniky témér nemozné,
zejména vSak ale velmi nepi{jemné. Zkusme se nejprve zamyslet nad tim,
jak tloha souvisi se zbytkem po déleni. Podivejme se na posledni dvé
cifry optikou délitelnosti a zbytka — co reprezentuji?

Ano, jedna se o zbytek po déleni stem. Uloha se tedy da interpretovat
nasledovné:

z = 97% mod (100).

7 Cinské véty jiz vime, ze z je moznym vysledkem néjaké soustavy
kongruenci:
z = 97% (mod ny),
z = 97% (mod ny),

kde n1 a ng jsou nesoudélné pfirozena ¢isla, kterd v souc¢inu davaji 100.
Zvolme n1 = 4 a nyg = 25:

z = 97% (mod 4),
z = 97% (mod 25).
Dale plati:
z=97%=1% =1 (mod 4),

x =97 = (=3)8 = (—27)% = (—2)% = (—128)® = (-3)3
= —2 =23 (mod 25).

Reseni této soustavy nalezneme stejnym postupem, jaky je popsan
v uloze tedy jako soucet néjakych celych ¢isel a a b. Zajistime opét,
aby prvni ze s¢itanci pii déleni ¢tyfmi mél zbytek jedna a druhy nula,
zatimco pii déleni 25 chceme, aby druhy ze s¢itanci mél zbytek 23
a prvni s¢itanec nula. Za¢neme jako u tulohy s mazoretkami:

x = 25a; + 4b; (mod 100),

a dale uz jen zbyva nalézt hodnoty a; a b;. Protoze 25 = 1 modulo 4,
zvolime za a1 = 1. U druhého séitance je tfeba se zamyslet vice. ReSime
nasledujici kongruenci:

4b; = 23 (mod 25).
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Opét muzeme zkouSet dosazovatlz za by prirozend Cisla mensi nez 25.
Protoze vsak vime, ze 4-19 = 76 = 3-25+ 1, stac¢i obé strany kongruence
vynasobit ¢islem 19:

4by = 23 (mod 25),
19 -4b; =19 - 23 (mod 25),
by = (—6)(—2) = 12 (mod 25).

Po dosazeni a vycisleni tak dostavame:
r=25-1+4-12 =73 (mod 100).
Posledni dvojéisli ¢isla 97% je tedy 73. O
Obdobnym zplusobem muzeme vyftesit i nasledujici ilohu:
Uloha 2.4. Najdi posledni trojcisli soucinu 1-5-9-13-...-2013-2017-2021.
Reseni. Hleddme z takové, aby platilo:
x=1-5-9-13-...--2013- 2017 - 2021 (mod 1000).

Protoze v soucinu jsou &isla 5, 25 a 45, je soudin jisté délitelny 53 = 125.
Navic také plati, ze 125 -8 = 1000 a zaroven jsou ¢isla 125 a 8 ne-
soudélnd, coz pozadujeme, aby soustava kongruenci méla feSeni. Zvolme
proto nésledujici soustavu kongruenci:

x=1-5-9-13-...-2013-2017-2021 (mod 125),
x=1-5-9-13-...-2013-2017-2021 (mod 8).

Vime, ze soucin je délitelny 125. Proto pro prvni rovnici plati:

r=1-5-9-13-...--2013-2017-2021 = 0 (mod 125).

17 Postupovat lze také takto:
4b; = 23 (mod 25),
4by = —2 (mod 25),
27t 27 2.2, =27"27" . (=1) - 2 (mod 25),
by = (—1)-27" (mod 25),
hleddme tedy inverzni prvek k dvojce. Vime, ze 2 - 13 = 1 (mod 25), proto:
by =(—1)-13=—-13 =12 (mod 25).

Dostavame tak b; = 12.
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Druhou rovnici je mozné prepsat takto:

r=1-5-9-13-...-2013-2017-2021 =
=1-5-1-5-...-5-1-5 (mod 8).

V soucinu se stiidaji jednicky a pétky. Pétek se v soucinu vyskytuje 253,
muzeme tedy pokracovat:

r=5"=(5-5)!1%.5=1%.5=5 (mod 8).
Dalsi postup je shodny jako v predchozi dvojici piikladu:
x = 125a1 4 8b1 (mod 1000),

zaridili jsme, aby druhy séitanec meél pii déleni osmi zbytek nulovy,
a také aby po déleni 125 prvniho s¢itance byl zbytek nula. Zbyva nalézt
hodnoty a; a as tak, aby nenulové zbytky byly nula a pét. K tomu staci
zvolit a1 =1 a ag = 0:

x=125-1+8-0 =125 (mod 1000).

Posledni trojéisli daného soucinu je 125. O
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CISLICE A OPERACE S NIMI

LuBoS Pick

Cisla jsou zékladnim stavebnim kamenem matematiky a &islice jsou
zékladnim stavebnim kamenem ¢&isel. Malym zazrakem je, ze vSechna
prirozend ¢isla, jichz je nekoneéné mnoho, jsme schopni popsat pomoci
pouhych deseti ¢islic. V matematickych olympiddach se jiz tradi¢né ob-
jevuji ilohy formulované pomoci ¢iselného zapisu prirozenych ¢isel. Tyto
ulohy casto obsahuji nékteré oblibené operace s Cislicemi, jakymi jsou
napiiklad ciferny soucet, alternujici ciferny soucet, ciferny soucin a po-
dobné. Casto se ale objevuji tlohy specifické a originlni, které nelze
snadno zafadit do néjaké kategorie a na které tudiz vétSinou neplati
zadny dobfe definovany a léty promrskany postup, nybrz vyzaduji indi-
viduélni piistup. Takovou tlohou je i 71-C-1-2 matematické olympiady,
jejiz zadéni zni:

Urcéete vsechny cétverice ruznych dvojmistnijch prirozengch éisel, pro
kterd zdroven plati:

1. soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahugi ¢islici 2, je 80,
2. soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahugi cislici 3, je 90,

3. soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji ¢islici 5, je 60.

V nasledujicim textu sice neuvedeme explicitné feseni uvedené tlohy,
ale nebudeme od néj daleko. Pozorny ¢tenai by po jeho piecteni nemél
mit potize s vyfeSenim 1lohy zadané.

1 Ciselny zépis a techniky s nim spojené

Casto se setkdvdme s tlohami, jejichz zadani obsahuje néjaké infor-
mace o ¢iselném zapisu hledanych cisel. Tato data mohou pfitom byt
stanovena velice rozmanitymi zpusoby. Typickymi piiklady jsou: pocet
¢islic hledaného ¢isla, parita, informace o tom, kolik specifickych ¢islic
zapis obsahuje (,naleznéte vSechna trojmistna ¢isla, jejichz ¢iselny zépis
obsahuje pravé dvé osmicky*), informace o ciferném souctu, informace
o délitelnosti (,naleznéte vSechna sudé ¢tyfmistnd ¢isla, jejichz ciferny
soucet pii déleni jedendcti dava zbytek Ctyfi®), informace typu ,,co by
se stalo, kdybychom skrtli ten a ten kus ¢iselného zapisu“ a podobné.
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Komplikovanéjsi problémy pracuji naptiklad s Ciselnymi zapisy v jiné
nez desitkové soustavé a podobné.

Na podobné tlohy neexistuje zadny obecny algoritmus, nicméné
osvojeni nékterych zakladnich technik se muze hodit. P#i feSeni ta-
kovych tloh bude skoro vzdy potieba pouzit velkou davku heuristiky
a velmi Casto se nevyhneme nepfili§ vzrusujicimu rozboru piipadu. Na-
prosto nezbytné budou nejruznéjsi nerovnosti a odhady. Bude uzite¢né
védét néco o prvocislech a o jednoznaCnosti prvociselného rozkladu
prirozeného ¢&isla. Dale rozhodné nebude na Skodu si osvojit napiiklad
zéklady teorie délitelnosti ([Kr:19]), nejjednodussi triky s cifernymi
soucty([Ja:19, Ja:20]), zdklady kombinatoriky, a muze se téz hodit mo-
duldrni aritmetika ([Ro:19]).

Pro zacatek si ptfipomenme, ze v desitkové soustavé méme pro ¢iselny
zapis k dispozici deset ¢islic, které se ovSsem netési stejnym privilegiim.
Napiiklad nula by neméla stat na levé ¢asti ¢iselného zapisu, ackoli i toto
v8eobecné prijimané pravidlo ma své vyjimky, jak brzy uvidime.

Za tucelem malé rozcvicky, ilustrace studované problematiky, uve-
deni do svéta tloh o &iselnych zapisech a hlavné vytvotreni predstavy o
jejich obtiznosti si nejprve vypujcime ulohu [C-56-K—4] z matematické
olympiady.

Uloha 1.1. Urcete nejvetsi dvoymistné cislo k s ndsledujici vlastnosti:
existuje prirozené cislo N, z neéhoz po skrtnuti proni ¢islice zleva dosta-
neme ¢islo k-krdt mensi. (Po vyskrtnuti ¢islice mize zdpis ¢isla zacinat
jednou ¢ nékolika nulami.) K uréenému cislu k pak najdéte nejmensi
vyhovugici ¢islo N.

Reseni. Nejprve vyjadifme zatim nezndmé &islo N ve tvaru

N=a-10"+0

pro néjaka pfirozend ¢isla n,b, b < 10", a &islici a. Ze zadani tlohy
vyplyva fetizek rovnosti

b-k=N=a-10" +b,

tedy
b-(k—1)=a-10"

Odtud jiz sice snadno obdrzime vzorec¢ek pro hledané ¢islo b, a to

a-10™

b=3 1

(1.1)
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nesmime pfitom ale zapomenout, ze b musi byt pfirozené ¢islo. Potiebu-
jeme tudiz ohlidat, aby citatel v poslednim vyrazu byl délitelny jmeno-
vatelem. V tomto okamziku je na misté se rozpomenout, ze hledané ¢islo
k mé byt dvojmistné, a hlavné ze nas zajimé nejvéetsi takové ¢islo. Nej-
rychlejsi bude jej nalézt rucné, pricemz budeme postupovat od nejvétsi
piipustné hodnoty (tedy od k = 99) smérem dolu, dokud na néco nena-
razime. Je-li k =99, pak

k—1=98=2-49=2.7%

Nalezneme piirozené ¢islo n a éislici a tak, aby 2-72 délilo a-10™? Tézko.
Vyraz a je jen éislice, a vyraz 10" ndm nepomtZe vibec. Pojdme tedy o
patro nize. Pro k = 98 je situace jesté horsi, protoze k—1 = 97 je dokonce
prvocislo, které rozhodné nemiuze byt délitelem vyrazu a-10" bez ohledu
na hodnoty a a n. NaSe tsili bude ovSem odménéno jiz v néasledujicim
kroku. Polozme k = 97. Potom

k—1=96=3-32=3-2°

Nynf neni problém nalézt velkou zdsobu riznych a a n tak, aby 3 - 2°
délilo a - 10", méjme vSak na paméti, ze nés zajiméa nejmenst ¢islo N.
Kam schovame pét mocnin dvojky? Do ¢islice a bychom teoreticky mohli
vetknout az tfeti mocninu dvojky, jenomze pak by ndm nezbyl prostor
pro trojku. Bohuzel ani s druhou mocninou dvojky nepochodime, a tedy
po kratké tuvaze vidime, ze bude tieba polozit a = 6 a faktor 10™ vyuzit
jako odkladisté pro zbyvajici ¢tyfi mocniny dvojky. Odtud snadno plyne,
ze nejmensi moznd volba n je n = 4. Z (|1.1) vyplyva, ze

6-10* 60000
b o = = 2
96 96 625,
a tedy
N =6-10* + 625 = 60625.
Vysledek: k =97, N = 60625. O

Dalsi prthodné techniky procvi¢ime na tloze [C-56-S-1].
Uloha 1.2. Uréete pocet vSech ctyrmistnych prirozenych disel, kterd
jsou delitelnd Sesti a v jejichZ zdpisu se vyskytuji pravé dvé jednicky.

Resend. Hledané cislo abed je sudé, tedy d € {0,2,4,6,8}. Cislo je
délitelné tiemi, takze i jeho ciferny soucet je délitelny tfemi. Dvé
z Cislic a, b, ¢, jsou jednicky a zbyvajici ¢islice je ruzna od jednicky. Je-li
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d € {0, 6}, pak je zbyvajici ¢islice kongruentni jedni¢ce modulo 3, a tedy
je to jedna z ¢islic {4, 7} (pozor, nemuze byt rovna jedné!). Volba d = 0
takto vede k Sesti moznostem, konkrétné

1140, 1410, 4110, 1170, 1710, 7110.

K obdobnym Sesti moznostem vede i volba d = 6 (jen vyménime nulu za
Sestku). Je-li d € {2,8}, pak je zbyvajici ¢islice = 2 (mod 3), tedy je to
jedna z ¢islic {2, 5,8}, a dostaneme dalsich osmnact moznosti. Kone¢né
je-li d = 4, pak je zbyvajici ¢islice = 0 (mod 3), tedy je to jedna z ¢islic
{0,3,6,9}. Ted musime mirné zvysit opatrnost — pro kazdou z nenu-
lovych voleb dostavame opét tii moznosti, celkem tedy devét, pro nulu
ale jen dvé (¢tendf necht sdm uréi, proc).

Vysledek: 41. O

2 Ulohy ndvodné a tlohy obdobné

K feSeni problému podobnym soutézni tloze se mohou hodit tvahy ob-
jevujici se v feSeni nésledujiciho problému.

Uloha 2.1. Urcete vSechny skupiny dvojmistnych prirozenych éisel, pro
které zdroven plati:

1. ¢iselny zdpis kaZdého z nich obsahuje sedmicku,

2. jejich soucet je roven 84.

Resend. Na rozdil od soutézni tlohy zde nemusi byt pouzitd éisla nutné
ruznd a nékterd se tedy mohou vyskytnout vicekrat. A hlavné na
rozdil od zadané tlohy zde nevime, kolik jich je. (Je zfejmé, ze jich
bude konectné mnoho, toto pozorovani ale zadny podstatny pokrok
nepredstavuje.) Mnohem zajimavéjsi (a uzitetnéjsi pro nas utok na dalsi
ulohy) bude, povsimneme-li si, ze sedmic¢ka nemuze u zadného z cisel stat
na misté desitek. Pro¢? Predpoklddejme, Ze jedno z ¢isel je tvaru 7a, tedy
je rovno 7-10 + a, kde a € {0,1,2,...,9}. Bez ohledu na hodnotu a se
nam urcité nepodaif splnit podminku 7a = 84, a tedy musime do souctu
piihodit jesté nejméné jeden séitanec, feknéme be, abychom vyhovéli
druhé podmince ze zadani. Jenomze nejmensi dvojmistné pfirozené ¢islo
obsahujici sedmicku je 17, takze musi platit bc > 17. To ale znamens,
7e Ta + bc > 70 4+ 17 = 87, a to je piilis. Protoze priddvani dalsich &isel
do souc¢tu muze situaci jen zhorsit, plyne odtud, ze sedmicka se muze
vyskytovat pouze na jednotkové pozici.



C2 107

Jako dalsi krok odvodime, kolik s¢itancu se bude v souc¢tu vysky-
tovat. Z prvniho kroku vyplyva, ze vSechny s¢itance maji sedmicku na
jednotkové pozici (jsou dvojmistné, obsahuji sedmicku, a ta nemuze stét
na pozici desitkové). Jejich soucet ma koncit ¢tyikou. Odtud plyne, ze
jejich pocet musi byt kongruentni dvojce modulo 7. Kdyby jich bylo vice
nez dva, pak by nejmensi mozna hodnota jejich souc¢tu byla rovna hod-
noté 9 - 17, coz je o hodné vice nez 84. Tedy kazda skupina vyhovujici
zadani ulohy obsahuje dva s¢itance.

No a nynf jiz nemdme nic lepsiho nez jiz jednou zminény (a také jed-
nou pouzity) rozbor pifpadi. S jeho pomoci snadno odvodime odpovéd.

Vysledek: {(17,67); (27,57); (37,47)}. 0

Laskavy ¢tenai necht si sam zkusi ovéfit, Ze vyménime-li v zad4ni
tlohy [2.1] hodnotu 84 za 85, pak jedinym fesenim je homogenni pétice
(17,17,17,17,17), a jestlize pouzijeme dokonce hodnotu 86, pak tloha
nema feseni viubec.

A nyni se nachdzime v situaci, kdy bychom si jiz mohli zkusit vyfesit
problémek podobny soutézni tloze.

Uloha 2.2. Urcete vSechny ¢tvetice ruznych dvojmistngch prirozengch
cisel, pro které zdaroven plati:

1. soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji ¢islici 1, je 72,
2. soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 4, je 102,
3. soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 7, je 64.

Resend. Nasim prvnim krokem by méla byt optimalizace Feseni. Kde
zaCit? Zatimco z prvni informace v zaddni toho mmnoho nevycéteme
(zpusobu, jak dostat 72 pomoci ¢isel obsahujicich jednicky je spousta),
tfeti polozka je v tomto smyslu mnohem $tédfejsim zdrojem informaci.
Vyjdéme tedy odtud.

To, ze se sedmicka nemiuize u zadného ¢isla nachdzet na desitkové po-
zici, je opét pravda, tentokrat je to ale vysledkem mnohem jednodussi
uvahy, nez jsme potiebovali v tloze a ¢tendr si ji jisté rdd pro-
vede sdm. Jako dals{ bod programu, obdobné jako v feseni dlohy [2.1]
odvodime, Ze &fsla obsahujici sedmic¢ku, musi byt pravé dvé, a to bud
(17,47), nebo (27,37). Vcelku snadno odvodime, ze dvojice (27,37) ne-
vyhovuje, protoze si nemuzeme dovolit vyplytvat dvé ¢isla, aniz by se
v jejich zapisu objevila ¢tyika. I kdyby totiz zbyvajici dvé ¢isla obsa-
hovala ¢tyfku na obou pozicich, sou¢tu 102 bychom nedosahli. A to ani
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nemluvime o tom, ze by jednicka pékné ostrouhala. Takze dvé ze ¢tyt
hledanych ¢isel musi byt 17 a 47 a zbyva dopocitat zbyla dveé.

Kdyby ¢iselny zapis nékterého ze zbyvajicich ¢isel neobsahoval
jedni¢ku, pak neni mozné splnit prvni podminku zaddni, nebot soucet
viech ¢fsel obsahujicich jednicky by bud nekonéil predepsanou dvoj-
kou, nebo by nedosahl pozadované vyse. Obé zbyvajici ¢isla tedy maji
jednicku ve svém ¢&iselném zépisu. Obdobnou tvahou odvodime, ze
Ciselny zapis obou téchto ¢isel obsahuje ¢tyiku. Nepiilis slozitym roz-
borem piipadu pak dojdeme k vysledku.

Vysledek: {(14,17,41,47)}. O
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LEVELY V PLANIMETRII

ALENA JECHUMTAL SKALOVA

Pii feseni mnoha planimetrickych tloh hraje podstatnou roli spravny
néacrtek. Ackoliv sdm o sobé neslouzi jako dukaz, ¢asto nam pomuze si
ujasnit, jaké vztahy mezi body /useckami/trojihelniky/... plati.

V prispévku se podiviame na zdanlivé primitivn{ trik — nakreslit si
»spravnou® piimku vodorovné a porovnavat, jak ,vysoko“ ,nad ni“ ¢i
»pod ni“ jsou jednotlivé body. Neboli na jakém levelu od vodorovné
piimky se body nachéazeji. V zavéru se jeSté podivame, jak propojit
levely a poméry obsahi.

Ulohou, s jejimz rozlousknutim ném optika leveli mize pomoci, je
i 71-C-I-3 matematické olympiddy. Jeji zadani zni:

Uvnitt strany BC' libovolného trojiuhelniku ABC' jsou ddny body D,
E tak, zZe |BD| = |DE| = |EC|, wonitr strany AC body F, G tak,
ze |AG| = |GF| = |FC|. Uvazujme trojuhelnik vymezeny useckami
AE, GD, BF. Dokazte, Ze pomér obsahu tohoto trojiuhelniku a obsahu
trojuhelniku ABC md jedinou mozZnou hodnotu, a urcete ji.

Upozorniujeme, ze pojem level ani znaceni pouzité v piispévku neni
ustélené. V piipadé, ze sepisujete ilohu v olympiddé ¢i jinde, do-
porucujeme jej vzdy vysvétlit. Pripadné vyuzit z piispévku dovednost
yhakreslit si spravnou piimku vodorovné a objevit diky tomu kyzené
podobnosti“ a samotny dukaz opiit piimo o podobnosti trojihelniku,
které se beztak v jadru celé myslenky leveli skryvaji.

1 Levely

Znaceni 1.1. Méjme danou pfimku p, v nacrtku doporuc¢ujeme nakreslit
si ji vodorovné. Level bodu vuéi této piimce definujeme jako vzdalenost
tohoto bodu od pitmky p, pricemz jej budeme znacit malym pismenem.
Tedy pro bod A budeme jeho level znacit malym a, level bodu B malym
b a tak déle.

Plati nasledujici 1émma.

Lémma 1.2. Méjme primku p (nacrtnéme ji vodorovné) a ctverici bodi
A, B,C, D takovou, Ze prdvée A a B leZi na piimce p a zdroven AC a
BD sviraji s p thel stejné velikosti. Pak plati c: d = |AC|: |BD|.
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Diuikaz. Projdéme si nové zavedené pojmy s néértkemlfl Necht jsou
v8echny zelené nakreslené piimky v néasledujicim obrizku rovnobézné
s p a prochazeji bodem C, respektive D. Oznatme Ppo a Pp paty kolmic
z piislusného bodu na p.

/ D

Pak level C' vuci p neni nic jiného nez |C Pg|, znaéime jej c. Podobné
level D k p znacime d a je roven |DPp|. Kdybychom z néjakého duvodu
chtéli urcit i levely bodu A a B, tak pro oba shodné vychéazeji nulové.

Jelikoz tihly PcAC a PpBD jsou shodné (klicovd vlastnost), jsou
trojuhelniky APoC a BPpD podobné, tudiz

|AC|:|BD|=|CPc|:|DPp|=c:d.
Tim je lémma dokazano. O

Uloha 1.3. Je ddn trojuhelnik ABC. Oznacéme zrcadlovy obraz A podle
BC jako A’ a stred strany AB jako M. Ddle ozna¢me P prisecik A'M
a BC. Vime-li, Ze |PM| =3 cm, jakou délku md |PA'|?

Resend. Naértnéme si celou situaci tak, aby piimka BC' byla vodorovné,
a k ni budeme vztahovat vSechny levely.

2m

E‘ 2m

18 v ngértku jsme zvolili variantu, ze AC neni rovnobézna s BD. Opaény piipad
bychom dokézali stejnym postupem.
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Jelikoz M je stiedem AB, plati a : m = 2: 1. Tedy M je na levelu o
hodnoté m a A na levelu 2m. Ze zadani je bod A’ od BC stejné daleko

jako A, jeho level je tedy rovnéz 2m, pouze v opa¢né poloroviné. Odtud
jiz dostavdme, ze |MP|: |PA'| =1:2, tudiz |[PA'| =6 cm. O

Poznamka 1.4. Zkuste si samostatné preformulovat Teseni predchozi
ulohy bez pojmu level, tedy s pomeéry konkrétnich délek usecek.

Matematicky se jednd o totéz — cely trik levelu je jen ve zpusobu, jak
na planimetrické ulohy o pomérech nahliZet z jiného uhlu pohledu.

Nasleduji ulohy k samostatnému procviceni; na konci této kapitoly
jsou k nim népovédy.

Uloha 1.5. Je ddn rovnoramenny trojihelnik ABC' se zdkladnou BC'.
Na strandch AB a AC najdeme postupné body K a L tak, Ze |BK| =
3|CL| a |KL| =6 c¢m. Ozna¢me P priseéik KL s primkou BC. Urcete
délku |PK|.

Uloha 1.6. Je ddn trojihelnik ABC. Na strandch AB a AC najdeme
postupné body K a L tak, Ze |AK|:|AB|=1:3 a |AL|: |AC| =1:4.
Bud M stied tisecky KL. Ddle AM protne BC v bodé N. Uréete pomér
|AM]| : |AN]|.

Uloha 1.7. V trojuhelniku ABC' oznaéme D prisec¢ik BC' a osy thlu
BAC'. Ukazte, zZe plati

|BD|  |AB|

|CD| — |AC|

Uloha 1.8. Bud ABC obecny trojdhelm’ a oznaéme D prusecik
primky BC a osy vnéjsiho thlu w vrcholu A. Dokazte, Ze plati

|DB| _ |AB|
|DC|  |AC|

Napovédy k dloham

Pro alohu[l.d: BC vodorovné
Pro dlohu[l8: BC vodorovné
Pro dlohu[I7  osu thlu vodorovné a srovnejme levely B a C

Pro dlohu[I-8  osu vnéjsitho dhlu u A vodorovné a srovnejme levely B a C

19 Tedy nemajici z4dné dva thly shodné.
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2  Obsahy

Podivejme se jesté na jedno jednoduché, le¢ praktické lémma (lémma
o obsahu trojuhelniku a jak jej vyuzit v tloze o poméru obsahu.

Obsah trojuhelniku ABC' se da spocitat pomoci délky strany a ji
prislusejici vysky jako

ave _ buy  cuc
2 2 2
Ze skutecnosti, ze S(ABC) nezéavisi na presné poloze bodu C' (vzhle-

dem k A, B), ale pouze na vzddlenosti C' od piimky urc¢ené tiseckou AB
plyne nasledujici pozorovéni.

S(ABC) =

Lémma 2.1. Ke strané¢ BC trojuhelniku ABC wved'me rovnobézku
p prochdzejici bodem A. Pak pro kaZdy bod A’ lezici na p plati, Ze
S(A'BC) = S(ABC).

B C

Uloha 2.2. Meéjme trojuhelnik ABC. Oznaéme D a E postupné stredy
stran BC a AC. Na primce uréené useckou DE zvolme libovolnij bod F'.
Dokazte, Ze pomeér obsahu trojihelnikiu ABF a ABC md jedinou moznou
hodnotu.

Reseni. Nacrtnéme si ABC tak, aby AB byla vodorovné. Jelikoz DE je
stfedni pficka trojihelniku ABC, je DFE rovnobézné s AB, tedy vSechny
tfi body na nf lezici (D, E, F') jsou od piimky AB na stejném levelu.
Tudiz podle lémmatu [2.1| plati S(ABF) = S(ABE) = S(ABD).

Cc

P




C3 113

Bod D puli usecku BC, pro levely bodu C a D vzhledem k piimce
AB tudiz plati ¢ : d = 2 : 1. Obsah S(ABD) neni nic jiného nez d-|AB|,
podobné S(ABC) = ¢ - |AB| = 2d - |AB| = 25(ABD) = 2S(ABF).
Procez bez ohledu na polohu bodu F' na piimce ED je pomér obsaht
S(ABC) : S(ABF') konstantné roven 2 : 1. O
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KOMBINATORICKE KONSTRUKCE
A ODHADY

FiLip CERMAK

Pti feSeni kombinatorické tlohy, kde se po néds chce maximalni ¢i
minimélni hodnota néjaké veli¢iny, je dobré védét, ze musime udélat
dva kroky. Pfedstavme si tyto dva kroky pro maximum. U tloh s maxi-
mem potiebujeme udélat horni odhad, vetSinou pomoci barveni, dvojiho
pocitani atd. a spodni odhad je pak dan konstrukci. Pokud najdeme kon-
strukci s hodnotou pro horni odhad, tak jsme vyhrali. Pokud ne, musime
zlepsit horni odhad, ¢i konstrukci. Pro minimum jsou kroky analogické
a ukazeme si je pozdéji na prikladech. Kombinatorickou tlohou, kde
se s problémem maximalizace setkame, je také 71-C-I-4 matematické
olympiddy, jejiz zadani zni:

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kaZdém
radku aZ na jeden je roven nule a zdroven soucet ¢isel v kazdém sloupci
aZ na jeden je roven nule. Urcete nejvétsi mozny soucet vsech cisel v ta-
bulce.

V tomto textu se budeme zabyvat tlohami s podobnou tématikou
a budeme si postupné zkouSet horni i dolni odhady na maximum ci
minimum.

1 Sachovnice

Na rozehiati si ukazeme par uloh, kde ndm pujde o umisténi néjakého
typu figurek na Sachovnici. Prvni lehce pfipomeneme Sachové pravidla.
Figurky se ohrozuji, pokud jedna miize dosahnout policka druhé na jeden
tah. VézZ se muze pohybovat libovolné daleko ve sméru rovnobézném
se stranou hraci desky. Kurn se pohybuje do tvaru ,L“ o velikosti delsi
strany 3 a kratsi 2 a krdl je figurka, kterd se pohybuje o 1 ve vodorovném,
svislém, ¢i diagondlnim sméru.

Uloha 1.1. Na klasickou Sachovnici 8 x 8 chceme postavit co nejvice
vézZi tak, aby se Zddné dvé neohroZovaly.

Resend. Pokud postavime véz na libovolné pole (i, j), pak jiz zadna véz
nemuze stat jak na i-tém fadku, tak na j-tém sloupci. To znamena,
ze kazda véz nam zabere jeden Fadek i sloupec, kde jiz zadna jind véz
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nemuze byt. N4§ horni odhad je tedy 8, protoze v kazdém fadku muze
byt maximalné 1 véz.

Jiz mame horni odhad, nyni se k nému potifebujeme dostat ze-
spoda konstrukci. To zvladneme tieba tak, ze umistime 8 vézi na jednu
z hlavnich diagonél. O

Vidime, ze konstrukce v naSem feSeni byla docela piimocard. Ac
to tolik nesouvisi s nasim tématem, tak by nas mohlo zajimat, kolik
je takovych konstrukeci s osmi navzajem se neohrozujicimi vézemi. Pro
piipadnou kontrolu je vysledek 40 320.

Uloha 1.2. Kolik maximdlné koni miZeme postavit na standardni
Sachovnici tak, aby se navzdjem neohroZovali.

Reseni. Nyni uz nebude tolik pifmocaré udélat horni odhad, proto
muzeme zacit s tim spodnim. Po chvili pfemitani nad touto tlohou
zjistime, ze pokud dame koné na bilé pole, ohrozuje pouze pole Cerna
a naopak. Proto pokud ddame koné jen na bild pole, umistime jich 32,
tak aby se zddni dva neohrozovaly. Pokud bychom do této konfigurace
pridali koné na libovolné ¢erné pole, tak budeme mit ohrozujici se koné.
Proto se zatim spokojime se spodnim odhadem 32 a zkusime k nému
naopak piiblizit ten horni.

Rici, jaky je horni odhad pro celou sachovnici 8 x 8 je dosti narocné.
Proto je velmi dobry zdkladni trik, a to rozdélit si tabulku na mensi
Céasti a o nich ftici, kolik se do nich vejde nejvice koni. Nabizi se vzit si
napf. ¢tverec 1 x 1 nebo 2 x 2 jako nejjednodussi ptripady, ale bohuzel
zadni dva koné se v takovych podtabulkach neohrozuji, takze to neni
zajimavy piipad.

Proto zkusime pfirozené néjakou podtabulku, kterd ma velikosti
stran, které déli 8 (velikost Sachovnice), protoze ty se daji dobie na-
skladat do Sachovnice. Nabizi se napiiklad tabulka 4 x 2, kterd je dost
mald na to, aby se dalo jednoduse zjistit, kolik se do nich vejde nejvice
koni a zaroven by mohla dat dostatecny odhad, jelikoz se v ni uz mohou
koné ohrozovat.

Proto se podivejme, kolik koni do obdélniku 4 x 2 umime dat. Po
chvili hrani zjistime, ze jich tam opravdu 5 neddme. Duvod je jedno-
duchy. Pokud polozime koné na libovolné pole této podtabulky, tak
bude ohrozovat pravé jedno jiné pole této podtabulky a zaroven zadni
dva koné na této podtabulce neohrozuji stejné pole této podtabulky.
7 toho uz nutné plyne, ze pokud do této podtabulky dame 4 koné, pak
uz budeme mit 4 ohrozovana mista a 4 zabrand mista. Neboli nikdy zde
nedame vice nez 4 koné.
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Nyni uz sta¢i primocaie rozdélit Sachovnici na obdélniky 4 x 2,
kterych bude 8, a do kazdého ddme maximélné pulku koni. Neboli
muzeme pouzit nanejvys 8 x 4 = 32 koni, coz je to, co jsme chtéli
dokéazat. O

Je dilezité si uvédomit, ze dva kroky, které jsme zatim vzdy udélali,
tedy horni a spodni odhad jsou opravdu separatni. Pii konstrukci se
snazime dané figurky naskladat néjak chytie, takze vyuzivame nejlepsi
rozestavéni, které nas napadne. Naopak pfi hornim odhadu se zabyvame
piipadem, kdy ndm protivnik d& libovolnou konfiguraci a my si stejné
musime poradit. Tedy nespoléhdme na konkretni rozestavéni, ale na
néjakou jeho obecnou vlastnost.

Uloha 1.3. Jaky minimdlnd pocet krdli musime umistit na Sachovnici
o rozmeérech 9 x 9 tak, aby spolecné ohrozZovali vSechna pole?

Resend. Nyni si konecné zkusime i analogii pro minimélni hodnotu kréla
na Sachovnici. Nyni ndm tedy konstrukce davéa horni odhad, zatimco
analyza obecné situace spodni odhad. Za¢néme konstrukci, ktera nam
pomuze udélat i spodni odhad. Podivejme se na obrazek |1l Zde mame
devét krala, ktefi ohrozuji celou Sachovnici.

Miuzeme si vSimnout, Ze je Sachovnice rozdélend do deviti ¢ervenych
¢tvereckl 3 x 3, kde musime mit alesponi jednoho krale, jinak by nebylo
ohrozeno prostiedni policko daného ¢erveného podétverecku. Proto je
devét kraliu spodnim i hornim odhadem.

»
7
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Obrazek 1: Devét krala, ktefi staci.
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2 Priklady na procviceni

Jesté tady uvedu par piikladu, které si muze ¢tenai zkusit doma sam.
Pokud by si ¢tenai s nééim nevédél rady, tak se mi muze ozvat na mail
fila@kam.mff.cuni.cz.

Uloha 2.1. Na zaédtku vojenské prehlidky se 81 wvojdku rozestavilo na
Sachovnict 9% 9, na kaZdé policko pravé jeden. Po zaznéni rozkazu kaZdy
z nich presel na nékteré sousedni policko stejné barvy. Minimdadlné kolik
mist zustalo prdzdnijch?

Uloha 2.2. Vyreste wlohu 1.3 pro Sachovnici 7 X 7 nebo 8 X 8 nebo
obecné n x n.
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SINOVA VETA
A PRENASENI VZDALENOSTI

MARTIN RASKA

V nasledujicim textu si ukazeme dvé ruzné techniky pro FeSeni
olympiadnich geometrickych tloh. V prvni kapitole se zamétime na sino-
vou vétu, v druhé se naopak podivame na prenaseni vzdalenosti v geo-
metrickych tlohach. Tato na prvni pohled dvé zdanlivé nesouvisejici
témata pfedstavuji dva odlisné sméry, jak se na tlohy se vzdalenostmi
divat — obé umi byt elegantni i efektivni a umi se i navzajem doplniovat.
Text je zamyslen jako pomocny k 1loze 71-C-1-5 matematické olympiady,
jejiz zadéni zni:

Je ddn rovnostranny trojuhelnik ABC a uwniti jeho strany AB bod
D. Na poloprimce opacné k BC' uvaZme bod E takovy, Ze |CD| = |DE].
Dokazte, Ze plati |AD| = |BE]|.

1 Sinova véta

V této sekci si ukdzeme takzvanou sinovou vétu, ktera dava v trojuhelniku
do souvislosti délky stran se siny protéjsich uhla.

Véta 1.1. Pro kazdj trojuhelnik ABC' s polomérem R kruZnice opsané

plat?
|BC| B |CA| B |AB]| _op
sin(|<BAC|)  sin(|<CBA|)  sin(|[<ACB|)

Drikaz. Dukaz si pro jednoduchost predvedeme pouze pro ostrouhly
trojihelnik za pomoci véty o obvodovém a stiedovém uhlu. Dikaz pro
tupotuhly trojihelnik se provede velmi podobné.

Ozna¢me O stfed kruznice opsané trojihelniku ABC. Protoze
uvazujeme ostrouhly trojihelnik, tak lezi v jeho vnitiku.

Uvazujme rovnoramenny trojihelnik AOB, stfed AB oznacme Sc.
Z véty o obvodovém a stiedovém dhlu plati |[<AOB| = 2|<ACB], tudiz
|<tAOS¢| = |[<ACB.
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o
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7 definice sinu tak v pravoihlém trojihelniku AOS¢ plati

_ |ASc| _ |AB|
A0 ~ 2R’

sin(|<ACB|) = sin(|<AOS¢|)

coz jsme piesné chtéli. Analogickym zpusobem dostaneme piislusny
pomér i pro zbylé dvé strany. O

V typické aplikaci sinové véty pouzijeme jenom jednu z prvnich
tfech rovnosti — vybereme si ve zvoleném trojihelniku dvé strany a jim
stran je stejny jako pomér sint pfislusnych uhla.

Tento pristup ndm tedy v geometrické konfiguraci dava do vztahu
délky a tthly a mize byt velmi uziteény, obzvlast pokud najdeme nékolik
trojuihelniku s podobnymi délkami stran ¢i shodnymi thly.

Jednoduchou aplikaci sinové véty je nasledujici znamy pomér, ve
kterém puli osa thlu protéjsi stranu:

Uloha 1.2. Méjme trojihelnik ABC, prisecik osy ihlu ACB se stranou

y . . |AP| _AC|
AB oznac¢me P. Dokazte, Ze 1BP| = [BC|"

Resend. Ze sinové véty pouzité na trojihelnik ACP dostaneme

|AP| _ |AC|
sin(|[<ACP|)  sin(|<CPAl|)"

Pro trojihelnik BC'P dostaneme analogicky
| BP| B |BC|

sin(|<BCP|) sin(|<CPB|)"
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Jelikoz jsou dhly <ACP a <BCP shodné a dhly <CPA a <CPB se
doplnuji do 180°, tak plati

sin(|<ACP|) =sin(|<BCP|) a sin(|<CPA|) =sin(|<CPB]).
S touto znalosti pak uz porovnanim vztahu vzniklych ze sinovych vét
jednoduse dostaneme rovnost ze zadani. O
plexnéjsi 1loze.

Uloha 1.3. Je din trojuhelnik ABC, stred strany BC oznaéme M.
Necht na strané AB leZ bod P. Oznacme @Q prisecik AM a PC.
Dokazte, ze |CQ| = |AB| prdvé tehdy, kdyz |AP| = |PQ)|.

Reseni. Nasim cilem bude dostat se opakovanym pouzitim sinovych vét

k rovnosti % = %, coz bude implikovat ekvivalenci ze zadani.

Pouzitim sinové véty na trojihelnik ABM dostaneme
sin(|<AMB|)  sin(|<BAM])
|AB| |M B| ’
z trojuhelniku CM @ ziskame
sin(|[<CMQ)|)  sin(|l<MQC)
cal —[MC]
Tim jsme dostali do vztahu délky |AB| a |CQ|. Délky |AP| a |QP)|
ziskame z trojihelniku APQ ve vztahu
sin(|[<<AQP|) sin(|<PAQ)|)
[AP[ TP
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Vyjadienim z druhé a tieti rovnosti dostaneme

sin(|<AQP|) - |QP|

sin(|<PAQ)|) = AP

_ sin(|<MQCY) - |CQ)|

- |MC| '

Nyni si jiz stac¢i uvédomit, ze uhly BAM a PAQ jsou stejné, takze
sin(|<PAQ)|) = sin(|<BAM]). Podobné tihly AMB a CM(Q se dopliuji
do 180°, takze sin(|<AM B|) = sin(|<CMQ)|). Dosazenim do levé a pravé
strany prvni rovnosti dostaneme

sin(|<CMQ)|)

sin(|[<AMB|)  sin(|]<CMQ)|) sin(|<MQC|) - |CQ|

|AB| - |AB] a IMC| - |AB| ’

sin(|[<BAM|)  sin(|<PAQ]|) sin(|<AQP]) - |QP|
|M B| o |M B| o |AP|-|MB|

Pokud tyto vyrazy ddme do rovnosti, tak po kraceni (za pomoci
sin(|[<MQC|) = sin(|<AQP|) a |MC| = |[MB|) dostaneme

cQl _ |QP|
|AB| |AP|’

coz jsme presné chtéli. O

2 PrenaSeni vzdalenosti

V této ¢asti se kratce podivame na dalsi velmi uzite¢ny geometricky trik,
a tim je dokreslovani bodt, které nejsou v zadani zminény. Tyto body
volime tak, aby dobie korespondovaly s tim, co uz v konfiguraci mame.
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Casto tak, aby mély od néjakych jinych bodu v konfiguraci vzdélenost,
vzdélenosti“. Tim ndm v obrazku mohou vzniknout nové rovnoramenné
trojuhelniky ¢i kruznice a loha se tim muze velmi vyjasnit.

Ptredvedeme si to na dvou ulohdch z minulych ro¢niku matematické
olympiady.

Uloha 2.1. Necht D, E znaci po fadé stiedy stran AB, BC' trojuhelniku
ABC a F je stred usecky AD. Dokazte, Ze primka CD puli isecku E'F.

(68-C-5-3)

Resend. Sestrojme bod C’ jako obraz bodu C' ve stiedové soumeérnosti se
stifedem F. Bod F je tak sttedem C'C’ a isecka F' B téznici v trojihelniku
CBC’. Bod D je poté tézistém tohoto trojuhelniku, nebot déli isecku
FB v poméru 2 : 1. Z toho ovsem plyne, ze na piimce CD lezi téznice
z bodu C v trojihelniku CBC’, a tato pifimka tak puli jak stranu C'B,
tak i F'E jako stfedni pticku tohoto trojuhelnika. O

Uloha 2.2. Je ddna polokruznice k nad priumérem PQ. Na ni je sestro-
jena tétiva BC pevné délky d, jejiz krajni body jsou ruzné od bodi P, Q.
Paprsek vyslany z bodu B se od pruméru PQ odrazi do bodu C' v takovém
bodé A, zZe |<PAB| = |<QAC!|. Dokazte, ze velikost uhlu BAC nezdvisi
na poloze tétivy BC' na polokruznici k.

(67-A-1I-2)
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Reseni. Oznaéme [ opacnou polokruznici, jeZz je obrazem k v osové
soumeérnosti podle PQ. V této osové soumeérnosti uvazujme rovnéz obraz
bodu C' a ozna¢me ho C’. Protoze osova soumérnost zachovava velikosti
dhlu, tak rovnéz |[<PAB| = |[<QAC'| a body B, A, C’ lez{ na primce.
Uhel BC'C je tak obvodovym thlem k tétivé BC', a protoze ta ma pev-
nou délku, tak méa tento ihel vzdy stejnou velikost nezavisle na tom, jak
je tétiva BC' umisténa.

Nicméné z rovnoramenného trojihelniku C'AC dostaneme
|<BAC| = |<BC'C| + |<C'CA| = 2|<BC'C),

nebot BAC je vnéjsim tihlem tohoto trojihelnika. Velikost tihlu BAC
je tak rovnéz nezavisla na poloze tétivy BC. O
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DIOFANTICKE ROVNICE

MATEJ DOLEZALEK

Klasickym druhem matematickych tloh jsou ty, jez se zabyvaji rovni-
cemi, jejichz feSeni nehleddme v oboru realnych ¢isel, ale pouze mezi ¢isly
celymi ¢i dokonce jen pfirozenymi. Podle feckého matematika Diofanta
z Alexandrie byvaji tyto rovnice nazyvany diofantické. Ulohou tohoto
druhu je i tloha 71-C-I-6 matematické olympiddy, jejiz zadani zni:

Urcete vsechny mozné hodnoty souctu a + b+ c+d, kde a, b, ¢, d
jsou prirozend ¢isla splnugjici rovnost

(a® = b?) (¢ — d*) + (b* — d®) (* — a®) = 2021.

Pro diofantické rovnice a jejich soustavy je typické, ze obsahuji
vice proménnych nez rovnic, s touto ptridanou volnosti je pak nutno
se vyporadat pomoci prostiedku specifickych pro celd (resp. pfirozena)
¢isla. Obecné mohou byt diofantické rovnice velice obtizné a k jejich
feSeni neexistuje zadny vSespasny postup garantujici dspéch. V tomto
prispévku si vSak ukazeme dvé zakladni metody, které mnohdy k tispéchu
vedou — prvni jsou Upravy na soucinovy tvar a vyuziti prvocéiselného roz-
kladu, druhou pak poznatky o mezerach mezi mocninami.

1 Rozklady na souc¢in

Kazdé prirozené ¢islo 1ze rozlozit na soucin dvou pfirozenych ¢isel pouze
koneéné mnoha zpusoby. Tyto rozklady jsou ddny prvociselnym rozkla-
dem — odpovidaji zptisobum, jak jednotliva prvocisla z rozkladu rozdélit
mezi dva ¢initele. Kupiikladu éislo 12 = 22 -3 se rozkldd4 na souéin jako

12=1-12=2-6=3-4.

V tvahu samoziejmé piripadaji jesté rozklady vzniklé prohozenim
Cinitelu, piipadné piiddnim zaporného znaménka k obéma cinitelum
(pracujeme-li v celych éislech).

Paklize tedy rovnici upravime do tvaru A - B = C, kde A, B jsou
néjaké vyrazy a C je néjaké konkrétni ¢islo, staéi pouze vytesit koneéné
diofantické rovnice tak ziskavame nékolik soustav dvou rovnic, které jsou
navic typicky o néco jednodussi.
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Uloha 1.1. Najdéte vsechny dvojice celyjch kladnigjch éisel a a b, pro néz
je ¢islo a® + b o 62 vétsl nez ¢islo b> + a.
(62-C-11-3)
Resend. Resfme rovnici
a®+b="b"+a+ 62
v pfirozenych éislech. Pfevedenim b? + a na druhou stranu rovnice

obdrzime
a’> b +b—a=62.

Vyrazy na levé strané lze nyni postupné upravit do souc¢inového tvaru
pomoci

(a2—b2) +b—-—a)=(a—0b)(a+b)—(a—b)=(a—b)la+b—1).
Celkové tedy mame rovnici
(a—b)(a+b—1)=62. (1.1)

Vyrazy v zavorkach musi byt cela ¢isla, navic diky a,b > 1 mame také
a+b—12> 1. Aby tedy soucin zavorek byl kladny, musi i a — b byti
kladné. Diky prvociselnému rozkladu 62 = 2 - 31 existuji pravé ctyii
zpusoby, jak 62 rozlozit na sou¢in dvou pfirozenych ¢isel:

62=1-62=2-31=31-2=62-1.
Zjevné navic musi byt
a+b—1>a+1—-1=a>a-0,

takze v rovnici prichézi v ivahu pouze ty rozklady, kde a + b — 1
bude vétsi nez a — b.

Prvni moznost{ tak jea —b =1, a +b — 1 = 62. Sectenim téchto
rovnosti obdrzime

2a—1=(a—b)+(a+b—1)=1+62=63,

z ¢ehoz plyne a = 32, a néasledné dopoc¢teme b = a — 1 = 31. Zkouskou
snadno ovéiime, ze (32,31) je skutecné fesenim puvodni ilohy.

Druhou moznosti pak je a — b = 2, a + b — 1 = 31. Stejné jako
v predchozim pfipadé tyto rovnosti seéteme, coz dé 2a — 1 = 33. Z toho
nasledné a = 17, b = 15 a zkouskou ovérime i toto feSeni. Dohromady
tak m4 tloha dveé Feseni, (a,b) = (32,31) a (a,b) = (17, 15). O
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Uloha 1.2. Je ddno prvocislo p. Naleznéte vSechny dvojice prirozenijch
cisel x, y, kterd splnugi
1 1 1
+ .
r 'y p
Resend. Zadanou rovnici vynésobime vyrazem zyp, ¢imz obdrzime

p(y +x) = zy.

Soucinovy tvar nyni ziskdme tpravou na
zy —plr+y) =0,

zy — pr —py +p° =1’
(= p)(y —p) =p*.
Povsimnéme si, ze v této upravé ponékud ,uméle“ piidavame na obé
strany p?, jen abychom ziskali sou¢inovy tvar na levé strané a konstantu
na pravé strané.

Nyni vyuzijeme toho, ze p je prvocislo. Diky tomu jsou jedinymi
pFirozenymi déliteli p? éfsla 1, p a p?. Pozor musime dét na to, ze z —p a
1y — p by mohla byt zdporna celd ¢isla, na¢ez bychom museli vysetfovat
i rozklady jako (—1) - (—p?). Nicméné v této tiloze mtizeme z ptivodni
rovnice diky kladnosti z, y odhadnout

11 1 1

)

p T Yy x
tedy x > p. Obdobné y > p, takze oba Cinitele x — p a y — p jsou kladné.
V tuvahu tedy ptichazeji pouze rozklady

p2:1p2:pp:p21
Prvni rozklad ndm dévd  —p = 1, y — p = p?, coz upravime na
x=p+1,y=p(p+1). Zkouskou ovéiime

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(+3) =15
p

vy prl plprl) pri
takze se vskutku jednd o feSeni tlohy.
Pro druhy rozklad dostdvame x — p = y — p = p, takze x = y = 2p.
Zkouska je v tomto piipadé snazsi, mame
1 1 1 1 1
_|._

'y 2 2 p

Tteti rozklad se lisi od prvniho pouze zdménou proménnych x a y.
Dohromady tak mame tfi feSeni tlohy:

(,9) = (p+Lp*+p),  (2,9)=02p2p),  (z,9) = @* +p,p+1).

O
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2 Po sobé jdouci mocniny

Pouze néktera prirozenad ¢isla 1ze zapsat jako mocniny jiného pifirozeného
¢isla. Zaméfime-li se tfeba na druhé mocniny (Casto téz oznacované jako
¢tverce), mame

12 = 1, 22 = 4, 32 = 97 42 = 16’ 52 — 257

Vsimnéme si, ze velikosti mezer mezi ¢tverci rostou a ze v téchto me-
zerach se zadné dalsi ¢tverce nemohou nachazet. Konkrétné mezi po sobé
jdoucimi ¢tverci mame rozdil

(a+1)% —a* =2a + 1.

Obdobné mezery v posloupnosti n-tych mocnin rostou pro kazdé n > 2.

Téchto poznatku lze vyuzit pii FeSeni diofantickych rovnic. Pokud
budeme v rovnici (¢i jejim podpiipadu) schopni odvodit, ze feSeni by
dévalo dokonalou n-tou mocninu 6" vklinénou mezi dvé po sobé jdouci
n-té mocniny, tedy a” < " < (a + 1)", bude to spor. Pfislusnd rovnice
(¢i jeji podpiipad) pak nebudou mit zadné teseni. Jinou formulaci téze
myslenky je to, ze odhad b" > o' muzeme pii praci s pfirozenymi &isly
automaticky vylepsit na o™ > (a 4+ 1)". Dalsi vylepseni mohou piidat
napi. poznatky o délitelnosti néjakym cislem.

Uloha 2.1. Urcete vSechny dvojice celych kladnich éisel a a b, pro néz
plati 4% + 4a® + 4 = b2,

(59-A-11I-1)
Resend. Zkusme nékolik malych hodnot a:

e Pro a = 1 by mélo byt b> = 4 + 4 + 4 = 12, coz vzhledem
k 32 < 12 < 42 nenf étverec.

e Pro a = 2 dostdvdme b> = 16+ 16 + 4 = 36, coz dava feseni b = 6.

e Pro a = 3 obdrzime > = 64 + 36 + 4 = 104, coz vzhledem
k 102 < 104 < 112 neni ¢tverec.

e Pro a = 4 mame b? = 256 + 64 + 4 = 324, coz davé Feseni b = 18.

Dale ukazeme, ze pro a > 4 jiz zadna dalsi feSeni neexistuji. Pro spor
necht md zadané rovnice fesen{ (a,b), kde a > 5. Muzeme odhadnout

b = 4% + 4a® + 4 > 4% = (29)2.
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Vime tedy, ze b? je ¢tverec ostfe vétsi nez (2“)2. Zaroven se ma jednat
o sudé &fslo, takze uz muzeme odhadnout b2 > (2% + 2)%. Tato nerovnost
se ze zadané rovnice upravi na

4% 4 40% +4> (29422 =494 2.2%. 2 44,
4a% > 4. 2%,
a? > 2%,

V souhrnu, je-li (a,b) Fesenfm zadané rovnice, pak a® > 2% My vsak
dokézeme, ze pro a > 5 uz plati opaéné nerovnost 2¢ > a2, ¢fmz jiz
vylou¢ime existenci dalsich feSeni tlohy.

Postupujme matematickou indukci. Pro a = 5 skutectné plati
2¢ = 32 > 25 = a?. Déle dokazeme indukén{ krok: pokud pro a > 5 plati
2% > a2, pak i 297! > (a + 1)2. Plati

a+1 1 1 6
— 14 <14-=2
a +a_ +5 5’
7 cehoz WELS < (8)% = 36 <9 Ngsledné jiz tedy
12
(@412 =a2. CHD ga 5 gart

a?

jak jsme chtéli dokazat. Tim je dukaz indukci hotov, takze loha nema
feSeni s a > 5. Jedinymi feSenimi jsou tak (a,b) = (2,6) a (a,b) = (4, 18).
O

3 K procviceni

Uloha 3.1. Naleznéte vSechny dvojice celych ¢isel x, y splnujict rovnost
Ty =2 +v.

Uloha 3.2. Najdéte viechny dvojice prirozengch ¢isel a, b, pro néz plati

66 66
a+—=>b+—.
a b

(66-B-1I-1)

Uloha 3.3. Najdéte vsechny dvojice prirozengch ¢isel a, b splniugjici rov-
nost (a +3)3 — a® = b%.

Uloha 3.4. Naleznéte vsechny dvojice kladnych celych cisel (m,n)
spliiugici n* — Tn? 4+ 1 = m?2.
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Uloha 3.5. Najdéte vsechna celd ¢isla m a n, pro kterd plati rovnost
n" ! =4m? 4+ 2m + 3.

(68-A-II-2)

Uloha 3.6 (tezsi). Naleznéte viechny trojice (p,x,y), kde p je prvocislo
a x, y jsou nezdpornd celd ¢isla spliiujict p* = y* + 4.

Ndvod. Vyraz na pravé strané lze rozlozit na soucin.
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