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© MatfyzPress, nakladatelstv́ı Matematicko-fyzikálńı fakulty Uni-
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C2: Č́ıslice a operace s nimi 103

C3: Levely v planimetrii 109
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Úvod

Tato kniha je souborem př́ıspěvk̊u vzniklých jako doprovodný materiál
k přednáškám, které budou v tomto roce pořádány na Matematicko-
fyzikálńı fakultě Univerzity Karlovy v Praze, a to v rámci projektu
Zvyšováńı kvality matematického vzděláváńı na středńıch školách: mo-
tivace ke studiu a př́ıprava k matematickým soutěž́ım a olympiádám.
Sleduj́ı přitom zadáńı úloh domáćıho kola 71. ročńıku Matematické
olympiády pro žáky středńıch škol, přičemž každé úloze je věnován jeden
př́ıspěvek.

Tým autor̊u sestává na jedné straně ze zkušených pedagog̊u Mate-
maticko-fyzikálńı fakulty, a na straně druhé z jej́ıch student̊u, kteř́ı v Ma-
tematické olympiádě slavili v nedávné době znamenité úspěchy. Spojuje
je značná zkušenost s úlohami typickými pro MO, o kterých všichni
autoři často přednášej́ı, at’ už pro soutěž́ıćı, nebo pro pedagogy středńıch
škol. Každý z autor̊u ke svému př́ıspěvku přistoupil poněkud odlǐsným
zp̊usobem a v malé mı́̌re došlo i k určitému překryvu témat.

Společným rysem všech př́ıspěvk̊u je jejich hlavńı účel. Jejich četba
má nejr̊uzněǰśım zp̊usobem usnadnit řešeńı úloh MO. Sborńık je určen
na prvńım mı́stě středoškolským profesor̊um, jimž může přinést inspiraci
pro péči o talentované žáky v seminář́ıch či při individuálńıch konzul-
taćıch. Věř́ıme však, že je vhodný i př́ımo pro nadané studenty. Aniž
by jim vyzradil řešeńı úloh, může je k úspěšné účasti v tomto ročńıku
MO povzbudit. Z dlouhodobého hlediska věř́ıme, že představená látka
a úlohy jsou vhodným obecným studijńım materiálem pro adepty MO
i pro všechny talentované žáky.

Všichni autoři by rádi poděkovali oběma recenzent̊um za pečlivě
přečteńı všech kapitol a za řadu cenných připomı́nek, které vedly ke
zlepšeńı textu.

Praha, zář́ı 2021 Zbyněk Š́ır, Zdeněk Halas





Kategorie

A





A1 9

SOUČTY V TABULKÁCH

Marian Poljak

Existuje mnoho př́ıklad̊u, ve kterých po nás zadáńı chce nějakým
zp̊usobem vyplnit tabulku č́ısly, či zjistit, jestli se nějak vyplnit č́ısly dá.
V tomto př́ıspěvku se dočteme, jak se s takovými př́ıklady vypořádat a
jaké triky můžeme často úspěšně použ́ıt. Této tématiky je i následuj́ıćı
př́ıklad z domáćıho kola 71. ročńıku MO kategorie A.

Je možné vyplnit tabulku n × n jedničkami a dvojkami tak, aby byl
součet č́ısel v každém řádku dělitelný pěti a součet č́ısel v každém sloupci
dělitelný sedmi? Řešte a) pro n = 9, b) pro n = 12.

Nejdř́ıve je d̊uležité si uvědomit, jak takový př́ıklad vyřešit a dospět
k uspokojivé odpovědi na otázku kladenou v zadáńı. Jelikož se př́ıklad
ptá, zda je něco možné, mohou nastat v podstatě jen dvě možnosti.
V prvńım př́ıpadě se nám tabulku požadovaným zp̊usobem vyplnit po-
vede, můžeme jednoznačně ř́ıct, že to možné je, a konstrukce, kterou
jsme si vytvořili a zkontrolovali jej́ı správnost, je jediným potřebným
d̊ukazem. Ve druhém př́ıpadě se nám tabulku vyplnit nepovede –
většinou, nejedná-li se o velmi jednoduchý př́ıklad, si však nemůžeme
být jist́ı, že jsme opravdu vyzkoušeli všechny možnosti; těch totiž bývá
velmi mnoho a vypsat je na paṕır je bud’ časově nevýhodné, nebo
zcela nemožné. Proto se v takovou chv́ıli muśıme uchýlit k nalezeńı
nějakého nepr̊ustřelného argumentu, často založeném na zbytćıch či
dělitelnosti, který bude d̊ukazem, že požadovaným zp̊usobem tabulku
vyplnit nep̊ujde.

1 Řádkové a sloupcové součty

Úloha 1.1. Lze tabulku 5 × 5 vyplnit celými č́ısly tak, aby byl součet
v každém řádku lichý a v každém sloupci sudý?

Je snadné si všimnout, že zálež́ı jen na paritě č́ısel v tabulce –
mı́sto libovolných celých č́ısel si tedy můžeme bez újmy na obecnosti
představit, že do tabulky dáváme jen č́ısla nula (sudé) a jedna (liché).
Pravděpodobně při řešeńı každý brzy zjist́ı, že se tabulka takto nedař́ı
vyplnit – v každém řádku muśı být bud’ 1, 3 nebo 5 jedniček, což poté ne-
sed́ı s podmı́nkou na sloupce. Aby byl součet č́ısel ve sloupci sudý, muśı
obsahovat 0, 2 nebo 4 jedničky. Při vyplňováńı nám vždy přebude řádek
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či sloupec, který podmı́nku poruš́ı. Nepr̊ustřelný d̊ukaz, který vysvětluje
a dokazuje tuto skutečnost, můžeme naj́ıt v součtu všech č́ısel tabulky.

Řešeńı. Součet všech č́ısel v tabulce (značme jej S) se rovná součtu
všech pěti sloupc̊u – ze zadáńı je součet v každém sloupci sudé č́ıslo,
součet S tedy bude také sudé č́ıslo. S se však také muśı rovnat součtu
všech řádk̊u. Sečteme-li řádky, dostaneme součet pěti ze zadáńı lichých
č́ısel, výsledkem tedy bude liché č́ıslo. Jenže součet všech č́ısel v tabulce
nemůže být sudý i lichý zároveň, č́ımž dostáváme spor.

Úloha 1.2. Mějme tabulku 8×8 vyplněnou č́ısly −1, 0, 1. Je možné, aby
součty ve sloupćıch, řádćıch i obou diagonálách byly navzájem r̊uzné?

Řešeńı. Pro každý ze zmı́něných součt̊u plat́ı, že je to celé č́ıslo mezi −8
a 8. Takových č́ısel je přesně 17. Máme však 8 řádkových součt̊u, 8 sloup-
cových součt̊u a dva diagonálńı součty – dohromady 18 součt̊u. Alespoň
dva ze součt̊u tedy muśı nutně nabývat stejné hodnoty – můžeme zmı́nit,
že použ́ıváme známý Dirichlet̊uv princip. Vyplnit tabulku požadovaným
zp̊usobem proto neńı možné.

Úloha 1.3 (MO, 70-C-I-2). Určete, pro která přirozená č́ısla n lze ta-
bulku n × n vyplnit č́ısly 2 a −1 tak, aby součet všech č́ısel v každém
řádku a v každém sloupci byl roven 0.

Řešeńı. Můžeme snadno vytvořit blok 3×3, kde vlastnost plat́ı. Z těchto
blok̊u můžeme vyskládat tabulku 3k × 3k pro libovolné k ∈ N, kde
vlastnost také bude platit. Pro n nedělitelné třemi se nám to nepodař́ı.
Důkazem je, že umı́st́ıme-li do nějakého řádku či sloupce j dvojek,
muśıme pro zachováńı vlastnosti do řádku dát i 2j mı́nus jedniček. Do-
hromady tam bude 3j č́ısel, velikost onoho řádku či sloupce tedy muśı
být dělitelná třemi.

Úloha 1.4. Tabulka n × n je vyplněna č́ısly 0, 1 a 2. Najděte všechny
možné hodnoty n, pro které mohou součty řad a sloupc̊u být 1, 2, . . . , 2n,
ne nutně v tomto pořad́ı.

Řešeńı. Označ́ıme r1, . . . , rn a c1, . . . , cn součty řádk̊u a sloupc̊u. Potom
r1 + r2 + · · · + rn + c1 + c2 + · · · + cn = 1 + 2 + · · · + 2n = n(2n + 1).
Každé č́ıslo v tabulce je do tohoto součtu započ́ıtáno přesně dvakrát,
takže n(2n + 1) je sudé č́ıslo. Protože je 2n + 1 vždy liché, muśı nutně
být n sudé. A pro n = 2k, k ∈ N je možné vlastnost splnit, viz následuj́ıćı
konstrukce.
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2 Daľśı triky s tabulkami

Přeskládat tabulku bez újmy na obecnosti, a t́ım si usnadnit situaci, je
daľśı z trik̊u, který při práci s tabulkami můžeme udělat, jak ilustruje
následuj́ıćı př́ıklad.

Úloha 2.1 (38th Canadian Mathematical Olympiad). Mějme obdélńı-
kovou tabulku s m řádky a n sloupci vyplněnou nezápornými č́ısly, kde
každý řádek i sloupec obsahuje alespoň jedno kladné č́ıslo. Nav́ıc, pokud
se řádek a sloupec prot́ınaj́ı v nějakém kladném č́ısle, pak je jejich součet
stejný. Dokažte, že m = n.

Řešeńı. Nejdř́ıve uvažme př́ıpad, kdy maj́ı všechny řádky stejný součet s,
č́ımž také řeš́ıme př́ıpad m = 1. Potom každý sloupec, který s některou
z řad zajisté sd́ıĺı kladný prvek, muśı mı́t také součet s. Sečteme-li nyńı
všechna č́ısla v tabulce přes řádky i přes sloupce, vyjde postupně ms
a ns. Tato č́ısla se však musej́ı rovnat a s je zřejmě kladné, dostáváme
tedy m = n.

Pokračujeme indukćı – předpokládejme, že máme tabulku m × n a
ne všechny řádky maj́ı stejný součet. Konkrétně řekněme, že r < m
řádk̊u má součet s a zbylých m − s řádk̊u má jiný součet. Sloupce,
které sd́ılej́ı kladný prvek s některým z těchto r řádk̊u, muśı mı́t také
součet s a můžeme si snadno rozmyslet, že žádné jiné sloupce mı́t součet
s nemůžou – počet takových sloupc̊u označme c.

Bez újmy na obecnosti můžeme prohodit libovolné dva řádky či
sloupce, můžeme tedy tabulku

”
přeskládat“ tak, aby prvńıch r řádk̊u

byly právě ty se součtem s a prvńıch s sloupc̊u byly také právě ty se
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součtem s. T́ım tabulku rozděĺıme na čtyři menš́ı tabulky. Levá horńı
(r × c) bude ta se součty s, pravá horńı (r × (n − c)) a levá dolńı
((m − r) × c) budou muset obsahovat jen nuly, jinak se dostaneme do
sporu s předpokladem – kdyby tam někde bylo něco kladného, dostali
bychom pr̊useč́ık s řádkem či sloupcem, který by najednou také měl mı́t
součet s, přestože jsme všechny takové řádky i sloupce již umı́stili na
začátek. Dı́ky levé horńı tabulce, ve které jsou všechny součty řádk̊u
i sloupc̊u s, vid́ıme (viz indukčńı předpoklad), že muśı platit r = c.

Vpravo dole dostáváme tabulku (m − r) × (n − c), pro kterou stále
muśı platit, že všechny jej́ı (kratš́ı) řádky i sloupce muśı obsahovat nějaké
kladné č́ıslo; z jejich p̊uvodńıho obsahu jsme přece vyškrtli jen několik
nul. Naše nová menš́ı tabulka tedy bude splňovat zadáńı. Z indukčńıho
předpokladu proto v́ıme, že t́ım pádem muśı být m−r = n− c, což nám
spolu s r = c dává i kýžené m = n.

Alternativně jde úlohu vyřešit př́ımo, když si uděláme pořádek v in-
dexech a opět se pod́ıváme po jakémsi součtu č́ısel v tabulce.

Řešeńı. Označme aij č́ıslo tabulky v i-tém řádku a j-tém sloupci, ri
součet v i-tém řádku a cj součet v j-tém sloupci. Dále označme S
množinu těch dvojic (i, j), ve kterých jsou kladná č́ısla. Vı́me, že po-
kud (i, j) ∈ S, pak ri = cj , odkud vyplývá vztah

∑{
aij
ri

: (i, j) ∈ S

}
=

∑{
aij
cj

: (i, j) ∈ S

}
.

Když však opatrně vyč́ısĺıme tyto sumy, zjist́ıme, že:∑{
aij
ri

: (i, j) ∈ S

}
=

∑{
aij
ri

: 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

}
=

m∑
i=1

1

ri

n∑
j=1

aij =

m∑
i=1

1

ri
· ri = m.

∑
{aij
ci

: (i, j) ∈ S} =
∑

{aij
ci

: 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

=
n∑

j=1

1

ci

m∑
i=1

aij =
n∑

j=1

1

ci
· ci = n.

Odtud máme m = n.
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Úloha 2.2. Mějme tabulku 10 × 10, k jej́ıch poĺıček je infikovaných.
Každou vteřinu se infekce š́ıř́ı – soused́ı-li nějaké pole stranou s ale-
spoň dvěma infikovanými poli, stane se také infikovaným. Určete nejvyšš́ı
možné k takové, že at’ jsou p̊uvodńı infikovaná poĺıčka rozmı́stěna jakko-
liv, nestane se, že by se po nějaké době infikovalo všech 100 poĺıček.

Řešeńı. Můžeme si všimnout, že pokud by bylo k = 10 a p̊uvodně in-
fikovaná poĺıčka tvořila diagonálu, infikuje se všech 100 poĺıček. Muśı
tedy být k < 10. Nyńı přicháźı těžká část úlohy, a to dokázat, že 9 infi-
kovaných poĺıček na infekci celé tabulky nestač́ı. Na pomoc přicháźı trik
– uvažujme obvod aktuálně nakažené množiny poĺıček a sledujme, jak
se během pr̊uběhu nákazy měńı. Vid́ıme, že se obvod této nakažené části
nikdy nezvětš́ı, může se dokonce zmenšit, soused́ı-li nějaké nenakažené
poĺıčko s v́ıce než dvěma již infikovanými. Největš́ı možný obvod, který
infekce mohla mı́t zpočátku, je přitom 36 – nemůže se tedy stát, aby na
konci byla nakažená celá tabulka, ta má totiž obvod 40.

Zmı́něné technice často použ́ıvané v úlohách, ve kterých se vyskytuje
nějaký proces, se ř́ıká monovariant – nějaké č́ıslo či veličina, která se
během onoho procesu nezvětšuje či nezmenšuje, č́ımž o tomto procesu a
např. jeho konečnosti můžeme źıskat cenné informace. V našem př́ıpadě
byl monovariantem obvod množiny infikovaných poĺıček.

Úloha 2.3. Mějme tabulku 9 × 9, ve které jsou napsána č́ısla od 1 do
81, každé právě jednou. Dokažte, že existuje nějaká jej́ı podtabulka o
rozměrech 2× 2, která má součet věťśı než 137.

Řešeńı. V tabulce 9 × 9 je přesně 8 · 8 = 64 takových podtabulek,
označme jejich součty S1 ≤ S2 · · · ≤ S64. Předpokládejme pro spor,
že jsou všechny nanejvýš 137, pro jejich součet by tedy muselo pla-
tit S1 + · · · + S64 ≤ 64 · 137 = 8768. Na druhou stranu, můžeme si
rozmyslet, jak budou č́ısla z tabulky započ́ıtávána do oněch 2 × 2 pod-
tabulek. Ta v rohu budou započ́ıtána pouze jednou, ta daľśı na kraj́ıch
dvakrát, vnitřńıch 49 poĺıček bude započ́ıtáno čtyřikrát. Abychom źıskali
dolńı odhad na součet podtabulek, uvažme tu nejhorš́ı možnost, kde ta
největš́ı č́ısla započ́ıtáme co nejméněkrát.

S1 + · · ·+ S64 ≥
1 · (81 + 80 + 79 + 78) + 2 · (77 + · · ·+ 50) + 4 · (49 + · · ·+ 1) = 8774.

T́ım jsme došli ke sporu, některá podtabulka tedy muśı mı́t součet ale-
spoň 138.





A2 15

TEČNY KE KRUŽNICI

A PODOBNÉ TROJÚHELNÍKY

Šárka Gergelitsová

Úlohy o podobných trojúhelńıćıch a tečnách ke kružnićım patř́ı
k základńım geometrickým znalostem. V zadáńı úlohy 71-A-I-2 Mate-
matické olympiády budeme vlastnosti tečen ke kružnićım a úhly v troj-
úhelńıćıch hledat. Jej́ı zadáńı zńı:

Je dán lichoběžńık ABCD se základnami AB a CD. Označme k1
a k2 kružnice s pr̊uměry BC a AD. Dále označme P pr̊useč́ık př́ımek
BC a AD. Dokažte, že tečny z bodu P ke kružnici k1 sv́ıraj́ı stejný úhel
jako tečny z bodu P ke kružnici k2.

1 Úhel tečen

Následuj́ıćı úlohy jsou velmi snadné. K jejich řešeńı stač́ı poznatek, že
tečna kružnice je kolmá na poloměr v bodě dotyku, a základńı vlastnosti
pravoúhlého trojúhelńıku.

Úloha 1.1. Na př́ımce p, která procháźı středem dané kružnice k,
najděte takové body, aby polopř́ımky tečen z těchto bod̊u ke kružnici k
sv́ıraly úhel o velikosti α (α < 180◦).

Řešeńı. Trojúhelńık AT1O na obrázku 1 je pravoúhlý a př́ımka AO je
osa úhlu tečen. Proto |∢OAT1| = α/2 a |∢AOT1| = 90◦ − α/2. Z toho
vycháźı konstrukce, která má vždy řešeńı (α/2 < 90◦):

Sestroj́ıme takový bod T1 kružnice k, že |∢AOT1| = 90◦ − α/2 a
vedeme j́ım kolmici k poloměru OT1. Ta protne př́ımku p v hledaném
bodě A. Druhé řešeńı je bod středově souměrný s bodem A dle středu O.

bc
O bcB

k

bc

T1

bc
A

t2

α/2

α

90◦ − α/2 90◦ − α/2

k

bc

bcT1 bcO

t1

bc
P

bcT2

t2

t1

p

Obr. 1: Tečny sv́ıraj́ıćı daný úhel – z bodu na pr̊uměru a na tečně
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Pro α = 60◦ je |∢AOT1| = 90◦ − α/2 = 60◦ a sestrojený bod A
je vrchol jednoho rovnostranného trojúhelńıku opsaného dané kružnici.
Pro α = 120◦ je |∢AOT1| = 30◦ a sestrojený bod A je vrchol jednoho
pravidelného šestiúhelńıku opsaného dané kružnici.

Na obrázku 1 vlevo je sestrojen bod A na pr̊uměru kružnice, vpravo
je podobně sestrojený bod P na zvolené tečně kružnice takový, že tečny
ke kružnici z P také sv́ıraj́ı úhel α.

Úloha 1.2. Určete množinu všech bod̊u roviny, které maj́ı tu vlastnost,
že tečny z nich vedené k dané kružnici k sv́ıraj́ı úhel velikosti α < 180◦.

bcO

kbc
T

t1

bc
A

t2

r

R

q

bc
T ′

t′

bc
A′

α/2

α/2

Obr. 2: Kružnice, na ńıž lež́ı vrcholy úhl̊u

Řešeńı. Řešeńı předchoźı úlohy jsme mohli popsaným postupem sestro-
jit na libovolné př́ımce p procházej́ıćı středem dané kružnice. Dokážeme,
že hledanou množinou bod̊u je kružnice q soustředná s danou kružnićı
k(O, r) o poloměru R = r

sin(α/2) , kde r je poloměr kružnice k.
Všechny body kružnice q zřejmě maj́ı danou vlastnost.
Žádný jiný bod danou vlastnost nemá: Pro všechny body M roviny

lež́ıćı v mezikruž́ı kružnic k, q plat́ı |MO| < |AO| = r
sin(α/2) . Pro ostrý

úhel γ při vrcholu M trojúhelńıku MOT plat́ı sin γ = r
|MO| > sin(α/2),

tedy 2γ > α a tečny sv́ıraj́ı větš́ı úhel.
Pro všechny body roviny lež́ıćı vně kružnice q analogicky plat́ı, že

tečny ke k sv́ıraj́ı menš́ı úhel než α. Z bod̊u roviny, které lež́ı na nebo
uvnitř kružnice k, k ńı nelze vést dvojici tečen.

Úloha 1.3. Na př́ımce p, která procháźı středy daných kružnic k1,
k2 najděte všechny takové body S, aby tečny z bodu S ke kružnici k1
sv́ıraly stejný úhel jako tečny z bodu S ke kružnici k2. Určete velikost
sevřeného úhlu a vypočtěte vzdálenosti mezi nalezenými body a středy
daných kružnic.
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Řešeńı. Hledanými body jsou body, z nichž lze ke kružnićım vést
společné tečny, tedy středy stejnolehlost́ı, v nichž je jedna z kružnic
obrazem druhé, pokud tyto středy lež́ı vně obou kružnic. Takové body
jsou nejvýše dva.

bcO1 bc
O2

k1

k2

bcT1

bc
T2

r1

r2

bc
S1

bc
S2

bc
T ′
1

bc

T ′
2

r1

r2

α/2 β/2

t1
t2

Obr. 3: Společné tečny dvou kružnic

Připomeňme si, že pro středy S1, S2 stejnolehlosti daných neshod-
ných kružnic k1(O1, r1), k2(O1, r2) a pro úhly α, β sevřené tečnami (viz
obr. 3) plat́ı:

r1
|S1O1|

=
r2

|S1O2|
= sin(α/2) a

r1
|S2O1|

=
r2

|S2O2|
= sin(β/2).

Proto
r1
r2

=
|S1O1|
|S1O2|

=
|S2O1|
|S2O2|

.

Následuj́ıćı otázku ponecháváme k samostatnému rozmyšleńı. Úlohu
letošńıho domáćıho kola MO vyřeš́ıme snadno i bez ńı.

Úloha 1.4. Zkuste odvodit, co je množinou všech bod̊u, z nichž je vidět
dvě dané kružnice pod stejným úhlem.

Návodem může být konstrukce několika bod̊u požadované vlastnosti.
Na obrázku 4 je takových bod̊u vidět pět: Ke kružnićım k1(O1, |O1T1|),
k2(O2, |O2T2|), jsme sestrojili body Q1, ..., Q5, z nichž je kružnice k1
vidět vždy pod stejným úhlem jako kružnice k2. Poloměry kružnic, které
jsou množinami vrchol̊u úhlu téže zvolené velikosti jednak pro k1, jednak
pro k2, jsou délky přepon pravoúhlých trojúhelńık̊u OTA, jejichž jedna
odvěsna je O1T1 resp. O2T2, druhá lež́ı na př́ıslušné tečně t1, resp. t2,
každé z kružnic a úhly při vrcholech O1, O2 jsou shodné.
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bc
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bc
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bcQ1
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Q4

bcQ3

bc Q5

bc
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Obr. 4: Z bod̊u Q1 až Q5 je vidět k1 pod stejným úhlem jako k2.

2 Podobné trojúhelńıky v lichoběžńıku

Připomeňme si základńı vlastnosti lichoběžńıku. Na obrázku 5 je se-
strojen lichoběžńık ABCD se základnami AB, CD, pr̊useč́ık P př́ımek
BC, AD a pr̊useč́ık Q úhlopř́ıček. Rovnoběžka se základnami vedená
bodem Q prot́ıná ramena v bodech M , N . Najděte všechny sestrojené
podobné trojúhelńıky a dvojice úseček, jejichž poměr délek je jednak
a : c, jednak b : d, kde a, b, c, d jsou délky stran lichoběžńıku. Všechny
podobnosti zd̊uvodněte.

bcA bc B

bcP

bcD bcC

bc
Q

bcL

bcK

bcN bcM

Obr. 5: Zkoumejte podobné trojúhelńıky

Poměry délek v podobných trojúhelńıćıch pomohou např́ıklad při
řešeńı úlohy 66-C-I-5 Matematické olympiády:
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Úloha 2.1. V daném trojúhelńıku ABC zvolme uvnitř strany AC body
K, M a uvnitř strany BC body L, N tak, že |AK| = |KM | = |MC|
a |BL| = |LN | = |NC|. Dále označme E pr̊useč́ık úhlopř́ıček li-
choběžńıku ABLK, F pr̊useč́ık úhlopř́ıček lichoběžńıku KLNM a G
pr̊useč́ık úhlopř́ıček lichoběžńıku ABNM . Dokažte, že body E, F a G lež́ı
na těžnici trojúhelńıku ABC z vrcholu C, a určete poměr |GF | : |EF |.

bcA bc B

bcC

bcK

bcM

bc L

bc N

bc
E

bc

G

bc
F

bcH

bcI

bcJ

Obr. 6: Poměry délek, úloha 66-C-I-5

Řešeńı. Př́ıčky trojúhelńıku rovnoběžné se stranou AB jsou základnami
lichoběžńık̊u a pro poměry jejich délek plat́ı

|AB| : |KL| : |MN | = |AC| : |KC| : |MC| = 3 : 2 : 1.

Nejprve dokážeme, že pr̊useč́ıky úhlopř́ıček lež́ı na těžnici troj-
úhelńıku ABC, která p̊uĺı stranu AB: Těžnice p̊uĺı všechny př́ıčky rovno-
běžné se stranou AB. Označme E1 pr̊useč́ık úhlopř́ıčky KB v licho-
běžńıku ABLK s touto těžnićı a J , I středy základen. Pak jsou
trojúhelńıky IKE1, JBE1 podobné s poměrem odpov́ıdaj́ıćıch si stran
3 : 2, tedy |JE1| : |E1I| = 3 : 2. Podobně pro pr̊useč́ık E2 úhlopř́ıčky
LA s danou těžnićı plat́ı |JE2| : |E2I| = 3 : 2. Proto je E1 = E2 a bod
E = E1 = E2 je pr̊useč́ık úhlopř́ıček.

Z poměru, v němž děĺı pr̊useč́ıky úhlopř́ıček spojnice střed̊u základen
jednotlivých lichoběžńık̊u, urč́ıme č́ıselně polohu bod̊u E, F , G na těžnici
trojúhelńıku a odtud hledaný poměr. Ukáže se, že |GF | : |EF | = 5 : 32.
Úplné řešeńı úlohy je na webu MO.

Úloha 2.2. Lichoběžńık ABCD se základnami AB, CD je tečnový.
Body dotyku vepsané kružnice se základnami AB, CD označ́ıme po řadě
M , N , body dotyku vepsané kružnice s rameny AD, BC označ́ıme po
řadě K, L. Dokažte, že plat́ı:

a) Je-li Q pr̊useč́ık AN a DM , je KQ ∥ CD.

b) |AK| · |KD| = |BL| · |LC|.
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bcA
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δ/2

Obr. 7: Tečnový lichoběžńık

Řešeńı. a) Lichoběžńık ABCD je tečnový, střed vepsané kružnice
označme O. Strany lichoběžńıka jsou tečny k vepsané kružnici, proto
|AM | = |AK| a |DN | = |DK|. Z podobných trojúhelńık̊u AQM , NQD
plyne |AQ| : |QN | = |AM | : |ND|. Tedy |AQ| : |QN | = |AK| : |KD|,
proto je KQ ∥ CD.

b) Protože jsou úsečky MO, NO kolmé k základnám, je střed úsečky
MN středem O vepsané kružnice. AO, DO jsou osy úhl̊u α, δ. Protože
α+ δ = 180◦, je α/2 + δ/2 = 90◦. Trojúhelńık AOD je tud́ıž pravoúhlý
s pravým úhlem při vrcholu O a KO je jeho výška. Proto (podle
věty o výšce plynoućı z podobnosti trojúhelńık̊u AKO, OKD) plat́ı
|AK| · |KD| = |KO|2. Podobně |BL| · |LC| = |LO|2. A protože úsečky
KO, LO jsou poloměry vepsané kružnice, z rovnosti |KO| = |LO| plyne
dokazované tvrzeńı.
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TEORIE ČÍSEL S PRVOČÍSLY A ODHADY

Martin Raška

Jedńım z klasických typ̊u olympiádńıch úloh v teorii č́ısel je zadáńı,
ve kterém máme nějakou rovnost či podmı́nky kladené na dělitelnost a
máme rozhodnout, která přirozená č́ısla tato omezeńı splňuj́ı. Př́ıkladem
takovéto úlohy je i 71-A-I-3 matematické olympiády:

Najděte všechna celá č́ısla n > 2 taková, že č́ıslo nn−2 je n-tá moc-
nina celého č́ısla.

Pro úlohy tohoto typu velmi často plat́ı, že zadáńı splňuje pouze
několik málo ńızkých hodnot a tou těžš́ı část́ı je dokázat, že pro velká
n zadaná situace nastat nemůže. Na tento typ d̊ukaz̊u neexistuje je-
den jednoduchý recept, nicméně v prvńı části př́ıspěvku si ukážeme, že
je často užitečné d́ıvat se na úlohu z pohledu prvoč́ısel. V druhé části
se pod́ıváme na některé základńı odhady a porovnáme velikosti poly-
nomiálńıch a exponenciálńıch funkćı.

1 Prvoč́ısla a p-valuace

Definice 1.1. Pro přirozená č́ısla a a b řekneme, že a děĺı b (znač́ıme
a | b), pokud existuje přirozené č́ıslo c splňuj́ıćı b = ac.

Uvažováńı dělitelnosti a prvoč́ısel v teorii č́ısel často stač́ı k vyřešeńı
úlohy. Např́ıklad rovnice n(n + 3) = 3m nemůže mı́t nad přirozenými
č́ısly řešeńı, nebot’ prvoč́ıslo 2 děĺı levou stranu (dva činitelé v součinu
maj́ı r̊uznou paritu) a zároveň neděĺı tu pravou.

Občas se ale hod́ı umět i konkrétněji ř́ıkat, v jak velkých mocninách
prvoč́ıslo daný výraz děĺı. To motivuje následuj́ıćı definici.

Definice 1.2. Pro prvoč́ıslo p definujeme p-valuaci přirozeného č́ısla n
jako největš́ı nezáporné celé č́ıslo k takové, že pk | n. Znač́ıme vp(n) = k.

Např́ıklad v5(15) = 1, v2(60) = v2
(
22 · 3 · 5

)
= 2 a v3(16) = 0.

Následuj́ıćı cvičeńı popisuj́ıćı základńı vlastnosti p-valuaćı je pouze
jednoduchou aplikaćı definice a faktu, že pro každé přirozené č́ıslo n
existuje jeho jednoznačný rozklad na součin prvoč́ısel: n = pe11 · · · penn .

Cvičeńı 1.3. Pro prvoč́ıslo p a přirozená č́ısla m, n dokažte, že plat́ı:

(i) vp(mn) = vp(m) + vp(n),
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(ii) vp(m
n) = n · vp(m),

(iii) vp(m+ n) ≥ min(vp(m), vp(n)),

(iv) m | n právě tehdy, když pro každé prvoč́ıslo p plat́ı vp(m) ≤ vp(n).

Pro začátek si na úloze ukažme, jak nám značeńı pomoćı p-valuaćı a
aplikace předcházej́ıćıho cvičeńı může usnadnit práci.

Úloha 1.4. Jsou dána přirozená č́ısla a, b, c splňuj́ıćı ab | bc, ac | cb.
Dokažte, že a2 | bc.

Řešeńı. Stač́ı, abychom dokázali, že pro každé prvoč́ıslo p plat́ı 2vp(a) =
vp(a

2) ≤ vp(bc). Zafixujme si tedy libovolné prvoč́ıslo p. Z podmı́nky
ab | bc dostaneme nerovnost b · vp(a) = vp(a

b) ≤ vp(b
c) = c · vp(b).

Analogicky z podmı́nky ac | cb dostaneme c · vp(a) ≤ b · vp(c).
Nyńı již plat́ı

vp(b) + vp(c) ≥
b

c
vp(a) +

c

b
vp(a) =

(
b

c
+

c

b

)
vp(a) ≥ 2vp(a),

což jsme přesně chtěli. Posledńı nerovnost je d̊usledkem toho, že pro
všechna kladná č́ısla x plat́ı x+ 1

x ≥ 2.

Daľśı využit́ı p-valuaćı najdeme u úloh, kde pracujeme s faktoriály,
tedy n! = n · (n − 1) · · · 2 · 1. Uved’me si základńı tvrzeńı s názvem
Legendreova formule.

Tvrzeńı 1.5. Bud’ p prvoč́ıslo a n, M přirozená č́ısla splňuj́ıćı n < pM .
Pak plat́ı

vp(n!) =

⌊
n

p

⌋
+

⌊
n

p2

⌋
+

⌊
n

p3

⌋
+ · · ·+

⌊
n

pM

⌋
,

kde ⌊x⌋ představuje dolńı celou část č́ısla x.

D̊ukaz. V součinu n! = n · (n − 1) · (n − 2) · · · 2 · 1 je právě
⌊
n
p

⌋
činitel̊u dělitelných prvoč́ıslem p, za každé tedy muśıme do p-valuace
přič́ıst jedničku. Dále muśıme přič́ıst daľśı jedničku za každého činitele

dělitelného p2 – těch je právě
⌊

n
p2

⌋
, podobně muśıme připoč́ıtat jedničku

za každého činitele dělitelného p3, atd. Tenhle proces skonč́ı ve chv́ıli,
kdy mocnina prvoč́ısla bude větš́ı než n, tato mocnina už tedy nebude
dělit žádného činitele.

Toto tvrzeńı použijeme k d̊ukazu 4. úlohy z Mezinárodńı matema-
tické olympiády 2019.
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Úloha 1.6. Najděte všechny dvojice přirozených č́ısel (n, k), které
splňuj́ı

(2k − 1)(2k − 2)(2k − 4) · · · (2k − 2k−1) = n!.

Řešeńı. Pod́ıváme se na 2-valuace na obou stranách rovnosti. Z mi-
nulého tvrzeńı dostáváme v2(n!) =

⌊
n
2

⌋
+
⌊

n
22

⌋
+ · · ·+

⌊
n
2M

⌋
pro vhodné

přirozené č́ıslo M . To můžeme pomoćı součtu geometrické posloupnosti
shora odhadnout jako

v2(n!) <
n

2
+

n

22
+ · · ·+ n

2M
=

n

2
· 1−

(
1
2

)M
1− 1

2

<
n

2
· 2 = n.

Naopak pro levou stranu dostaneme

(2k−1)(2k−2) · · · (2k−2k−1) = 21+2+···+(k−1)(2k−1)(2k−1−1) · · · (21−1),

tedy

v2

(
(2k − 1)(2k − 2)(2k − 4) · · · (2k − 2k−1)

)
= 1 + 2 + · · ·+ (k − 1) =

k(k − 1)

2
.

Protože se 2-valuace levé a pravé strany muśı rovnat, tak porovnáńım
dostaneme k(k−1)

2 < n. Dosazeńım této nerovnosti zpátky do zadáńı muśı
platit

L = (2k − 1)(2k − 2)(2k − 4) · · · (2k − 2k−1) >

(
k(k − 1)

2

)
!.

Ukážeme ale, že tady už nastává problém, nebot’ pro k ≥ 6 plat́ı opačná
nerovnost.

Nejprve jednoduše odhadněme levou stranu jako L < (2k)k = 2k
2
.

Dále ukážeme, že 2k
2
<

(
k(k−1)

2

)
! pro k ≥ 6. Pro k = 6 se to dá

př́ımočaře ověřit: 236 < 6, 9 · 1010 a
(
k(k−1)

2

)
! = 15! > 1, 3 · 1012. Pro

k ≥ 7 následně(
k(k − 1)

2

)
! = 15! · 16 · 17 · · · k(k − 1)

2
> 236 · 16

k(k−1)
2

−15,

pravá strana je rovna 2k
2 · 2k(k−2)−24 a to je pro k ≥ 7 skutečně větš́ı

než 2k
2
.

Dohromady, pokud (n, k) splňuje zadáńı, tak k ≤ 5. Je už snadné
těchto 5 hodnot dosadit a zjistit, že jediná řešeńı jsou (1, 1) a (3, 2).
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Ukázali jsme si základńı použit́ı p-valuaćı. Daľśı cestou, kterou se lze
t́ımhle směrem vydat, jsou např́ıklad hlubš́ı tvrzeńı okolo Legendreovy
formule nebo tzv. Lifting the Exponent lémma, které popisuje p-valuace
výraz̊u typu an ± bn.

2 Odhady

Jak bylo vidět na konci minulého př́ıkladu, uvažováńı prvoč́ıselných
dělitel̊u nás umı́ dostat do situace, ve které dostaneme odhady, které
plat́ı jenom pro konečně mnoho malých hodnot (ty už pak typicky neńı
problém vyřešit separátně). Daľśım př́ıkladem takovéhoto odhadu je
např́ıklad 3n < n3 + 5n+ 2.

n 1 2 3 4 5 6 6

3n 3 9 27 81 243 729 2187

n3 + 5n+ 2 8 20 44 86 152 248 380

Z tabulky pro prvńıch pár hodnot n vid́ıme, že na začátku je sice
funkce n3 +5n+2 větš́ı, nicméně po čase skutečně začne velmi výrazně
převažovat 3n. Nab́ıźı se tedy hypotéza, že pro n ≥ 5 je skutečně vždy
3n > n3+5n+2. Jak bychom tedy tuto nerovnost dokazovali? Ve chv́ıli,
kdy pracujeme s přirozenými č́ısly, je obecně velmi typickým a užitečným
nástrojem matematická indukce.

Úloha 2.1. Dokažte, že pro přirozené č́ıslo n ≥ 5 plat́ı 3n > n3+5n+2.

Řešeńı. Prvńı krok indukce máme hotový, nebot’ vid́ıme, že pro n = 5
nerovnost skutečně plat́ı. Dále pro indukčńı krok předpokládejme, že
nerovnost plat́ı pro n a ukážeme, že plat́ı i pro n+1. Plat́ı tedy 3n+1 >
3 · (n3 + 5n+ 2) a chtěli bychom nerovnost 3n3 + 15n+ 6 > (n+ 1)3 +
5(n+1)+2. To je ekvivalentńı 2n3+7n > 3n2+2, což je očividně pravda
pro všechna n.

Nab́ıźı se otázka, jestli nerovnost t́ımto směrem při porovnáńı funkćı
tohoto typu nastává obecně. Před zodpovězeńım této otázky nejdř́ıve de-
finujme, co takovýmito funkcemi v̊ubec mysĺıme. Funkce typu f(n) = cn,
kde c je konstanta, nazýváme exponenciálńımi funkcemi. Naopak výraz
akn

k + ak−1n
k−1 + · · · + a1n + a0 se nazývá polynomem k-tého stupně.

Skutečně pak plat́ı, že pokud je c > 1 a libovolně zvoĺıme ai a
stupeň k, tak už existuje N takové, že pro všechna n > N plat́ı
cn > akn

k + ak−1n
k−1 + · · · + a1n + a0 (konstanta N je závislá na

volbě c, ai a k). Jednoduše řečeno tedy exponenciálńı funkce po čase
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vždy přeroste libovolný polynom. Podmı́nka c > 1 je v tomto př́ıpadě
opravdu nutná, nebot’ pro 0 < c < 1 výraz cn s rostoućım n naopak
klesá a pro záporná c měńı znaménko.

Toto tvrzeńı si pořádně dokážeme jenom pro speciálńı typy poly-
nomů, nicméně k zobecněńı pak už chyb́ı pouze kr̊uček.

Tvrzeńı 2.2. Bud’ a reálné č́ıslo, c > 1 reálné č́ıslo a k přirozené č́ıslo.
Pak existuje přirozené č́ıslo N takové, že pro všechna přirozená č́ısla
n ≥ N plat́ı

cn > a · nk.

D̊ukaz. Pro a ≤ 0 je nerovnost zřejmá, předpokládejme tedy a > 0. Si-
tuaci stač́ı dokázat pouze pro k = 1, nebot’ můžeme na obou stranách
nerovnosti udělat k-tou odmocninu a dostat ekvivalentńı nerovnost
( k
√
c)

n
> k

√
an, kde nové proměnné c′ = k

√
c a a′ = k

√
a rovněž splňuj́ı

podmı́nky ze zadáńı. Mějme tedy k = 1 a chtějme dokázat cn > an.
Protože c > 1, tak existuje d > 0, že c = 1 + d. Z binomické věty pro
n ≥ 2 dostaneme cn = (1 + d)n = 1 + nd + n(n−1)

2 d2 + · · · > n(n−1)
2 d2.

Chceme tedy n(n−1)
2 d2− an > 0. To ovšem nutně pro dost velká n plat́ı,

nebot’ tato kvadratická funkce je nezáporná maximálně na omezeném
intervalu a pro dost velké n tak nerovnost plat́ı.

K d̊ukazu tohoto tvrzeńı pro obecný polynom již stač́ı nasč́ıtat tuto
nerovnost několikrát s dobře zvolenými konstantami.

Ačkoliv výše uvedené tvrzeńı nijak neř́ıká, jak velká konstanta N je,
analýzou d̊ukazu by šla tato dolńı mez určit explicitně. Nicméně takto
źıskaná konstanta často může být zbytečně nadsazená a v praxi se ty-
picky nejlépe vyplat́ı analýzou malých hodnot př́ıslušnou hranici uhod-
nout a zbytek dokázat indukćı. Je nutné podotknout, že udělat d̊ukaz
je skutečně nutné – to že exponenciálńı funkce v jednu chv́ıli přeroste
polynomiálńı funkci ještě neznamená, že ji polynomiálńı funkce nemůže
na malou chv́ıli někdy v budoucnu ještě přer̊ust zpátky. Funkce se klidně
o to, která má vyšš́ı hodnotu, můžou dlouhou chv́ıli přetahovat – tvr-
zeńı výše jenom ř́ıká, že nakonec v tomhle př́ıpadě vždy muśı zv́ıtězit ta
exponenciálńı. Např́ıklad u funkćı 1, 0001n a 1000n1000 nastane zmı́něná
nerovnost až pro řádově n > 2 · 108.

Na závěr se ještě nab́ıźı otázka, jak to dopadne při porovnáváńı dvou
exponenciálńıch nebo dvou polynomiálńıch funkćıch. Na tuto otázku od-
pov́ıdá následuj́ıćı cvičeńı.

Cvičeńı 2.3. Dokažte, že pro následuj́ıćı volby funkćı f a g vždy existuje
N takové, že pro všechna n > N je f(n) > g(n).
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1. f(n) = an, g(n) = c · bn, a, b, c ∈ R, a > b ≥ 0.

2. f(n) = nk+1 + akn
k + · · ·+ a1n+ a0, ai ∈ R,

g(n) = bkn
k + bk−1n

k−1 + · · ·+ b1n+ b0, bi ∈ R.
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POZNÁMKA O ŘEŠENÍ SOUSTAV ROVNIC

Miroslav Zelený

V matematice často hledáme reálná č́ısla, která splňuj́ı jisté pod-
mı́nky. Pokud jsou tyto podmı́nky vyjádřeny ve tvaru algebraických rov-
nic, pak stoj́ıme před úkolem vyřešit soustavu rovnic. Takovou úlohou
je i úloha 71-A-I-4 matematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

xy + 1 = z2,

yz + 2 = x2,

zx+ 3 = y2.

(0.1)

1 Formulace úlohy a základńı postup při řešeńı

Necht’ n,m jsou přirozená č́ısla. Soustavu m rovnic o n neznámých
můžeme popsat pomoćı m-tice funkćı F1, . . . , Fm, jejichž definičńı obory
jsou obsaženy v Rn. Naš́ım úkolem je pak nalézt všechny n-tice reálných
č́ısel [x1, . . . , xn] splňuj́ıćı

F1(x1, . . . , xn) = 0,

F2(x1, . . . , xn) = 0,

...

Fm(x1, . . . , xn) = 0.

(1.1)

Na prvńı pohled by se mohlo zdát, že úloha (0.1) neńı ve tvaru (1.1).
Stač́ı však převést členy na pravé straně a obdrž́ıme soustavu

xy + 1− z2 = 0,

yz + 2− x2 = 0,

zx+ 3− y2 = 0.

Tato soustava je již ve tvaru (1.1), přičemž n = m = 3 a funkce
F1, F2, F3 : R3 → R maj́ı tvar

F1(x, y, z) = xy + 1− z2,

F2(x, y, z) = yz + 2− x2,

F3(x, y, z) = zx+ 3− y2.
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Podle typu funkćı F1, . . . , Fm pak rozlǐsujeme př́ıslušné typy soustav.
Základńı rozlǐseńı je na soustavy lineárńı a soustavy nelineárńı. Mezi
nelineárńı soustavy patř́ı i soustava (0.1). V př́ıpadě lineárńı soustavy
jsou funkce F1, . . . , Fm lineárńı (někdy ř́ıkáme afinńı). Pak má soustava
(1.1) tvar

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

(1.2)

kde aij , bi, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, jsou daná reálná č́ısla. Zde maj́ı
př́ıslušné funkce Fi : Rn → R, i = 1, . . . ,m, tvar

Fi(x1, . . . , xn) = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn − bi.

Lineárńı soustavy lze řešit pomoćı Gaussovy eliminačńı metody, která
je vyložena v řadě publikaćı a zde se j́ı nebudeme věnovat podrobně.
S ohledem na náš hlavńı předmět zájmu – soustavy nelineárńı – stač́ı
uvést následuj́ıćı.

Gaussova metoda spoč́ıvá v tom, že soustavu jistým zp̊usobem trans-
formujeme a po konečně mnoha kroćıch obdrž́ıme soustavu, která je již
snadno řešitelná. Důležité je, že během transformace nedocháźı ke změně
množiny řešeńı soustav. Množina řešeńı výchoźı soustavy je pak stejná
jako množina řešeńı finálńı soustavy. Zde jsou typy transformaćı, které
při řešeńı lineárńıch soustav použ́ıváme:

(1) záměna pořad́ı rovnic,

(2) vynásobeńı rovnice nenulovým reálným č́ıslem,

(3) přičteńı násobku jedné rovnice k jiné rovnici.

Zadanou soustavu se pak snaž́ıme transformovat tak, aby měla od-
stupňovaný tvar, tj. (i+1)-ńı rovnice má všechny koeficienty u proměn-
ných x1, . . . , xn nulové nebo zač́ıná s větš́ım počtem nulových koefici-
ent̊u než i-tá rovnice. Soustavu v tomto tvaru je již snadné vyřešit.
Podrobněǰśı rozbor ukazuje, že množina řešeńı soustavy (1.2) pak může
být

• prázdná, tj. soustava nemá žádné řešeńı,

• jednoprvková, tj. řešeńı je právě jedno,

• nekonečná.
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Bohužel neexistuje žádná obecná metoda řešeńı nelineárńıch soustav.
Neplat́ı ani předchoźı tvrzeńı o počtu řešeńı – nelineárńı soustava může
mı́t např́ıklad právě 6 řešeńı, jak uvid́ıme dále. Přesto však v jistých
speciálńıch situaćıch nelineárńı soustavu vyřešit lze. Z výše uvedeného
plyne, že postup řešeńı zde záviśı mnohem v́ıce na tvaru soustavy než
v př́ıpadě lineárńı soustavy. Úpravy (1)–(3) je možné použ́ıt i v př́ıpadě
nelineárńıch soustav a také v tomto př́ıpadě tyto úpravy neměńı množinu
řešeńı. V daľśıch kroćıch se pak snaž́ıme vhodnými úpravami vypoč́ıtat
alespoň některé neznámé nebo odvodit nějaké algebraické vlastnosti
možného řešeńı. Zde je d̊uležité si uvědomit, že často maj́ı naše výpočty
tuto logickou formu:

Je-li [x1, . . . , xn] řešeńı soustavy (1.1), pak

[x1, . . . , xn] ∈ M , kde M je vhodná množina.
(1.3)

Množina M pak obsahuje všechna řešeńı soustavy (1.1), ale ne každý
prvek množiny M je nutně řešeńım. Pro dořešeńı úlohy je třeba zjistit,
které prvky množiny M jsou řešeńım (1.1). Je-li M např́ıklad konečná,
pak můžeme provést zkoušku neboli postupným dosazeńım prvk̊u z M
do (1.1) vyloučit ty prvky M , které nejsou řešeńım soustavy (1.1). Zde
tedy nemá zkouška charakter kontroly výpočtu, ale je ned́ılnou součást́ı
kompletńıho řešeńı. Má-li mı́t (1.3) nějaký význam pro řešeńı konkrétńı
soustavy, muśı být množina M podstatně menš́ı než definičńı obor
funkćı Fi. Právě provedené úvahy použijeme v následuj́ıćıch úlohách.

2 Několik úloh

Úloha 2.1. V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x2 + y2 + z2 = 1,

x2 + y2 + z2 = 4x− 3,

x+ y + z = 2.

(2.1)

Řešeńı. Nejprve od prvńı rovnice v (2.1) odečteme rovnici druhou a
dostaneme 0 = −4x + 4. Odtud plyne x = 1. Tuto hodnotu dosad́ıme
do prvńı rovnice a dostaneme y2 + z2 = 0. Odtud plyne y = z = 0.
Trojice [1, 0, 0] je tedy nyńı jediným možným řešeńım soustavy (2.1). Po
dosazeńı do (2.1) však zjist́ıme, že neńı splněna třet́ı rovnice. Úloha tedy
nemá žádné řešeńı.
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Úloha 2.2. V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x+ y = z2,

x+ z = y2,

y + z = x2.

(2.2)

Řešeńı. Nejprve od prvńı rovnice v (2.2) odečteme rovnici druhou a
výsledek uprav́ıme. Dostaneme

y − z = (z − y)(z + y). (2.3)

Z (2.3) plyne, že plat́ı y − z = 0 nebo −1 = z + y. Druhá možnost
je ve sporu s třet́ı rovnićı v (2.2), nebot’ kvadrát reálného č́ısla je vždy
nezáporný. Muśı tedy být y = z. Odečteme-li třet́ı rovnici od druhé
v (2.2), dostaneme po úpravě x − y = (y − x)(y + x). Podobně jako
v předchoźım př́ıpadě dostaneme, že bud’ x = y nebo x+y = −1. Druhá
možnost je ve sporu s prvńı rovnićı v (2.2). Muśı tedy platit x = y = z.
Potom např́ıklad z třet́ı rovnice v (2.2) dostaneme 2y = y2, a tedy y = 0
nebo y = 2.

Uvědomme si ještě jednou, že předchoźı postup dává pouze to, že
množina řešeńı soustavy (2.2) je obsažena v množině

M =
{
(0, 0, 0), (2, 2, 2)

}
.

Obě trojice z M však vyhovuj́ı soustavě (2.2) a úloha je vyřešena.

Úloha 2.3. V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

yz + 2ux+ v = 0, (2.4)

xz + 2uy + v = 0, (2.5)

xy + 2uz + v = 0, (2.6)

x2 + y2 + z2 − 1 = 0, (2.7)

x+ y + z = 0. (2.8)

Řešeńı. Odečteme (2.5) od (2.4) a po úpravě dostaneme

(2u− z)(x− y) = 0. (2.9)

Odtud plyne, že muśı být z = 2u nebo x = y. Podobně odečteńım (2.6)
od (2.5) dostaneme

(2u− x)(y − z) = 0. (2.10)
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Toto dává x = 2u nebo y = z. Ze vztah̊u (2.9) a (2.10) tedy vyplývá,
že muśı být bud’ x = y nebo y = z nebo x = z. Pod́ıvejme se nej-
prve na prvńı př́ıpad, kdy x = y. Z (2.8) máme z = −2x a (2.7) pak
dává 6x2 = 1, tj. x = 1√

6
nebo x = − 1√

6
. K těmto bod̊um již snadno

dopoč́ıtáme př́ıslušná y, z, u a v. Př́ıpady y = z a z = x vyřeš́ıme
obdobně. Obdrž́ıme tato možná řešeńı [x, y, z, u, v] naš́ı soustavy:[

1√
6
, 1√

6
,− 2√

6
, 1
2
√
6
, 16

]
,

[
− 1√

6
,− 1√

6
, 2√

6
,− 1

2
√
6
, 16

]
,[

− 2√
6
, 1√

6
, 1√

6
, 1
2
√
6
, 16

]
,

[
2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6
,− 1

2
√
6
, 16

]
,[

1√
6
,− 2√

6
, 1√

6
, 1
2
√
6
, 16

]
,

[
− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6
,− 1

2
√
6
, 16

]
.

Dosazeńım do (2.4)–(2.8) ověř́ıme, že jde o hledaná řešeńı.

Úloha 2.4. V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x2 + y2 = 1, (2.11)

1

1 + x2
= 2xz, (2.12)

1

1 + y2
= 2yz. (2.13)

Řešeńı. Z (2.12) a (2.13) vyplývá

2xz(1 + x2) = 2yz(1 + y2). (2.14)

Z (2.12) vyplývá, že z ̸= 0. Proto můžeme (2.14) upravit na tvar

x− y = −(x− y)(x2 + xy + y2).

Plat́ı tedy bud’ x = y nebo −1 = x2 + xy + y2. Druhá možnost však
nastat nemůže, nebot’ plat́ı

x2 + xy + y2 =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(x+ y)2 ≥ 0.

Prvńı možnost x = y spolu s (2.11) a (2.12) dává možná řešeńı[
1√
2
, 1√

2
,
√
2
3

]
,

[
− 1√

2
,− 1√

2
,−

√
2
3

]
.

Dosazeńım do naš́ı soustavy se přesvědč́ıme, že jde o řešeńı.
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STŘEDY OBLOUKŮ

Matěj Doležálek

Mnohé geometrické úlohy se zabývaj́ı vlastnostmi některých význač-
ných bod̊u v geometrii trojúhelńıka či tyto vlastnosti ve svých řešeńıch
využ́ıvaj́ı. Patř́ı mezi ně i úloha 71-A-I-5 matematické olympiády, jej́ıž
zadáńı zńı:

V r̊uznostranném trojúhelńıku ABC označme I střed vepsané kružnice
a k kružnici opsanou. Polopř́ımky BI a CI protnou kružnici k po řadě
v bodech Sb ̸= B a Sc ̸= C. Dokažte, že tečna ke kružnici k v bodě A,
př́ımka vedená bodem I rovnoběžně se stranou BC a př́ımka SbSc se
prot́ınaj́ı v jednom bodě.

Tento př́ıspěvek se pokuśı přibĺıžit jednu skupinu takovýchto význač-
ných bod̊u: středy oblouk̊u vytnutých vrcholy trojúhelńıku na jeho
kružnici opsané. Jak uvid́ıme, každý z těchto střed̊u lež́ı zároveň na
kružnici opsané, ose strany, ale i ose úhlu. Toto je dává do užitečných
vztah̊u mj. se středy kružnice vepsané a kružnic připsaných, ale zároveň
umožňuje přenášeńı úhl̊u na kružnici opsané.

1 Základńı nástroje

Shrňme stručně základńı poznatky o úhlech na kružnici a tětivových
čtyřúhelńıćıch, které budeme použ́ıvat.

Věta 1.1 (o středovém, obvodovém a úsekovém úhlu). Mějme tětivu
BC na kružnici k se středem O. Dále necht’ bod A lež́ı na k a bod X
necht’ je zvolen v opačné polorovině v̊uči BC než A tak, že BX je tečna
ke kružnici k. Potom plat́ı

|∢BAC| = 1

2
|∢BOC| = |∢XBC|,

přičemž však úhlem BOC mysĺıme vždy ten, který neobsahuje A (m̊uže
být i nekonvexńı).

Úhly BAC, BOC a XBC nazýváme po řadě obvodový, středový a
úsekový úhel odpov́ıdaj́ıćı oblouku BC.
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A

B C

O

X

k

Speciálńım př́ıpadem věty o středovém a obvodovém úhlu je Thalétova
věta.

Věta 1.2 (Thalétova). Úhel BCA je pravý, právě když C lež́ı na
kružnici nad pr̊uměrem AB.

A B

C

Definice 1.3. Čtyřúhelńık ABCD nazýváme tětivový, pokud mu lze
opsat kružnici.

Věta 1.4. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou navzájem ekvivalentńı:

(1) ABCD je tětivový čtyřúhelńık.

(2) Body B, C lež́ı v téže polorovině vzhledem k př́ımce AD a plat́ı
|∢ABD| = |∢ACD|.

(3) Body B, D lež́ı v opačných polorovinách vzhledem k př́ımce AC
a plat́ı |∢ABC|+ |∢CDA| = 180◦.



A5 35

A

B
C

D

2 Vlastnosti střed̊u oblouk̊u

V následuj́ıćım budeme uvažovat trojúhelńık ABC s kružnićı opsanou k
se středem O. Označme jako Sa pr̊useč́ık toho oblouku BC na kružnici k,
který neobsahuje bod A, s osou strany BC. Jedná se tedy o střed oblouku

”
naproti A“. Analogicky definujeme body Sb, Sc. Základńı užitečnou
vlastnost́ı bodu Sa je, že kromě kružnice opsané a osy strany BC lež́ı
také na ose úhlu BAC.

Lémma 2.1. Př́ımka ASa je osou úhlu BAC.

A

B C

Sa

O

D̊ukaz. Střed O kružnice opsané lež́ı na ose strany BC. V souměrnosti
podle této osy tak z̊ustávaj́ı O i Sa na mı́stě, zat́ımco B se zobrazuje na
C. Jistě tedy bude platit |∢BOSa| = |∢SaOC|. Z věty o středovém a
obvodovém úhlu pak z tohoto plyne také

|∢BASa| =
1

2
|∢BOSa| =

1

2
|∢SaOC| = |∢SaAC|,

což znamená, že ASa je osou úhlu BAC.
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Lémma 2.2 (o trojzubci). Necht’ je I střed kružnice vepsané v trojúhel-
ńıku ABC. Potom je Sa středem kružnice opsané trojúhelńıku BIC.

A

B C

I

Sa

D̊ukaz. Chceme dokázat |SaB| = |SaI| = |SaC|, tedy že trojúhelńıky
BISa a CISa jsou rovnoramenné. Z polovičńıch úhl̊u vytnutých osami
úhl̊u spočteme

|∢BISa| = 180◦ − |∢BIA| = |∢BAI|+ |∢ABI| = α

2
+

β

2
,

zat́ımco s pomoćı obvodového úhlu na kružnici opsané ABC máme

|∢IBSa| = |∢IBC|+ |∢CBSa| = |∢IBC|+ |∢CASa| =
β

2
+

α

2
.

Odvodili jsme tedy |∢BISa| = |∢IBSa|, takže |SaB| = |SaI|. Obdobně
se odvod́ı |SaI| = |SaC|.

Cvičeńı 2.3. Označme Ia střed kružnice A-připsané, který je pr̊useč́ıkem
os vněǰśıch úhl̊u u vrchol̊u B, C. Potom na kružnici opsané trojúhelńıku
BIC lež́ı i Ia, nav́ıc je úsečka IaI pr̊uměrem této kružnice.

3 Úlohy

Úloha 3.1. Označme I střed kružnice vepsané pravoúhlému trojúhelńıku
ABC s pravým úhlem při vrcholu A. Dále označme jako M a N středy
úseček AB a BI. Dokažte, že př́ımka CI je tečnou kružnice opsané
trojúhelńıku BMN . (70-A-III-2)
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Řešeńı. Ukážeme, že Sc je bodem dotyku př́ımky CI a kružnice opsané
BMN . Nejprve dokážeme, že v̊ubec Sc lež́ı na této kružnici. Podle
lémmatu o trojzubci je Sc středem kružnice opsané ABI, tud́ıž lež́ı na
osách tětiv BA, BI. Body M , N jsou středy těchto tětiv, takže oba úhly
∢BNSc, ∢BMSc jsou pravé. To už znamená, že body B, N , M , Sc lež́ı
na jedné kružnici nad pr̊uměrem BSc.

A B

C

I

M

N

Sc

Vı́me, že body C, I a Sc lež́ı na jedné př́ımce (ose vnitřńıho úhlu
u C), takže zbývá ověřit, že ScC je tečnou ke kružnici nad pr̊uměrem
BSc. Dı́ky pravému úhlu při A však máme |∢BScC| = |∢BAC| = 90◦.
Př́ımka ScC je tedy kolmićı na pr̊uměr BSc kružnice opsané BMN ,
tud́ıž je jej́ı tečnou.

Úloha 3.2. V tětivovém čtyřúhelńıku ABCD označme L, M středy
kružnic vepsaných po řadě trojúhelńık̊um BCA, BCD. Dále označme R
pr̊useč́ık kolmic vedených z bod̊u L a M po řadě na př́ımky AC a BD.
Dokažte, že trojúhelńık LMR je rovnoramenný. (56-A-III-2)

Řešeńı. Označme S střed toho oblouku BC na kružnici opsané čtyřúhel-
ńıku ABCD, který neobsahuje body A, D. Trojúhelńıky ABC a DBC
sd́ılej́ı opsanou kružnici, takže S je bodem Sa vzhledem k trojúhelńıku
ABC a stejně tak bodem Sd vzhledem k trojúhelńıku DBC. Bodem
S tak procházej́ı osy ∢BAC i ∢BDC. Podle lémmatu o trojzubci jsou
nyńı obě délky |SL|, |SM | shodné s |SB| = |SC|. Body B, L, M , C tak
lež́ı na jedné kružnici (se středem v S) a speciálně je trojúhelńık SLM
rovnoramenný s |∢MLS| = |∢LMS|.
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A

B C

D

L M

PQ

R

S

Dále označme patu kolmice vedené z L na AC jako P a patu kol-
mice z M na BD jako Q (jedná se o body dotyku př́ıslušných ve-
psaných kružnic). Z obvodových úhl̊u odpov́ıdaj́ıćıch oblouku BSC
máme |∢BAC| = |∢BDC|, což dává i rovnost polovičńıch úhl̊u
|∢LAP | = |∢MDQ|. Poté už z toho, že trojúhelńıky ALP a DMQ
jsou pravoúhlé, odvod́ıme i

|∢ALP | = 90◦ − |∢LAP | = 90◦ − |∢MDQ| = |∢DMQ|.
Nyńı tedy máme u L aM dvojice shodných úhl̊u |∢MLS| = |∢LMS|

a |∢ALP | = |∢DMQ|. Pokud tedy tyto úhly odečteme od př́ımých
úhl̊u |∢SLA| = |∢SMD| = 180◦, obdrž́ıme také |∢MLR| = |∢LMR|.
Trojúhelńık LMR je tak rovnoramenný.

3.1 K procvičeńı

Úloha 3.3. Je dán tětivový čtyřúhelńık ABCD. Středy těch oblouk̊u
AB, BC, CD, DA na jeho opsané kružnici, které neobsahuj́ı žádný daľśı
vrchol, označme S1, S2, S3, S4. Dokažte, že př́ımky S1S3 a S2S4 jsou
na sebe kolmé.

Úloha 3.4. Necht’ se kružnice vepsaná a A-připsaná trojúhelńıku ABC
dotýkaj́ı strany BC po řadě v bodech D a E. Dále budǐz M střed strany
BC. Dokažte, že pak je M i středem DE.
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Návod. Jedná se o kolmé pr̊uměty bod̊u I, Ia a Sa na př́ımku BC.

Úloha 3.5. Je dán r̊uznostranný trojúhelńık ABC. Bod K je zvolen
na straně AC tak, že BK je osa úhlu ABC, obdobně L lež́ı na BC
a př́ımka AL je osa úhlu BAC. Osa úsečky BK prot́ıná př́ımku AL
v bodě M a bod N je zvolen na př́ımce BK tak, že LN ∥ MK. Dokažte,
že |AN | = |LN |.

Návod. M je střed kratš́ıho oblouku BK na kružnici opsané ABK.
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CYKLY A DĚLITELNOST

Filip Čermák

Úlohy s posloupnostmi či s opakovanou aplikaćı jedné funkce se v ma-
tematické olympiádě vyskytuj́ı velmi často, dokonce i v těch nejvyšš́ıch
kolech. Většinou se po nás chce prošetřit nějakou vlastnost takovéto
posloupnosti nebo funkce – např́ıklad zdali má posloupnost nekonečně
mnoho prvoč́ısel či kolik má daná funkce kořen̊u. Pokud chceme ověřit
vlastnost posloupnosti či funkce, je velmi přirozené nakreslit si graf re-
prezentuj́ıćı tuto funkci či posloupnost. Pokud se dokonce bav́ıme o po-
sloupnostech či funkćıch na konečných množinách, je tento graf také
konečný a dá se z něj vyč́ıst spousta věćı. Př́ıkladem úlohy s touto
tématikou je i 71-A-I-6 matematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Uvažujme nekonečnou posloupnost a0, a1, a2, . . . celých č́ısel, která
splňuje podmı́nky a0 ≥ 2 a an+1 ∈ {2an− 1, 2an+1} pro všechny indexy
n ≥ 0. Dokažte, že každá taková posloupnost obsahuje nekonečně mnoho
složených č́ısel.

1 Grafy

Definice 1.1. Grafem budeme rozumět uspořádanou dvojici množiny
vrchol̊u a množiny hran, kde vrchol bude v našem př́ıpadě č́ıslo a hrany
budou uspořádané dvojice vrchol̊u (u, v).

Přestože jsme si graf definovali dost formálně jako množinu hran
a množinu vrchol̊u, čtenář nemuśı mı́t strach. Definice je zde proto,
abychom měli nějaký formálńı základ. My si však vždy budeme
představovat vrcholy jako tečky na paṕı̌re (př́ıpadně tečky označené
přirozenými č́ısly) a hrany jako šipky směřuj́ıćı z jednoho vrcholu do
druhého.

Již v úvodńım textu jsme zmı́nili, že nás zaj́ımaj́ı reprezentace po-
sloupnost́ı a funkćı pomoćı graf̊u. Proto bychom si prvně mohli uvést, co
taková funkce je. Připomeňme, že funkce se od zobrazeńı lǐśı pouze t́ım,
že jej́ı hodnoty jsou č́ısla, tj. obor hodnot je množinou nějakých č́ısel.

Definice 1.2. Funkćı f na množině M rozumı́me takové zobrazeńı
f : M → M , které každému x z množiny M přǐrazuje právě jedno č́ıslo
f(x) z M .



A6 42

Nyńı nám už jen zbývá krok od funkce k posloupnosti, ten je však
velmi snadný. Posloupnost vytvořená danou funkćı f pro nás bude
an+1 = f(an).

V teorii graf̊u jsou pro nás vrcholy libovolné objekty. Naše definice
vrcholu však ř́ıká, že jde o č́ısla, a to hlavně proto, abychom mohli na
vrcholy aplikovat funkce, které jsou definované pouze na č́ıslech. Poté
už můžeme jednoduše sestavit graf, když máme danou funkci a množinu
M , na které je tato funkce definovaná.

Mějme funkci f : M → M . Pak vrcholy našeho grafu jsou prvky
množiny M . Ř́ıkáme, že orientovaná hrana vede z a do b právě tehdy,
když f(a) = b. V teorii graf̊u máme spoustu termı́n̊u, které bychom na
daných grafech mohli zkoumat. My si však v našem textu vystač́ıme
pouze s pojmem cyklus.

Definice 1.3. Cyklem nazýváme konečnou posloupnost vrchol̊u, mezi
nimiž vedou

”
dokola“ hrany. Neboli jde o posloupnost vrchol̊u, kde jsou

dva po sobě jdoućı vrcholy spojeny hranou (ve správném směru) a prvńı
a posledńı vrchol splývaj́ı. I samotný vrchol se smyčkou je cyklem.

Ještě než si zkuśıme prvńı př́ıklady, řekněme si jejich princip. Úlohy
které budeme potkávat, maj́ı většinou společné to, že chceme naj́ıt
cyklus. Ale ne jen tak ledajaký cyklus, ale takový, který nám zač́ıná
i konč́ı v úplně prvńım vrcholu. Takovýmto cykl̊um budeme ř́ıkat hezké.
Abychom v grafu našli cyklus, muśıme ověřit dvě podmı́nky:

• zdali má daný graf cyklus,

• zdali je to takový cyklus, který obsahuje počátečńı vrchol.

Prvńı část v našich př́ıpadech vyřeš́ıme velmi snadno, a to pouze
t́ım, že budeme mı́t konečný počet vrchol̊u, a jelikož po našem grafu bu-
deme chodit do

”
nekonečna“, muśıme se potom, jak plyne z Dirichletova

principu, vrátit alespoň do jednoho vrcholu.
Druhá část už bývá o něco složitěǰśı. Jde nám o to, aby cyklus skončil

tam, kde začal. Pokud bychom ukázali, že neexistuje vrchol, do kterého
vedou dvě hrany, vyhráli bychom. Zp̊usob̊u, kterými to jde dokázat,
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je v́ıcero, ale v daľśı části to zkuśıme dělat jednoznačným pr̊uchodem
i nazpět.

2 Cykly v pohádkách

Nyńı jsme se bavili sṕı̌se o grafech než o funkćıch. Ač se to může zdát
na prvńı pohled vzdálené, po přečteńı tohoto př́ıspěvku snad zjist́ıme,
že je to jedno a totéž. Pojd’me nyńı setrvat v teorii graf̊u a hlavně se
zaměřme na (hezké) cykly.

Úloha 2.1. David na svých cestách zabloudil do země, kde je konečně
mnoho silnic, každá z nich zač́ıná a konč́ı křǐzovatkou a každá křǐzovatka
je tvaru Y. (Silnice mohou být klikaté a mimoúrovňově se kř́ı̌zit.) Řekl
si, že by si zemi rád prohlédl, ale trochu se obával, aby se tam úplně ne-
ztratil. Naplánoval si to tak, že vyraźı z křǐzovatky u hospody Na mýtince
a stř́ıdavě bude na křǐzovatkách odbočovat doleva a doprava. M̊uže si být
jistý t́ım, že se po nějakém čase ocitne opět u hospody Na mýtince?

Řešeńı. David se do hospody Na mýtince vždy vrát́ı.
Jelikož zač́ınáme v hospodě Na mýtince, hodilo by se naj́ıt v nějakém

grafu cyklus, kde bude prvńım vrcholem hospoda Na mýtince. Úloha
nám sama nab́ıźı graf, kde jsou vrcholy křižovatky a hrany cesty. Po
chv́ıli přemı́táńı zjist́ıme, že to neńı asi úplně nejjednodušš́ı zp̊usob, jak
zde naj́ıt hezký cyklus. Cyklus tam najdeme už jen proto, že množina
vrchol̊u je konečná. Nicméně hlavńım problémem je, že nám v tomto
grafu mohou vést dvě hrany do stejného vrcholu, neboli že onen cyklus
nemuśı být hezký. Proto si chceme zvolit lepš́ı reprezentaci, kde budeme
umět chodit i

”
zpátky“.

Zkuśıme se pod́ıvat na graf, v němž vrcholy budou trojice (s, d, p),
kde s je silnice, po které David momentálně jde, d je směr, kterým po
ńı jde, a p udává paritu, kam odboč́ı na následuj́ıćı křižovatce (doleva či
doprava). Tato trojice tedy popisuje stav, ve kterém se David nacháźı
na silnici a jak bude přes křižovatku procházet dál. Hrany v tomto grafu
budou vést mezi stavy, mezi kterými se dá přej́ıt pomoćı popisu v zadáńı.

Vid́ıme, že i zde je vrchol̊u konečně mnoho, jelikož počet vrchol̊u je
právě počet cest krát počet směr̊u krát počet parit.

Proč je ale tato reprezentace lepš́ı než ta p̊uvodńı? Pouhá informace o
křižovatkách nám nedává možnost, jak zrekonstruovat krok zpět, protože
daľśıch křižovatek kolem jednoho vrcholu může být libovolně mnoho.
Proto je lepš́ı si vrcholy převést na silnice, kde už potřebujeme jen do-
plnit směr a paritu daľśı zatáčky.
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T́ımto zp̊usobem určitě umı́ David chodit jednoznačně dopředu. Do-
zadu nicméně také, jelikož v́ıme, jakým směrem přǐsel. To už nutně zna-
mená, že stač́ı rozhodnout, jestli přǐsel zprava či zleva, ale tuto informaci
už nám udává parita.

Doted’ jsme trochu zamlčeli informaci o tom, co je náš počátečńı
stav. Můžeme si mı́sto hospody Na mýtince představit, že jsme na cestě,
která do ńı vede, ve směru do ńı s paritou doprava, jelikož dle zadáńı
poprvé David zahne doleva.

A nyńı už d́ıky tomu, že umı́me chodit jednoznačně i dozadu, umı́me
naj́ıt cyklus zač́ınaj́ıćı v počátečńım stavu. Kdyby nebyl hezký, neobsa-
huje počátek, existuj́ı tedy dvě hrany do stejného vrcholu, což je spor
s chozeńım jednoznačně i pozpátku. Tud́ıž tento cyklus muśı být i hezký.

Protože vrchol, do kterého se v hezkém cyklu vraćıme, obsahuje i in-
formaci o směru, jistě se někdy vyskytneme znovu na cestě před hospo-
dou Na mýtince a p̊ujdeme správným směrem k ńı.

3 Funkce a posloupnosti

Nyńı už jsme se naučili hledat (hezké) cykly v grafu. Jediné, co se nám
změńı přidáńım funkćı do zadáńı, je trocha terminologie.

Definice 3.1. Funkce f se nazývá prostá, pokud pro každé x a y
splňuj́ıćı f(x) = f(y) plat́ı, že x = y. Funkce f se nazývá na, pokud
pro každé y existuje takové x, že f(x) = y.

Pokud chceme chodit jednoznačně zpět v grafu definovaném funkćı
(či posloupnost́ı), hod́ı se nám, když je funkce prostá. Je-li prostá,
nemůže z definice nastat př́ıpad, kdy povedou dvě hrany do jednoho
vrcholu, nebot’ by potom platilo f(x) = f(y) pro r̊uzná x a y.

Úloha 3.2. Necht’ S = {1, 2, . . . , n}. Funkci f : S → S budeme nazývat
krutopř́ısnou, pokud pro každé k ∈ S plat́ı ff(k)(k) = k.1 Dokažte, že
každá krutopř́ısná funkce má alespoň P + 1 pevných bod̊u2, kde P je
počet prvoč́ısel v intervalu (

√
n, n).

Řešeńı. Iteraćı funkce f nám vzniká graf popsaný po Definici 1.2. I zde
nám vznikaj́ı cykly, jelikož z každého vrcholu vede právě jedna hrana a
máme konečně mnoho vrchol̊u.

1 f i(k) = f(f(· · · f(k) · · · )), kde funkce f je aplikována i-krát, tj. např́ıklad
f1(k) = f(k), f2(k) = f(f(k)), f3(k) = f(f(f(k))), . . .

2 Pevným bodem funkce f nazýváme takový bod x ∈ S, pro nějž plat́ı f(x) = x.
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Nyńı je chozeńı dopředu v našem grafu jednoznačně definováno
funkćı f . Jediné, co muśıme vyřešit, je nalezeńı hezkého cyklu. Jak jsme
řekli v úvodu této kapitoly, hod́ı se nám dokázat, že je funkce prostá.
To si ale stač́ı připomenout podmı́nku krutopř́ısnosti ze zadáńı. Pokud
f(x) = f(y), pak aplikováńım f(x)-krát funkce f na jedné straně a f(y)
na straně druhé dostáváme, že x = ff(x)(x) = ff(y)(y) = y. Prostotu
funkce tedy máme a to už nutně znamená, že umı́me chodit jednoznačně
dozadu, tedy že máme hezký cyklus. Nyńı už jsme zase zpátky v grafu.
Máme zde jen hezké cykly a chtěli bychom ř́ıct, že tyto cykly jsou občas
jednocykly, neboli smyčky, které jsou synonymem pro pevný bod.

Dı́ky tomu, že je naše f prostá ze stejně velké do stejně velké
množiny, v́ıme, že je i na. Pojd’me se pod́ıvat na libovolné k a l = f(k).
Vı́me, že k i l jsou na stejném hezkém cyklu. Vı́me, že po l iteraćıch
této funkce se z k dostaneme zpět do k. Proto je délka tohoto hezkého
cyklu dělitelem l. Nyńı chceme naj́ıt P +1 hezkých cykl̊u délky 1. Prvńı
takový cyklus je triviálńı pro l = 1, kde je jediným dělitelem jedničky
jednička samotná.

Zadáńı nám př́ımo nab́ıźı uvažovat prvoč́ısla v intervalu (
√
n, n). Po-

kud si za l zvoĺıme takto velké prvoč́ıslo p, je délka cyklu bud’to p, nebo 1.
Jediné, co zbývá, je vyloučit př́ıpad, kdy je délka cyklu p. Pokud je tedy
na tomto cyklu právě p č́ısel, pak p děĺı všechna č́ısla na cyklu. To zna-
mená, že máme alespoň p násobk̊u č́ısla p. To už však nutně znamená,
že máme celkově alespoň p2 > n č́ısel, což je spor s velikost́ı p a s t́ım, že
máme pouze č́ısla od 1 do n. Takže jsme našli dostatek pevných bod̊u.

Jako př́ıklad krutopř́ısné funkce na S = {1, 2, 3, 4} si uvedeme
f(1) = 1, f(2) = 4, f(4) = 2, f(3) = 3. Vid́ıme, že pro splněńı podmı́nky
krutopř́ısnosti funkce ob́ıhá cykly i několikrát.

Stejně jako v p̊uvodńı úloze i zde propojujeme grafy s teoríı č́ısel.
Zkuśıme to ještě jednou pomoćı zbytk̊u po děleńı třemi.

Úloha 3.3. Pro dané celé č́ıslo a0 > 1 definujme posloupnost a0, a1,
a2, . . . pro každé n ≥ 0 předpisem

an+1 =

{√
an, pokud je

√
an celé č́ıslo,

an + 3, jinak.

Určete všechny hodnoty a0, pro něž existuje č́ıslo A takové, že an = A
plat́ı pro nekonečně mnoho index̊u n.

Řešeńı. Vid́ıme, že se zde vyskytuje odmocněńı, které nám č́ıslo výrazně
zmenš́ı. Proto je dobrý nápad pod́ıvat se na nejmenš́ı prvek, který se
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v posloupnosti vyskytuje. Mějme tedy nejmenš́ı prvek m dané posloup-
nosti. Z podmı́nky ze zadańı je jasné, že m ̸= 1 a také z minimality neńı
m čtyři. Předpokládejme, že m nemá zbytek 2 po děleńı třemi. Jelikož m
nemůže být z minimality druhá mocnina, nejmenš́ı druhá mocnina větš́ı
než m, kterou dostaneme při postupném přič́ıtáńı trojky, je (⌊√m⌋+1)2,
(⌊√m⌋+ 2)2 nebo (⌊√m⌋+ 3)2. Z minimality m už potom dostáváme,
že m ≤ ⌊√m⌋ + 3 neboli, že m ≤ 5. Jelikož m neńı jedna ani čtyři a
zároveň nechceme m dávaj́ıćı zbytek 2 po děleńı 3, muśı už nutně platit,
že m = 3. Nyńı tedy v́ıme, že bud’ má minimálńı prvek zbytek dva po
děleńı třemi, nebo je minimálńım prvek tři.

Druhý př́ıpad je jednoduchý. Pokud máme nějaký prvek an dělitelný
třemi, potom nám posloupnost zachovává vlastnost, že je i an+1 dělitelné
třemi. Pak z předchoźıho odstavce v́ıme, že m = 3, a tud́ıž se dostaneme
do našeho kýženého cyklu 3 → 6 → 9 → 3. Proto A může být 3, 6, či 9.

Prvńı př́ıpad je vlastně taky jednoduchý, protože se jistě někdy do-
staneme na minimum m, které má zbytek 2 po děleńı 3. Jakmile se však
dostaneme v této posloupnosti na m, nikdy se už neaplikuje odmocněńı,
protože po rozebráńı kvadratických zbytk̊u po děleńı třemi si můžeme
uvědomit, že žádné č́ıslo se zbytkem dva po děleńı třemi neńı druhou
mocninou přirozeného č́ısla.

Jasně vid́ıme, že druhá operace zachovává zbytek po děleńı třemi,
a posloupnost nám tedy bude už jenom r̊ust. Z toho už v́ıme, že pro
taková m zadáńı nesplńıme.

4 Cvičeńı na doma

Úloha 4.1. Město má tvar obdélńıka. Jeho hlavńı ulice (vždy existuje
alespoň jedna) jsou úsečky rovnoběžné s některým jeho okrajem (stranou
obdélńıka) a rozděluj́ı jej na obdélńıkové čtvrti. Centrem nazveme tako-
vou čtvrt’, která nesoused́ı s okrajem. Podle vyhlášky žádná hlavńı ulice
nevede např́ıč celým městem. Dokažte, že město má centrum.

Úloha 4.2. Definujme posloupnost přirozených č́ısel a1, a2, a3, a4, . . .
takto: a1 = 1 a pro každé přirozené k je ak+1 = a3k + 1. Dokažte, že
pro všechna prvoč́ısla p tvaru 3l + 2, kde l je celé nezáporné, existuje
přirozené n, že p | an.
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PÝTHAGOREJSKÉ TROJÚHELNÍKY

A JINÉ ÚLOHY

Antońın Slav́ık

Úloha 71-B-I-1 matematické olympiády je pěknou ukázkou problému,
kdy se za otázkou z geometrie skrývá algebraická úloha:

Pravoúhlý trojúhelńık má celoč́ıselné délky stran a obvod 11 990.
Nav́ıc v́ıme, že jedna jeho odvěsna má prvoč́ıselnou délku. Určete ji.

Hledáńı pravoúhlých trojúhelńık̊u s celoč́ıselnými délkami stran fas-
cinovalo matematiky již ve starověku (viz např. [Be], [Ma]); jedná se
o tzv. pýthagorejské trojúhelńıky.

1 Pýthagorejské trojice

Označ́ıme-li délky odvěsen pýthagorejského trojúhelńıku ṕısmeny a, b
a délku přepony ṕısmenem c, pak plat́ı a2+ b2 = c2. Trojice přirozených
č́ısel (a, b, c) s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı pýthagorejské, přičemž
nejznáměǰśım př́ıkladem je (3, 4, 5). Z každé pýthagorejské trojice (a, b, c)
lze źıskat nekonečně mnoho daľśıch trojic ve tvaru (k · a, k · b, k · c),
kde k ∈ N. Takové trojice ovšem nejsou zvlášt’ zaj́ımavé a k nale-
zeńı všech pýthagorejských trojic stač́ı zkoumat př́ıpady, kdy č́ısla a,
b, c jsou nesoudělná, tj. nemaj́ı společného dělitele větš́ıho než 1. Tyto
pýthagorejské trojice se nazývaj́ı primitivńı a na hledáńı takové trojice
vede úloha 71-B-I-1.

Je zřejmé, že v žádné primitivńı pýthagorejské trojici nemohou být
obě č́ısla a, b sudá. Nemohou však být ani obě lichá, jinak by č́ıslo na
pravé straně rovnosti a2 + b2 = c2 bylo dělitelné 4, zat́ımco levá strana
by při děleńı 4 dávala zbytek 2. Bez újmy na obecnosti tedy můžeme
předpokládat, že a je sudé a b je liché. Č́ıslo c2 = a2+b2 je pak liché, tud́ıž
i c je liché a obvod pravoúhlého trojúhelńıka a+ b+ c je sudé č́ıslo, což
je v souladu se zadáńım úlohy, kde máme požadavek a+ b+ c = 11 990.

Označ́ıme-li a = 2t, dostáváme podmı́nku

(2t)2 + b2 = c2,

neboli po úpravě

t2 =
c+ b

2
· c− b

2
.
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Na pravé straně máme součin dvou přirozených č́ısel, která jsou ne-
soudělná (ověřeńı tohoto faktu přenecháváme čtenáři). S ohledem na
tvar levé strany se tedy muśı jednat o druhé mocniny jistých přirozených
č́ısel m, n:

c+ b

2
= m2,

c− b

2
= n2.

Z předchoźıch rovnost́ı plynou vztahy

c = m2 + n2, b = m2 − n2, a = 2mn, (1.1)

které byly známy již ve starověku. Ukázali jsme, že každou primitivńı
pýthagorejskou trojici lze vyjádřit v tomto tvaru.

Obráceně, pokud zam, n dosad́ıme libovolná přirozená č́ısla splňuj́ıćı
m > n, je snadné ověřit, že takto źıskané hodnoty a, b, c skutečně splňuj́ı
a2+ b2 = c2 (nemuśı se ovšem nutně jednat o primitivńı pýthagorejskou
trojici).

Vztahy (1.1) představuj́ı jednu možnou, nikoliv však nejkratš́ı cestu
k řešeńı soutěžńı úlohy. Je zaj́ımavé, že i bez informace o tom, že jedna
z odvěsen má prvoč́ıselnou délku, je hledaný pýthagorejský trojúhelńık
určen jednoznačně. Informace o prvoč́ıselnosti se však při hledáńı řešeńı
dá s výhodou využ́ıt.

K problematice pýthagorejských trojic a trojúhelńık̊u existuje velké
množstv́ı zdroj̊u. Výše uvedené úvahy vedoućı ke vztah̊um (1.1) lze naj́ıt
např. v [Ma]. Daľśı zaj́ımavé informace jsou uvedeny v [Ře], [Sl], [Wi1].

2 Daľśı úlohy

Pod́ıvejme se na některé daľśı úlohy týkaj́ıćı se obrazc̊u s celoč́ıselnými
délkami stran.

Úloha 2.1. 3 Popǐste všechny pravoúhlé trojúhelńıky s celoč́ıselnými
délkami stran, jejichž obvod má stejnou hodnotu jako obsah.

Řešeńı. Použijeme obvyklé značeńı, kdy a, b jsou délky odvěsen a c je
délka přepony. Plat́ı tedy

a2 + b2 = c2.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a ≤ b. Aby měly obvod
a obsah stejnou hodnotu, muśı platit

1

2
ab = a+ b+ c.

3 Úloha je převzata z [KVW], problém 95.
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Kombinaćı předchoźıch dvou rovnost́ı a postupnými úpravami źıskáváme:

a2 + b2 =

(
1

2
ab− a− b

)2

a2 + b2 =
1

4
a2b2 − a2b− ab2 + a2 + 2ab+ b2

0 =
1

4
a2b2 − a2b− ab2 + 2ab

0 = ab− 4a− 4b+ 8

8 = (a− 4)(b− 4)

Na pravé straně je součin dvou celých č́ısel, která jsou děliteli 8. Jde tedy
o č́ısla z množiny {−8,−4,−2,−1, 1, 2, 4, 8, }. S ohledem na předpoklad
a ≤ b připadaj́ı v úvahu následuj́ıćı možnosti:

• a− 4 = 1, b− 4 = 8, tj. a = 5, b = 12. Pak c =
√
52 + 122 = 13.

• a− 4 = 2, b− 4 = 4, tj. a = 6, b = 8. Pak c =
√
62 + 82 = 10.

• a− 4 = −8, b− 4 = −1, tj. a = −4, b = 3, což nevyhovuje zadáńı,
protože a muśı být kladné.

• a − 4 = −4, b − 4 = −2, tj. a = 0, b = 2, což nevyhovuje zadáńı,
protože a muśı být kladné.

Úloha má právě dvě řešeńı, pravoúhlé trojúhelńıky o stranách délek 5,
12, 13, resp. 6, 8, 10.

Následuj́ıćı jednodušš́ı variantu úlohy 2.1, kde mı́sto troúhelńık̊u
uvažujeme obdélńıky, přenecháváme čtenáři jako cvičeńı.

Cvičeńı 2.2. Popǐste všechny obdélńıky s celoč́ıselnými délkami stran,
jejichž obvod má stejnou hodnotu jako obsah.

Pracněǰśı je následuj́ıćı varianta úlohy, kdy se z roviny přesouváme
do prostoru.

Úloha 2.3. 4 Popǐste všechny kvádry s celoč́ıselnými délkami stran, je-
jichž objem má stejnou hodnotu jako povrch.

Řešeńı. Necht’ strany kvádru maj́ı délky a, b, c ∈ N; bez újmy na obec-
nosti lze předpokládat a ≤ b ≤ c. Zaj́ımá nás, kdy plat́ı

abc = 2ab+ 2ac+ 2bc.

4 Úloha i předchoźı cvičeńı jsou převzaty ze [Si], problém 66.
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Vid́ıme, že abc > 2bc, tedy a > 2. Dále můžeme psát

abc =
abc

3
+

abc

3
+

abc

3
.

Kdyby platilo c < 6, pak také a, b < 6, a dostali bychom

abc < 2ab+ 2ac+ 2bc,

což je spor. Vid́ıme tedy, že c ≥ 6. Kdyby platilo a > 6, pak také b, c > 6,
a dostali bychom

abc > 2ab+ 2ac+ 2bc,

což je spor. Vid́ıme tedy, že a ∈ {3, 4, 5, 6}. Dále pokračujeme rozborem
těchto čtyř př́ıpad̊u. Pokud a = 3, pak řeš́ıme následuj́ıćı rovnici:

3bc = 6b+ 6c+ 2bc

bc− 6b− 6c = 0

(b− 6)(c− 6) = 36

Protože b ≤ c a c ≥ 6, muśı být na levé straně součin dvou přirozených
č́ısel, kde prvńı činitel nepřevyšuje druhý. Je celkem 5 možnost́ı, jak
t́ımto zp̊usobem vyjádřit č́ıslo 36:

36 = 1 · 36 = 2 · 18 = 3 · 12 = 4 · 9 = 6 · 6.

Dostáváme tak následuj́ıćı trojice (a, b, c):

(3, 7, 42), (3, 8, 24), (3, 9, 18), (3, 10, 15), (3, 12, 12)

Podobným zp̊usobem se rozeberou př́ıpady a ∈ {4, 5, 6}; tento úkol již
přenecháme čtenáři a prozrad́ıme jen, že úloha má celkem 10 řešeńı.

3 Hérónovské trojúhelńıky

Kromě pýthagorejských trojúhelńık̊u existuje daľśı zaj́ımavý typ troj-
úhelńık̊u, tzv. hérónovské trojúhelńıky. Jedná se o trojúhelńıky s celo-
č́ıselnými délkami stran, jejichž obsah je rovněž celoč́ıselný. Každý
pýthagorejský trojúhelńık je zřejmě hérónovský, nebot’ jeho obsah
je ab/2 a v́ıme, že jedno z č́ısel a, b je sudé.

Př́ıkladem hérónovského trojúhelńıku, který neńı pýthagorejský, je
rovnoramenný trojúhelńık se stranami o délkách 5, 5, 6; jeho obsah
je podle Hérónova vzorce roven√

8 · (8− 5) · (8− 5) · (8− 6) = 12.
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Ze dvou pýthagorejských trojúhelńık̊u, které maj́ı shodnou odvěsnu
o délce a a jsou popsány trojicemi (a, b1, c1) a (a, b2, c2), lze složit
hérónovský trojúhelńık: Shodné odvěsny přilož́ıme k sobě tak, abychom
dostali trojúhelńık o stranách (c1, c2, b1 + b2). Jeho obsah je součtem
obsah̊u výchoźıch trojúhelńık̊u, tj.

1

2
ab1 +

1

2
ab2 =

1

2
a(b1 + b2).

To je celé č́ıslo, nebot’ v́ıme, že bud’ a je sudé, nebo b1 a b2 jsou sudá.
Popsaným zp̊usobem vznikne např. výše zmı́něný trojúhelńık (5, 5, 6)

ze dvou pýthagorejských trojúhelńık̊u (4, 3, 5). Naopak hérónovský
trojúhelńık (5, 29, 30) nelze źıskat složeńım dvou pýthagorejských troj-
úhelńık̊u, nebot’ ani jedna z jeho výšek neńı celoč́ıselná.

Hérónovské trojúhelńıky maj́ı celou řadu pozoruhodných vlastnost́ı.
Jedna z nich, jej́ıž d̊ukaz přenecháváme čtenáři jako cvičeńı, snadno
plyne z Hérónova vzorce.

Cvičeńı 3.1. Dokažte, že obvod každého héronovského trojúhelńıku je
sudé č́ıslo.

Daľśı vlastnosti hérónovských trojúhelńık̊u včetně jejich vztahu
k pýthagorejským trojúhelńık̊um jsou popsány např. v [Do], [Sl], [Wi2].
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(eds.): Historie matematiky I. Seminář pro vyučuj́ıćı na středńıch
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http://tinyurl.com/kb5ux5c6.

[KVW] J. D. E. Konhauser, D. Velleman, S. Wagon: Which way did the
bicycle go? . . . and other intriguing mathematical mysteries. The
Mathematical Association of America, 1996.

[Ma] E. Maor: The Pythagorean Theorem. A 4000-Year History. Prin-
ceton University Press, 2007.
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SHODNÉ ÚSEČKY, ÚHLY A KRUŽNICE

Šárka Gergelitsová

Úlohy, v nichž dokazujeme shodnost úseček (at’ už jako mezivýsledek
nebo jako požadované tvrzeńı) potkáme v Matematické olympiádě často.
V minulém (70.) ročńıku matematické olympiády bylo takových úloh
několik. Shodnost úseček budeme dokazovat také v úloze 71-B-I-2 ma-
tematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Necht’ ABC je ostroúhlý trojúhelńık s nejdeľśı stranou BC. Uvnitř
stran AB a AC lež́ı po řadě body D a E tak, že |CD| = |CA| a |BE| =
|BA|. Označme F takový bod, že ABFC je rovnoběžńık. Dokažte, že
|FD| = |FE|.

Při d̊ukazech využ́ıváme často shodnosti trojúhelńık̊u a tětiv shodných
kružnic a potřebujeme také vztahy mezi obvodovými a středovými
(př́ıpadně úsekovými) úhly.

1 Souměrnosti, shodné trojúhelńıky

Dokazujeme-li shodnost dvou úseček, můžeme využ́ıt souměrnost́ı či
jiných shodných zobrazeńı, jako např́ıklad v úloze 70-B-S-2 či v úloze
70-A-I-2, kde využijeme nav́ıc vlastnosti os stran a výšek trojúhelńıku.
Plná zněńı autorských řešeńı úloh najdeme na webu MO, zde řešeńı jen
naznač́ıme:

Úloha 1.1. [ 70-B-S-2 ] Uvažujme trojúhelńık ABC, ve kterém je
|∢BAC| < 60◦. Obraz bodu B v osové souměrnosti podle př́ımky
AC označme D, obraz C podle AB označme E a obraz B podle AD
označme F . Dokažte, že |CF | = |DE|.

Řešeńı. Ze souměrnosti podle osy AC plyne jednak shodnost úseček
AB, AD, jednak shodnost úhl̊u BAC, CAD, |∢BAC| = |∢CAD| = α.

Ze souměrnosti podle osy AD plyne jednak shodnost úseček AF , AB,
jednak shodnost úhl̊u BAD, DAF , tud́ıž |AF | = |AD| a |∢DAF | = 2α.

Ze souměrnosti podle osy AB plyne jednak shodnost úseček AC,
AE, jednak shodnost úhl̊u: |∢EAB| = |∢BAC| = α.

Trojúhelńıky CAF a EAD jsou proto shodné, s konvexńım úhlem
velikosti 3α (α < 60◦) při společném vrcholu A.
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Obr. 1: Úhly a délky v úloze 70-B-S-2

Úloha 1.2. [ 70-A-I-2 ] V ostroúhlém trojúhelńıku ABC lež́ı na straně
BC body D a E tak, že D je mezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|.
Bod F je takový bod, že FD ∥ AB a FE ∥ AC. Dokažte, že |FB| = |FC|.

Řešeńı. Využijeme skutečnosti, že vzhledem k rovnoběžnosti úseček
FD, AB je osa úsečky AB, která procháźı vrcholem E rovnoramenného
trojúhelńıku AEB, zároveň výškou na stranu DF trojúhelńıku DFE.
Podobně je osa úsečky AC výškou na jeho stranu EF . Střed kružnice
opsané trojúhelńıku ABC je ortocentrem trojúhelńıku EFD a bod F
lež́ı na výšce ke straně ED, která je zároveň osou strany BC. Proto
|FB| = |FC|.
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Obr. 2: Řešeńı úlohy 70-A-I-2

Úlohy zadané v kategorii C pomohou připomenout daľśı vlastnosti
trojúhelńık̊u: řešeńı úlohy 70-C-I-5 využ́ıvá vlastnosti těžnic a př́ıček
trojúhelńıku rovnoběžných s jeho stranou a v úloze 70-C-S-2 využijeme
shodnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u oddělených od rovnoběžńıku kol-
micemi k jedné dvojici rovnoběžných stran. Zněńı úloh i celé řešeńı je
k nalezeńı na webu MO.



B2 57

2 Úhly v trojúhelńıćıch a kružnićıch

Shodnost úseček se nám v některých úlohách podař́ı dokázat pomoćı
znalosti vlastnost́ı úhl̊u v kružnićıch. Patř́ı mezi ně i úlohy z domáćıho
a krajského kola loňského ročńıku MO kategorie B, jejichž stručné řešeńı
ukážeme. Dř́ıve si ale připomeňme dvě snadná tvrzeńı o podobnosti
trojúhelńık̊u se společným úhlem:

Tvrzeńı 2.1. Pravoúhlé trojúhelńıky se společným úhlem při přeponě
jsou podobné.

Tvrzeńı 2.2. Rovnoramenné trojúhelńıky se společným úhlem při
základně jsou podobné. (V př́ıpadě společného úhlu při hlavńım vrcholu
jsou podobné a nav́ıc stejnolehlé.)

Na obrázku 3 jsou podobné pravoúhlé trojúhelńıky ABB1 a ACC1,
které maj́ı společný úhel při vrcholu A, a rovnoramenné trojúhelńıky
KLM , LMN se společným úhlem při základně při vrcholu M.

bcA bcB

bc C

bc
C1

bcB1

bcK bc L

bcM

bc
N

Obr. 3: Podobné trojúhelńıky se společným úhlem

Úloha 2.3. [ 70-B-I-3 ] V ostroúhlém trojúhelńıku ABC jsou AA′

a BB′ jeho výšky. Kolmý pr̊umět bodu A′ na výšku BB′ označme D.
Předpokládejme, že kružnice procházej́ıćı body B, C, D protne stranu
AC v jej́ım vnitřńım bodě E. Dokažte, že |DE| = |AA′|.
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Obr. 4: Úloha 70-B-I-3
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Řešeńı. Protože úsečky AE, A′D jsou kolmé na výšku BB′, je AEA′D
lichoběžńık.

Pravoúhlé trojúhelńıky AA′C, BB′C jsou podobné – maj́ı společný
vnitřńı úhel při vrcholu C.

Protože body B, D, E, C lež́ı – v tomto pořad́ı – na jedné kružnici,
je |∢CBD| = 180◦ − |∢CED| = |∢DEA|.

Proto |∢EAA′| = |∢CBB′| = |∢DEA|. Úhlopř́ıčky |AA′|, |DE|
lichoběžńıku AEA′D sv́ıraj́ı se základnou shodné úhly, jsou tedy
shodné.

Úloha 2.4. [ 70-B-II-3 ] Je dán pravoúhlý trojúhelńık ABC s pravým
úhlem při vrcholu C. Necht’ D je libovolný vnitřńı bod odvěsny AC
a p kolmice z bodu D k přeponě AB. Označme E ̸= D bod př́ımky p
takový, že body A, B, D, E lež́ı na kružnici. Označme ještě F pr̊useč́ık
př́ımek p a BC. Dokažte, že |AE| = |AF |.
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Obr. 5: Úloha 70-B-II-3

Řešeńı. Označme P pr̊useč́ık př́ımek p a BA. Podobně jako v předchoźı
úloze využijeme toho, že pravoúhlé trojúhelńıky ABC, APD maj́ı
společný vnitřńı úhel při vrcholu A, tud́ıž jsou podobné.

Protože body D, B lež́ı na tomtéž oblouku nad tětivou AE (tětivy
AB, ED se prot́ınaj́ı), jsou úhly ABE, ADE shodné.

Odtud plyne, že AB je osa úhlu EBF kolmá na úsečku FE,
trojúhelńık FBE je tedy rovnoramenný se základnou FE a AFBE je
deltoid.

Pod́ıvejme se na daľśı inspirativńı úlohy, na začátek dvě velmi
snadné.
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Úloha 2.5. Je dán rovnoběžńık ABCD s ostrým vnitřńım úhlem při
vrcholu A a deľśı stranou AB. Sestrojme kružnici opsanou trojúhelńıku
ABD a jej́ı pr̊useč́ık E se stranou CD. Potom je ABED rovnoramenný
lichoběžńık a EBC rovnoramenný trojúhelńık.
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180◦ − α

Obr. 6: Rovnoběžńık a kružnice

Řešeńı. Součet velikost́ı protilehlých vnitřńıch úhl̊u tětivového čtyř-
úhelńıku je 180◦. Proto je vnitřńı úhel při vrcholu E v trojúhelńıku
EBC shodný s úhlem DAB a tedy i s úhlem BCE. Lichoběžńık je
tětivový právě tehdy, je-li rovnoramenný.

Úloha 2.6. Sestrojme těžnice AA1, BB1 trojúhelńıku ABC. Dokažte,
že jestlǐze plat́ı |∢CAA1| = |∢CBB1|, je trojúhelńık rovnoramenný.
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Obr. 7: Rovnoramenný lichoběžńık

Řešeńı. Středńı př́ıčka trojúhelńıku je rovnoběžná s př́ıslušnou stranou:
AB ∥ B1A1, čtyřúhelńık ABA1B1 je lichoběžńık. Jsou-li úhly CAA1,
CBB1 shodné, tj. úhly B1AA1, A1BB1 jsou shodné, lež́ı body A, B,
A1, B1 na kružnici a lichoběžńık ABA1B1 je rovnoramenný.

Úloha 2.7. Kružnice k je rozdělena n pr̊uměry na shodné oblouky.
Dokažte, že paty kolmic vedených k těmto pr̊uměr̊um z libovolného
bodu M uvnitř kružnice tvoř́ı vrcholy pravidelného n-úhelńıka. (obr. 8)
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Řešeńı. Pr̊uměry kružnice vyt́ınaj́ıćı na dané kružnici k shodné oblouky
sv́ıraj́ı shodné úhly, jejich velikost je 180◦/n. Proto i kolmice k nim sv́ıraj́ı
úhly téže velikosti.
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bc
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Obr. 8: Paty kolmic k pr̊uměr̊um kružnice

Paty kolmic vedených bodem M k pr̊uměr̊um lež́ı na (Thalétově)
kružnici o nad pr̊uměrem OM . Označme je Ai pro i = 1, . . . , n
a předpokládejme, že bod O nesplývá s žádným z nich.

Tětivy A1A2, A2A3, . . . , An−1An, AnA1 jsou vyt’até na této kružnici
jednak shodnými úhly s vrcholem O ∈ o, jejichž ramena jsou

”
sousedńı“

pr̊uměry kružnice k, jednak shodnými úhly kolmic k těmto pr̊uměr̊um
s vrcholem M ∈ o. Odchylky dvou

”
sousedńıch“ př́ımek (pr̊uměr̊u i kol-

mic k nim) jsou vesměs shodné, rovné 180◦
n .

Zbývá př́ıpad, kdy bod O splývá s některou patou kolmice. Necht’ je
to bod Ak. Potom jsou tětivy Ak−1Ak a AkAk+1 vyt’aty na kružnici o
rameny úhl̊u Ak−1MAk a AkMAk+1 velikosti 180◦

n .
Ramena shodných obvodových úhl̊u vyt́ınaj́ı na kružnici shodné

tětivy. Vzniklý n-úhelńık je proto pravidelný.
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Obr. 9: Ilustrace k úloze 2.7
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Úloha 2.8. V trojúhelńıku ABC je velikost úhlu β při vrcholu B
rovna 60◦. Osy úhl̊u BAC, BCA se prot́ınaj́ı v bodě I a prot́ınaj́ı proti-
lehlé strany po řadě v bodech D, E. Dokažte, že |ID| = |IE|.
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bcE
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Obr. 10: Řešeńı úlohy 2.8

Řešeńı. Připomeňme si, že pro shodné úhly EID, AIC plat́ı:

|∢AIC| = 180◦ − (α/2 + γ/2) = 90◦ + β/2.

Pro zadanou velikost β = 60◦ tedy plat́ı

|∢EID|+ |∢EBD| = 90◦ + β/2 + β = 180◦.

Body I, E, B, D proto lež́ı na kružnici a tětivy ID, IE jsou vyt’aty
shodnými úhly DBI, EBI velikosti β/2. Proto |ID| = |IE|.

Posledńı úloha svým zadáńım jistě připomı́ná úlohu 2.7. Zkuste ji nej-
prve vyřešit samostatně. Nı́že uvedené řešeńı je pouze slovńı, obrázek 11
ukazuje jen zadáńı, aby na prvńı pohled neprozrazoval řešeńı.

Úloha 2.9. Bod M se pohybuje po dané kružnici, v ńı̌z jsme sestrojili
pr̊uměry AB, CD. Sestroj́ıme paty kolmic P , Q vedených bodem M po
řadě k pr̊uměr̊um AB, CD. Dokažte, že délka úsečky PQ nezáviśı na
poloze bodu M .
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Obr. 11: Zadáńı úlohy 2.9

Řešeńı. Podobně jako v úloze 2.7 opǐsme trojúhelńıku PMQ kružnici o.
Ta bude procházet bodem O pro každou polohu boduM . Protože bodM
lež́ı na dané kružnici, je pr̊uměr kružnice o pevný, délka úsečky OM je
poloměr dané kružnice.

Tětiva PQ je tětivou na kružnićıch konstantńıho poloměru a je
vyt’ata rameny pevného obvodového úhlu POQ (shodného s úhlem
BOD). Rozmyslete si, že má konstantńı délku, a to i v př́ıpadě, že
některý z bod̊u P , Q splyne se středem O dané kružnice.

Literatura

[Pra] V. V. Prasolov: Zadači po geometrii I., Moskva, 1986 (rusky).
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KOMBINATORIKA

Antońın Jančař́ık, Jakub Michal

Určete počet dev́ıtimı́stných č́ısel, v nichž se č́ıslice 0–9 vyskytuj́ı
nejvýše jednou a v nichž se součty č́ıslic na 1. až 3. mı́stě, na 3. až 5.
mı́stě, na 5. až 7. mı́stě a na 7. až 9. mı́stě všechny rovnaj́ı témuž č́ıslu
10. Najděte rovněž nejmenš́ı a nejvěťśı z těchto č́ısel.

S úlohami podobného typu jste se jistě již setkali při studiu kom-
binatoriky. Na úlohách v prvńı kapitole si nejprve připomeneme, jak
je možné obdobné problémy řešit. Následně se pokuśıme vyřešit úlohu
bĺızkou úloze ze zadáńı soutěže.

1 Připomenut́ı základ̊u kombinatoriky

Předt́ım, než se pust́ıme do řešeńı prvńı úlohy, připomeneme prvńı
z d̊uležitých pravidel, které při samotném řešeńı, mnohdy intuitivně,
využ́ıváme.

Věta 1.1 (Kombinatorické pravidlo součinu). M1,M2, . . . ,Mn jsou
množiny. Pokud lze z množiny vybrat prvek nezávisle, pak počet všech
možnost́ı takových výběr̊u, kdy z každé množiny vyb́ıráme právě jeden
prvek je |M1| · |M2| · . . . · |Mn|.

Aplikovat pravidlo součinu můžeme v následuj́ıćı úloze:

Úloha 1.2. Určete počet dev́ıtimı́stných č́ısel, v nichž se č́ıslice 0–9
vyskytuj́ı nejvýše jednou.

Řešeńı. K řešeńı kombinatorických úloh lze zvolit mnoho odlǐsných
př́ıstup̊u. Jedńım z častých a přehledných zp̊usob̊u řešeńı úloh typu
úlohy 1.2, je užit́ı nějakého grafického organizéru dat. Těch je celá řada
a každému vyhovuje jistě jiný. My však v daľśım textu této kapitoly
budeme použ́ıvat tabulkové schéma.

Tabulka slouž́ı k reprezentaci odlǐsných řád̊u č́ısla. Do jednotlivých
poĺıček pak (obvykle z leva do prava) doplňujeme, kolik r̊uzných cifer
lze na dané mı́sto dosadit. Pro úlohu 1.2 by tabulka vypadala např́ıklad
takto:

9 9 8 7 6 5 4 3 2
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Poznámka 1.3. Pozor na nulu! Aby č́ıslo bylo dev́ıtimı́stné, nesmı́ se
na prvńım mı́stě nula objevit!

Poznámka 1.4. V tabulce se nejedná o konkrétńı cifry, ale o možný
počet cifer, které lze na dané mı́sto umı́stit.

Dále využijeme kombinatorického pravidla součinu a počty možnost́ı
pro jednotlivé cifry vynásob́ıme. Výsledek tedy je 3 265 920.

Obdobně intuitivńı jako kombinatorické pravidlo součinu je i daľśı
z pravidel. T́ım je tzv. kombinatorické pravidlo součtu, které využijeme
v daľśı z úloh.

Věta 1.5 (Kombinatorické pravidlo součtu). Necht’ jsou každé dvě
množiny M1,M2, . . . ,Mn disjunktńı (tj. maj́ı prázdný pr̊unik). Pak
|M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mn| = |M1|+ |M2|+ · · ·+ |Mn| .

Úloha 1.6. Určete počet čtyřmı́stných č́ısel, v nichž se č́ıslice 0–9 vy-
skytuj́ı nejvýše jednou a v nichž se součet cifer rovná deseti.

Řešeńı. Nejprve najdeme všechny takové čtveřice cifer, jejichž součet je
roven deseti. Při hledáńı je dobré zvolit systematický postup, abychom
nevynechali některou z možnost́ı. Měli bychom se dostat k následuj́ıćım
čtveřićım:

{7, 2, 1, 0}, {6, 3, 1, 0}, {5, 4, 1, 0}, {5, 3, 2, 0}, {4, 3, 2, 1}.

Ty čtveřice, které obsahuj́ı nulu, lze přeskládat na čtyřciferné č́ıslo
počtem zp̊usob̊u zachyceným tabulkou:

3 3 2 1

Tabulka pro posledńı čtveřici {4, 3, 2, 1} by mohla vypadat takto:

4 3 2 1

Podle kombinatorického pravidla součinu tak lze vytvořit z každé
ze čtveřic {7, 2, 1, 0}, {6, 3, 1, 0}, {5, 4, 1, 0} a {5, 3, 2, 0} právě 18 č́ısel
(nebot’ 3 · 3 · 2 · 1 = 18) splňuj́ıćıch zadanou podmı́nku. Ze čtveřice
{4, 3, 2, 1} pak lze podle stejného pravidla vytvořit č́ısel 24.

Podle kombinatorického pravidla součtu tedy můžeme zkonstruovat
18+18+18+18+24=96 č́ısel, která splňuj́ı podmı́nky ze zadáńı.
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2 Úlohy se spojkami

Soutěžńı úloha se odlǐsuje od předešlých požadavkem na součty takových
cifer, že některé z nich poč́ıtáme dvakrát (na třet́ım, pátém a sedmém
mı́stě). Těmto cifrám budeme v daľśım textu ř́ıkat spojky.

Úloha 2.1. Nalezněte počet všech pěticiferných č́ısel složených z cifer
0–9 tak, že každá je použita nejvýše jednou a zároveň plat́ı, že součet
prvńıch tř́ı cifer, a také součet posledńıch tř́ı cifer se rovnaj́ı šesti. Kolik
z těchto č́ısel je dělitelných třemi?

Řešeńı. Úlohu začneme řešit tak jako úlohu 1.6, tj. najdeme všechny
trojice č́ısel, jejichž součet je roven šesti:

{5, 1, 0}, {4, 2, 0}, {3, 2, 1}.

Pěticiferné č́ıslo bude tvořeno prvky dvou z těchto množin. Na obrázku 1
je znázorněno, která cifra bude spojka při použit́ı dvou daných trojic.

Obr. 1: Spojky mezi neuspořádanými trojicemi z úlohy 2.1

1. Pro dvojici {5, 1, 0} a {4, 2, 0} je spojkou nula. Tu umı́st́ıme na
mı́sto stovek5.

0

Na prvńı dvě mı́sta nejprve umı́st’ujme např́ıklad prvky z množiny
{5, 1, 0}. Nepoužité cifry pět a jedna lze uspořádat dvěma zp̊usoby.

5 1 0

1 5 0

5 Tabulky v této kapitole znázorňuj́ı konkrétńı umı́stěńı cifer, nikoliv počty
možnost́ı jako v kapitole 1.
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Na posledńı dvě mı́sta pak umı́st́ıme zbylé prvky z druhé množiny,
tedy č́ıslice 4 a 2. To lze učinit také dvěma zp̊usoby.

5 1 0 4 2

5 1 0 2 4

1 5 0 4 2

1 5 0 2 4

Č́ısla, která splňuj́ı dané podmı́nky, zároveň zač́ınaj́ı ciframi
z množiny {5, 1, 0} a konč́ı prvky trojice {4, 2, 0}, jsou proto čtyři.

Úplně stejně bychom postupovali v opačném př́ıpadě, kdy prvńı
trojici č́ısla tvoř́ı cifry z množiny {4, 2, 0} a posledńı trojićı cifer
jsou prvky z množiny {5, 1, 0}. Představit si to můžeme tak, že
čtyři výše zkonstruovaná č́ısla čteme odzadu.

Proto je z množin {5, 1, 0} a {4, 2, 0} možné sestavit osm č́ısel,
která splňuj́ı zadáńı.

2. Pro dvojici množin {5, 1, 0} a {3, 2, 1} je spojkou jednička. Umı́st́ıme
ji na mı́sto stovek a dále obsazujeme zbylé pozice stejně jako
v př́ıpadě 1.

Nejprve na prvńı dvě pozice volme nepoužité prvky např́ıklad
z prvńı množiny, tedy pětku a nulu. Protože č́ıslo nulou nemůže
zač́ınat (aby bylo pěticiferné), lze cifry dosadit pouze jedńım
zp̊usobem.

5 0 1

Na posledńı dvě pozice voĺıme nepoužité prvky z množiny {3, 2, 1}.
Těmi je trojka a dvojka. Ty lze uspořádat dvěma zp̊usoby.

5 0 1 2 3

5 0 1 3 2

Taková č́ısla nalezneme proto dvě.

Pokud bychom ovšem prvńı tři mı́sta obsazovali ciframi z druhé
množiny {3, 2, 1}, situace by se změnila. Prvńı dvě mı́sta obsazu-
jeme č́ısly dva a tři. To je možné také dvěma zp̊usoby:

2 3 1

3 2 1
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Na posledńıch dvou mı́stech řad́ıme č́ısla pět a nula. Opět existuj́ı
dva zp̊usoby:

2 3 1 5 0

3 2 1 5 0

2 3 1 0 5

3 2 1 0 5

Možnosti jsou proto čtyři.

Z množin {5, 1, 0} a {3, 2, 1} t́ım pádem lze sestrojit šest vhodných
č́ısel.

3. Dvojice množin {4, 2, 0} a {3, 2, 1}má spojkovou cifru dva. Protože
nezálež́ı na konkrétńı hodnotě cifry (pokud se nejedná o nulu, jak
jsme již viděli), bude počet možných řešeńı shodný jako v bodu 2,
tedy šest.

Podle pravidla kombinatorického součtu proto existuje 8+6 +6=20
r̊uzných pěticiferných č́ısel, která odpov́ıdaj́ı podmı́nkám zadáńı.

K nalezeńı počtu č́ısel dělitelných třemi použijeme kritérium, které
ř́ıká, že č́ıslo je dělitelné třemi právě tehdy, když je jeho ciferný součet
dělitelný třemi.

Ciferné součty trojmı́stných č́ısel utvořených z každé z množin
{5, 1, 0},{4, 2, 0} nebo {3, 2, 1} jsou dělitelné třemi. Protože ale mezi nimi
existuj́ı spojky, bude vždy ciferný součet pětimı́stného č́ısla vytvořeného
z dvojice neuspořádaných trojic roven součtu všech č́ısel v obou trojićıch
mı́nus těmto trojićım odpov́ıdaj́ıćı spojka.

Aby dělitelnost třemi z̊ustala zachována, muśı spojka být 0, 3, 6, nebo
9. To splňuje pouze dvojice trojic {5, 1, 0} a {4, 2, 0}. Již v́ıme, že tato
dvojice tvoř́ı osm č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch zadáńı a nyńı také v́ıme, že je
právě těchto osm č́ısel dělitelných třemi.

Úloha 2.2. Jsou dána všechna dev́ıticiferná č́ısla taková, že každá cifra
se v jejich dekadickém zápisu vyskytuje nejvýše jednou a jsou dělitelná
dev́ıti. Určete nejvěťśı a nejmenš́ı z nich.

Řešeńı. Aby č́ıslo bylo dělitelné dev́ıti, muśı jeho ciferný součet být
dělitelný dev́ıti. Jakých hodnot mohou tyto ciferné součty pro dev́ıtimı́stná
č́ısla, jejichž cifry se nesměj́ı opakovat, nabývat?

Pokud z deśıti cifer vybereme devět největš́ıch (tedy vynecháme
nulu), dostáváme největš́ı možný ciferný součet 45.
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Protože ciferný součet 1 + 2 + · · ·+ 8 + 9 je dělitelný dev́ıti, jsou
všechna č́ısla složená z těchto cifer tak, že každá je použita právě jednou,
dělitelná dev́ıti a největš́ım z nich je č́ıslo 987 654 321.

Když naopak vynecháme největš́ı cifru, dostaneme ciferný součet 36.
Č́ısla složená z cifer nula až osm (opět tak, že každá z těchto cifer je v č́ısle
obsažena právě jednou) jsou proto také dělitelná dev́ıti a nejmenš́ım
z nich je č́ıslo 102 345 678.

Na závěr se pod́ıváme na úlohu se dvěma spojkami.

Úloha 2.3. Najděte všechna taková sedmiciferná č́ısla, kde se každá
z cifer vyskytuje nejvýše jednou, a zároveň plat́ı, že součet cifer na 1. až
3. mı́stě, na 3. až 5. mı́stě a na 5. až 7. mı́stě je vždy roven sedmi.

Řešeńı. Opět najdeme trojice, jejichž ciferný součet je roven sedmi. Ta-
kovými trojicemi jsou:

{6, 1, 0}, {5, 2, 0}, {4, 3, 0}, {4, 2, 1}.
Na obrázku 2 je schématicky znázorněno, jaké spojky mezi jednot-

livými trojicemi cifer jsou. Při pohledu na trojúhelńıky tvořené šipkami
si lze všimnout, že nastávaj́ı dvě situace:

1. V trojici množin existuj́ı tři r̊uzné spojky.

2. V trojici množin existuje jedna spojka.

Obr. 2: Spojky mezi neuspořádanými trojicemi z úlohy 2.3

Pokud nastane prvńı př́ıpad, pak neńı možné žádné sedmiciferné
č́ıslo splňuj́ıćı naše podmı́nky sestrojit, nebot’ k dispozici máme pouze
3 · 3− 3 = 6 (což je počet cifer v trojićıch mı́nus cifry, které se opakuj́ı)
unikátńıch cifer na sedm řád̊u.

Pokud nastane př́ıpad dvě, také neslož́ıme žádné sedmiciferné
č́ıslo splňuj́ıćı podmı́nky, nebot’ k tomu jsou potřeba alespoň dvě r̊uzné
spojky.

Počet č́ısel splňuj́ıćıch úlohu je tedy nula.
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Úlohu 2.3 lze řešit také takto:

Řešeńı. Nejmenš́ım možným ciferným součtem sedmiciferného č́ısla,
jehož cifry jsou odlǐsné, je 0 + 1 + · · ·+ 6 = 21.

Č́ıslo, které máme sestrojit, má mı́t ciferný součet cifer na 1. až 3.
mı́stě, na 3. až 5. mı́stě a na 5. až 7. vždy roven sedmi. Ciferný součet
celého sedmiciferného č́ısla tak proto je 21 − (s1 + s2), kde s1, s2 jsou
spojky.

I když budou obě spojky nejmenš́ı možné, tedy nula a jedna, bude
ciferný součet hledaného sedmiciferného č́ısla 20, což je méně, než mi-
nimálńı ciferný součet potřebný k vytvořeńı sedmiciferného č́ısla bez
opakováńı cifer.

Řešeńı tedy neexistuje.

Literatura

[BE] R. A. Beeler: How to Count: An Introduction to Combinatorics and
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GRAFY FUNKCÍ

S ABSOLUTNÍ HODNOTOU

Miroslav Zelený

Tato poznámka je věnována graf̊um funkćı, které jsou definovány
pomoćı absolutńı hodnoty. Výklad může být užitečný při přemýšleńı o
úloze 71-B-I-4 matematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Určete počet reálných kořen̊u rovnice x|x+ 6A| = 36 v závislosti na
reálném parametru A.

1 Trocha teorie

V následuj́ıćıch třech pozorováńıch vezmeme funkci f a jej́ı definičńı
předpis pozměńıme jistým zp̊usobem pomoćı funkce absolutńı hodnoty.
Bude nás zaj́ımat, jak tato modifikace ovlivńı graf funkce. Poté přidáme
ještě jedno pozorováńı, kde již absolutńı hodnotu nebudeme použ́ıvat.
Funkce f bude pro nás reálná funkce z R do R, jej́ıž definičńı obor
budeme značit D(f).

1.1 Prvńı pozorováńı

Funkce |f | je na D(f) definována předpisem

|f(x)| =
{
f(x), pokud x ∈ D(f), f(x) ≥ 0,

−f(x), pokud x ∈ D(f), f(x) < 0.

Máme-li si udělat představu o tom, jak vypadá graf funkce |f |, můžeme
nakreslit nejprve graf funkce f a potom nakreslit graf funkce |f | tak, že
část grafu funkce f nad osou x ponecháme, jak je, a část pod osou x
zobraźıme osově souměrně podle osy x. Pod́ıvejte se na obrázky 1 a 2.

Obr. 1: Graf funkce f Obr. 2: Graf funkce |f |
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1.2 Druhé pozorováńı

Definujeme-li k funkci f novou funkci g předpisem

g(x) = f(|x|),

pak je g definována pro každé x ∈ R, které splňuje |x| ∈ D(f). Graf
funkce g vznikne z grafu funkce f tak, že vezmeme pouze graf funkce
f |[0,∞), tj. graf funkce f zúžené na množinu D(f) ∩ [0,∞), a k němu
přidáme jeho osově symetrický obraz podle osy y. Tak dostaneme graf
funkce g. Pod́ıvejte se na obrázky 3 a 4.

Obr. 3: Graf funkce f Obr. 4: Graf funkce g

1.3 Třet́ı pozorováńı

Necht’ funkce f je zapsána ve tvaru f(x) = f1(x) · f2(x). Funkci g defi-
nujme předpisem

g(x) = f1(x) · |f2(x)|.
Funkci g můžeme také zapsat takto

g(x) =

{
f1(x) · f2(x), pokud x ∈ D(f), f2(x) ≥ 0,

−f1(x) · f2(x), pokud x ∈ D(f), f2(x) < 0.

Máme-li graf funkce f , pak graf funkce g bude vypadat tak, že v osové
symetrii s osou x zobraźıme ty části grafu f , kde je funkce f2 záporná,
zbývaj́ıćı část grafu funkce g se bude shodovat s grafem funkce f . Toto
pozorováńı je zřejmě zobecněńım prvńıho pozorováńı. Pro ilustraci se
pod́ıvejte na obrázky 5 a 6, kde jsou grafy funkćı f(x) = cosx · sin(2x)
a g(x) = cosx · | sin(2x)|.

Obr. 5: Graf funkce f Obr. 6: Graf funkce g
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1.4 Čtvrté pozorováńı

Definujeme-li k funkci f novou funkci g předpisem

g(x) = f(x) + a, x ∈ D(f),

pak graf funkce g vznikne posunut́ım grafu f ve směru osy y o hod-
notu a. Př́ıslušné obrázky maj́ı č́ısla 7 a 8.

Obr. 7: Graf funkce f Obr. 8: Graf funkce g

2 Trocha praxe

Úloha 2.1. Nakreslete graf funkce f(x) = | sinx|

Řešeńı. Graf funkce f źıskáme z grafu funkce sinus pomoćı Pozo-
rováńı 1.

Obr. 9: Graf funkce sin
na intervalu [0, 2π]

Obr. 10: Graf funkce | sin |
na intervalu [0, 2π]

Úloha 2.2. Nakreslete graf funkce f(x) = sin |x|.

Řešeńı. Opět vyjdeme z grafu funkce sinus, ale použijeme Pozorováńı 2.

Obr. 11: Graf funkce sin
na intervalu [−2π, 2π]

Obr. 12: Graf funkce f
na intervalu [−2π, 2π]



B4 74

Úloha 2.3. Nakreslete graf funkce

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣|x| − 1
∣∣− 1

∣∣∣− 1

∣∣∣∣.
Řešeńı. V této úloze nejprve nakresĺıme funkci x 7→ |x|. Pak budeme po-
stupně aplikovat Pozorováńı 1 a Pozorováńı 4 a nakresĺıme grafy funkćı
x 7→ |x| − 1, x 7→ ||x| − 1|, x 7→ ||x| − 1| − 1, x 7→ |||x| − 1| − 1|,
x 7→ |||x| − 1| − 1| − 1 a konečně graf funkce f .

Obr. 13:
x 7→ |x|

Obr. 14:
x 7→ |x| − 1

Obr. 15:
x 7→ ||x| − 1|

Obr. 16:
x 7→ ||x| − 1| − 1

Obr. 17:
x 7→

∣∣||x| − 1| − 1
∣∣ Obr. 18:

x 7→
∣∣||x| − 1| − 1

∣∣− 1

Obr. 19: Graf funkce f

Úloha 2.4. Nakreslete graf funkce f(x) = x · |x+ 1|.

Řešeńı. Nejprve nakresĺıme graf funkce x 7→ x(x + 1) a pak použijeme
Pozorováńı 3.
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Obr. 20: Graf funkce
x 7→ x(x+ 1)

Obr. 21: Graf funkce f

Poznámka 2.5. Výše uvedené postupy mohou někdy značně usnad-
nit přemýšleńı o některých problémech a mohou poskytnout inspiraci
k jejich řešeńı. Na druhou stranu se však korektńı matematický d̊ukaz
nemůže podstatným zp̊usobem oṕırat o obrázky, i kdyby byly nakresleny
poč́ıtačem.
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TĚTIVOVÉ ČTYŘÚHELNÍKY

A PŘENÁŠENÍ ÚHLŮ

Radovan Švarc

Při boji s geometríı se dá využ́ıt mnoho sofistikovaných zbrańı. Tyto
kanóny jsou ovšem náročněǰśı na manipulaci a přes svou śılu jsou velmi
specializované a použitelné jen na některé konkrétńı typy úloh, takže
se jimi zde zabývat nebudeme.6 Mı́sto toho se budeme soustředit na
techniku přenášeńı úhl̊u, která by v naš́ı zbraňové metafoře zastávala roli
kapesńıho nože – pro velmi náročné problémy obvykle neńı postačuj́ıćı,
ale zato je jednoduchá na použ́ıváńı a poměrně všestranná. Náročné
problémy obvykle vyžaduj́ı jej́ı využit́ı alespoň na část cesty, a jednodušš́ı
se často daj́ı vyřešit jen s jej́ı pomoćı. Takovou úlohou je i 71-B-I-5
matematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Pravidelný n-úhelńık označme A1A2 . . . An. Bod A3 zobraźıme v osové
souměrnosti s osou A2A4, źıskáme bod A′

3. Pak bod A′
3 zobraźıme

v osové souměrnosti s osou A1A3, źıskáme bod A′′
3. Pro která n ≥ 4

je bod A′′
3 totožný s pr̊useč́ıkem př́ımek A1A2 a A3A4?

1 Teorie

Krom součtu úhl̊u v trojúhelńıku a standardńıch vztah̊u mezi vedleǰśımi,
vrcholovými, souhlasnými a stř́ıdavými úhly se nejčastěji použ́ıvaj́ı
vztahy pro tětivové čtyřúhelńıky. Předt́ım si však připomeňme vztahy
mezi úhly v trojúhelńıku.

Věta 1.1. Necht’ O je střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC, úhel při
vrcholu B (i jeho velikost) označme β. Pak pokud je β ostrý úhel, plat́ı
|∢AOC| = 2β, jinak |∢AOC| = 360◦ − 2β.

Speciálńı př́ıpad této věty je tzv. Thalétova věta:

Věta 1.2. Necht’ ABC je trojúhelńık, jehož střed kružnice opsané
označ́ıme jako O. Pak O lež́ı na úsečce AC právě tehdy, když je úhel
ABC pravý. V tom př́ıpadě je O středem úsečky AC.

6 Zv́ıdavému čtenáři doporučujeme hledat kĺıčová slova
”
kruhová inverze“,

”
spirálńı podobnost“ nebo třebas

”
projektivńı geometrie“. Vhodná dokumentace

k nim se při troše snahy dá naj́ıt kupř́ıkladu na stránkách prase.cz nebo iksko.org.

prase.cz
iksko.org
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Pro srozumitelnost si zopakujme, co je to tětivový čtyřúhelńık:

Definice 1.3. Konvexńı čtyřúhelńık ABCD nazýváme tětivový, pokud
mu lze opsat kružnice.

Nejd̊uležitěǰśı vztahy mezi úhly v tětivovém čtyřúhelńıku jsou shr-
nuty v následuj́ıćı větě (která lze vcelku jednoduše dokázat za pomoci
věty výše):

Věta 1.4. Necht’ ABCD je konvexńı čtyřúhelńık.

• ABCD je tětivový právě tehdy, když plat́ı |∢ACB| = |∢ADB|.
Pokud si v tomto př́ıpadě střed kružnice opsané označ́ıme jako O
a velikost úhlu ACB jako φ, pak |∢AOB| = 2φ, pokud je φ < 90◦ a
|∢AOB| = 360◦−2φ jinak. Úhel φ se někdy nazývá obvodový úhel
př́ıslušný oblouku ACB a úhel AOB se někdy nazývá středový
úhel př́ıslušný tětivě AB.

• ABCD je tětivový právě tehdy, když |∢ABC| + |∢ADC| = 180◦.
Úhly ABC a ADC se pak někdy nazývaj́ı doplňkové.

A B

C

D

A B

C

D

O

φ

φ

2φ

Nakonec ještě zmiňme podobné tvrzeńı o tečnách. Můžete si roz-
myslet, že to je vlastně jen předchoźı věta v př́ıpadě, že dva body
čtyřúhelńıka splývaj́ı.

Věta 1.5. Necht’ ABC je trojúhelńık a X je bod lež́ıćı v jiné polorovině
určené př́ımkou AB než bod C. Potom BX je tečna ke kružnici opsané
trojúhelńıku ABC právě tehdy, když |∢ACB| = |∢ABX|. Tomuto úhlu
ř́ıkáme úsekový úhel.
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A C

B

X

2 Praxe

Nyńı si předvedeme, jak se daj́ı tyto věty využ́ıt na řešeńı úloh z mi-
nulých ročńık̊u olympiády.

Úloha 2.1. Označme M střed strany AB libovolného trojúhelńıku
ABC. Dokažte, že rovnost |∢ABC| + |∢ACM | = 90◦ plat́ı, právě když
je trojúhelńık ABC rovnoramenný se základnou AB nebo pravoúhlý
s přeponou AB.

(63-A-II-2)

A B

C

C ′

M

Řešeńı. Nejprve předpokládejme, že |∢ABC|+ |∢ACM | = 90◦, druhou
implikaci dořeš́ıme později. Abychom byli schopni nějak dobře pracovat
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s úhly pomoćı výše uvedených vět, potřebujeme nějakou kružnici. Do-
kresleme si tedy kružnici opsanou trojúhelńıku ABC. Označme si jako
C ′ bod, ve kterém př́ımka CM protne kružnici opsanou ABC a rovnou
si jako O označme střed této kružnice. Z věty o obvodových úhlech pak
v́ıme, že

|∢ABC ′| = |∢ACC ′| = |∢ACM | = 90◦ − |∢ABC|,
takže

|∢CBC ′| = |∢ABC|+ |∢ABC ′| = |∢ABC|+ 90◦ − |∢ABC| = 90◦.

Z toho již za pomoćı Thalétovy věty plyne, že O lež́ı na př́ımce CC ′.
Odtud plyne, že O lež́ı na př́ımce CM .

Nyńı máme dvě možnosti. Prvńı možnost́ı je, že M = O. V tom
př́ıpadě již plat́ı, že ABC je pravoúhlý s přeponou AB d́ıky Thalétově
větě. V př́ıpadě, že M ̸= O využijeme toho, že střed kružnice opsané lež́ı
na osách stran, takže př́ımka OM je osa AB. Na této př́ımce ale lež́ı C,
takže C je na ose strany AB, tedy |CA| = |CB|. (To, že O ̸= M jsme
využili k tomu, aby př́ımka OM byla skutečně dobře definovaná.)

Ještě zbývá ukázat obrácenou implikaci. Pokud je trojúhelńık ABC
rovnoramenný se základnou AB, je 2|∢ABC| = |∢ABC| + |∢CAB| a
2|∢ACM | = |∢ACB|. Potom

2|∢ABC|+ 2|∢ACM | = |∢ABC|+ |∢CAB|+ |∢ACB| = 180◦,

což po vyděleńı dvěma dává to, co jsme chtěli.
Pokud je trojúhelńık ABC pravoúhlý s přeponou AB, je z Thalétovy

větyM středem kružnice opsané trojúhelńıku ABC, tedy |AM | = |CM |,
čili |∢ACM | = |∢CAM | = |∢CAB|. Pak
|∢ABC|+ |∢ACM | = |∢ABC|+ |∢CAB| = 180◦ − |∢ACB| = 90◦.

A M B

C

A M B

C



B5 81

Úloha 2.2. Necht’ ABCD je kosočtverec s kraťśı úhlopř́ıčkou BD a E
vnitřńı bod jeho strany CD, který lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku
ABD. Určete velikost jeho vnitřńıho úhlu při vrcholu A, maj́ı-li kružnice
opsané trojúhelńık̊um ACD a BCE právě jeden společný bod.

(67-B-I-3)

φ

φ

φ

A

B

C

D

E

X

Řešeńı. To, že kružnice opsané trojúhelńık̊um ACD a BCE maj́ı právě
jeden společný bod znamená, že maj́ı v bodě C společnou tečnu. Necht’X
je bod na této společné tečně, který lež́ı v jiné polorovině určené př́ımkou
CD než A a B. Dvoj́ım použit́ım věty o úsekových úhlech źıskáme vztah

|∢CBE| = |∢ECX| = |∢DCX| = |∢DAC|.

Tento úhel označme jako φ. Protože ABCD je kosočtverec, je AC osa
úhlu BAD, takže |∢BAD| = 2|∢DAC| = 2φ. Z rovnoběžnosti př́ımek
AB a CD je |∢CDA| = 180◦ − |∢BAD| = 180◦ − 2φ. Protože ABED
je tětivový čtyřúhelńık, v́ıme z věty o doplňkových úhlech v tětivovém
čtyřúhelńıku, že |∢ABE|+ |∢EDA| = 180◦. Potom

|∢ABE| = 180◦−|∢EDA| = 180◦−|∢CDA| = 180◦−(180◦−2φ) = 2φ.

Odtud dostáváme

|∢ABC| = |∢CBE|+ |∢ABE| = φ+ 2φ = 3φ.

Ale protože ABCD je kosočtverec, je |∢ABC| = |∢CDA|. Takže nako-
nec dostáváme

3φ = |∢ABC| = |∢CDA| = 180◦ − 2φ.

Z toho plyne 5φ = 180◦, čili φ = 36◦. Takže velikost vnitřńıho úhlu při
vrcholu A je rovna |∢BAC| = 2φ = 72◦.
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EXTRÉMNÍ INVARIANTY

NA ŠACHOVNICI

Jan Krejč́ı

Letošńı šestá úloha kategorie B dohromady spojuje několik skupin úloh.
My se v tomto př́ıspěvku pod́ıváme na každou skupinu zvlášt’ a na čtenáři
(nebo jeho/jej́ıch studentech) bude, aby popsané techniky zužitkoval
v soutěžńı úloze.

Je dána šachovnice m×n, jej́ı̌z poĺıčka jsou obarvena černě a b́ıle kla-
sickým zp̊usobem, přičemž levé horńı poĺıčko je černé. Tahem rozumı́me
vzájemnou výměnu dvou řádk̊u nebo vzájemnou výměnu dvou sloupc̊u
šachovnice. Skvrnou rozumı́me takovou neprázdnou množinu černých
poĺıček, která je tvořena všemi poĺıčky, do nichž lze z jednoho jej́ıho
poĺıčka přej́ıt po cestě sestávaj́ıćı ze stranou soused́ıćıch černých poĺıček.
V závislosti na přirozených č́ıslech m a n určete, kolik nejméně skvrn
m̊uže být na šachovnici m× n po provedeńı konečného počtu tah̊u.

1 Extremálńı úlohy

Úloha výše spadá do kategorie úloh, které se nás ptaj́ı na nalezeńı
extrému nebo trochu nepřesněji na nalezeńı toho, jak dobře lze něco
udělat. Na následuj́ıćım př́ıkladu si projdeme náležitosti, které řešeńı
tohoto typu úloh vyžaduje, a ukážeme si, jakých postup̊u se naopak
vyvarovat.

Úloha 1.1. (MKS 33-4-6) Jaký maximálńı počet věž́ı m̊užeme umı́stit
na šachovnici 3n×3n tak, že každá věž je ohrožena nejvýše jednou daľśı
věž́ı?

Co tedy řešeńı takové úlohy muśı obsahovat? Přirozeně člověk muśı
přij́ıt na to, jak dobře to jde (kolik věž́ı se nám na šachovnici vejde).
Daľśı, neméně podstatná, část je ukázat, že lépe už to nejde (bude-li na
šachovnici v́ıce věž́ı, pak už nebudou splněny podmı́nky zadáńı).

Nejčastěǰśı chyby budeme ilustrovat na následuj́ıćım řešeńı.

Řešeńı. Pokuśıme se na šachovnici umı́stit věže podle zadáńı. Budeme
je na šachovnici přidávat po dvojićıch tak, aby nám zabraly co nejméně
mı́sta, tj. co nejméně řádk̊u a sloupc̊u. Je jasné, že tyto věže muśı sd́ılet



B6 84

bud’ řádek nebo sloupec (jinak zaberou o řádek nebo sloupec v́ıce).
Problém je, že pokud věže sd́ıĺı sloupec, pak zaberou jeden sloupec,
ale dva řádky, takže muśıme stř́ıdat, jestli sd́ıĺı řádek nebo sloupec, ji-
nak jedny vyčerpáme a ve druhých bude ještě mı́sto. T́ımto zp̊usobem
můžeme

”
vyplnit“ všechny řádky a sloupce, takže maximálńı počet věž́ı

na šachovnici je 2 · 6n
3 = 4n.

Toto řešeńı obsahuje všechna podstatná pozorováńı nutná k vyřešeńı
úlohy, nicméně neńı správně. Co v něm neńı správně?

V prvé řadě řešeńı dokazuje, že pokud budu na šachovnici
pokládat věže popsaným zp̊usobem, pak se jich tam vejde nejvýše
4n. Úloha se mě ovšem ptá, kolik nejv́ıce jich tam umı́m dostat.

To znamená, že aby bylo toto řešeńı správně, musel bych ukázat, že
lepš́ı zp̊usob umist’ováńı věž́ı na šachovnici skutečně neńı (což je v řešeńı
řečeno, ale neńı dokázáno). Za druhé by se řešeńı muselo popasovat se
situaćı, kdy maximálńı počet věž́ı je lichý, protože v něm věže umist’uji
po dvou.

Idea
”
nejlepš́ıho možného“ uspořádáńı velmi často nevede k úplnému

řešeńı a v nejhorš́ım př́ıpadě dokonce řešitele svede úplně z cesty. Pokud
tedy nemám nepr̊ustřelné zd̊uvodněńı, že mé uspořádáńı je skutečně
nejlepš́ı, tak je lepš́ı tuto ideu nepouž́ıvat.

Za třet́ı, v řešeńı má být př́ıklad toho, jak na šachovnici dostanu 4n
věž́ı a jediné, co v něm je, je mlhavé nast́ıněńı, jak bych měl postupovat.
Chci-li mı́t korektńı řešeńı, muśım rozmı́stěńı popsat tak, že je snadno
pochopitelné i pro člověka, který úlohu neřešil (mohu využ́ıt např́ıklad
obrázky nebo náčrtky). Jak tedy úlohu vyřešit lépe?

Řešeńı. Nejdř́ıve ukážu, že na šachovnici mohu umı́stit 4n věž́ı. Na dia-
gonále si vyberu n čtverc̊u 3×3 a do každého z nich umı́st́ım 4 věže (viz
obrázek).
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Nyńı ukážu, že v́ıce věž́ı se mi na šachovnici nevejde. Označme o počet
pár̊u věž́ı, které se ohrožuj́ı navzájem (je-li věž ohrožena, pak je ohrožena
právě jednou daľśı věž́ı), a f počet věž́ı, které nejsou ohrožené.

Všimněme si, že v každém řádku a sloupci šachovnice muśı být
nejvýše dvě věže a pokud v řádku jsou dvě věže, pak ve sloupćıch, ve
kterých tyto dvě věže jsou nemůže být již žádná daľśı věž. Tvrzeńı plat́ı
i pokud zaměńım řádky za sloupce a naopak. To znamená, že počet
řádk̊u a sloupc̊u, ve kterých najdu věž, je 3o + 2f a tento počet muśı
být menš́ı nebo roven počtu řádk̊u a sloupc̊u šachovnice, tj.

3o+ 2f ≤ 6n.

Vzhledem k tomu, že o i f jsou nezáporná č́ısla, tak z toho dále plyne,
že

3

2
f + 3o ≤ 2f + 3o ≤ 6n =⇒ 1

2
f + o ≤ 2n =⇒ f + 2o ≤ 4n.

Podstatná změna v řešeńı je, že se
”
párováńı“ věž́ı použ́ıvá pro

zkonstruováńı př́ıkladu, kdy na šachovnici umı́st́ıme 4n věž́ı. Na dru-
hou stranu, při dokazováńı, že lépe už to nejde, se předpokládá, že na
šachovnici je několik ohrožuj́ıćıch se i několik neohrožuj́ıćıch se věž́ı.

Ukázat, že lépe už to nejde, často nelze provést př́ımo, proto zde
uvedeme řešeńı, které využ́ıvá daľśı častou techniku, a tou je spor. Bu-
deme předpokládat, že to jde lépe, než jak jsem to spoč́ıtal, a daľśım
postupem dojdeme k něčemu nesmyslnému. Z toho pak plyne, že lépe
už to nejde.

Řešeńı. Dokažme sporem, že na šachovnici se za dané podmı́nky nevejde
v́ıce než 4n věž́ı. Předpokládejme, že maximálńı počet věž́ı je alespoň
4n+1. Na začátku si všimněme, že v každém řádku a sloupci mohou být
nejvýše dvě věže. Nav́ıc, pokud v jednom řádku budou dvě věže, pak ve
sloupćıch, ve kterých tyto dvě věže jsou, už nemůže být žádná daľśı věž.

Máme-li 4n + 1 věž́ı a 3n řádk̊u, pak muśı být alespoň v n + 1
řádćıch dvě věže. To d́ıky pozorováńı výše znamená, že v alespoň
2(n + 1) sloupćıch muśı být pouze jedna věž. Ve zbývaj́ıćıch nejvýše
3n− 2(n+ 1) = n − 2 sloupćıch pak mohou být nejvýše dvě věže.
Spoč́ıtáme-li nakonec počet věž́ı přes sloupce, dostaneme, že jich cel-
kem může být maximálně

2(n+ 1) + 2(n− 2) = 4n− 2 < 4n+ 1.
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To je spor, protože jsme na začátku předpokládali, že věž́ı je alespoň
4n+ 1.

Nyńı ukážeme, že umı́me na šachovnici rozmı́stit 4n věž́ı – vybereme
si na diagonále čtverce 3× 3, jejichž řádky a sloupce se nepřekrývaj́ı, a
do každého takového čtverce umı́st́ıme 4 věže (viz obrázek).

2 Invarianty

Jádrem daľśı skupiny úloh je všimnout si, že v nich nějaká veličina
z̊ustává konstantńı (nebo také invariantńı). Co to znamená?

Úloha 2.1 (FK). Ve vrcholech šestiúhelńıku jsou napsána č́ısla 1, 0,
1, 0, 0, 0. V jednom kroku smı́me zvýšit o jedna dvě sousedńı č́ısla. Je
možné opakováńım tohoto kroku źıskat šest stejných č́ısel?

Řešeńı. Označme vrcholy postupně ṕısmeny A–F (jako na obrázku) a
označme S1 součet č́ısel ve vrcholech A, C, E a S2 součet č́ısel ve vrcho-
lech B, D, F .
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Všimněme si, že zvýšeńım dvou sousedńıch č́ısel se rozd́ıl S1 − S2

neměńı, protože o jedničku zvýš́ıme jak č́ıslo S1, tak S2. To znamená, že
tento rozd́ıl bude vždy 2.

Aby všechna č́ısla byla stejná, musel by tento rozd́ıl být 0, takže
odpověd’ na otázku úlohy je, že popsanou operaćı neńı možné dosáhnout
šesti stejných č́ısel.

Jak již bylo řečeno výše, invariant je veličina, která se neměńı (nebo
se měńı nějakým předepsaným zp̊usobem). Práce s ńım neńı těžká, ale
někdy je těžké ho naj́ıt. Mezi typické př́ıklady invariant̊u patř́ı:

• součty, součiny, rozd́ıly č́ısel (př́ıpadně jejich zbytk̊u po děleńı
vhodným č́ıslem)

• součty čtverc̊u, pr̊uměry

• složitěǰśı algebraické výrazy

• u figur na šachovnici to může být barva poĺı, na která se mohou
pohnout, nebo třeba fakt, že barvu poĺı v každém tahu měńı.

Invarianty se často použ́ıvaj́ı k tomu, aby člověk dokázal, že něco nejde,
takže se mohou hodit v extremálńıch úlohách k dokázáńı druhého kroku,
že lépe už to nejde. Pod́ıvejme se na daľśı úlohu.

Úloha 2.2 (ML). Rado si poř́ıdil 100 krav. Ubytoval je v 4 ohradách.
Do severńı zahnal 10 krav, do východńı 20, do jǐzńı 30 a do západńı 40.
Mezi ohradami je branka, která funguje tak, že z vybrané ohrady vypust́ı
3 krávy, které pak každá zamı́ř́ı do jiné ohrady. Např. pokud bychom ze
severńı ohrady vypustili 3 krávy, pak budeme mı́t 7 krav v severńı, 21
ve východńı, 31 v jǐzńı a 41 v západńı. Dokažte, že použit́ım této branky
neńı možné doćılit toho, aby v každé ohradě bylo 25 krav.

Řešeńı. Zde nám nepomůže parita7, nicméně se mı́sto na počty krav
můžeme d́ıvat na jejich zbytky modulo8 4. Pak si můžeme všimnout, že
zbytky modulo 4 se po použit́ı branky ve všech ohradách zvýš́ı o 1 (po
zbytku 3 následuje zbytek 0).

Na začátku jsou zbytky modulo 4 postupně 2, 0, 2 a 0 pro severńı,
východńı, jižńı a západńı ohradu. Má-li být každé ohradě stejné množstv́ı
krav, muśıme se dostat do stavu, kdy jsou zbytky modulo 4 stejné. Toho
nelze dosáhnout kv̊uli tomu, co bylo řečeno výše.

7 Když mluv́ıme o paritě, zaj́ımá nás, zda je č́ıslo sudé, nebo liché.
8 Fráze zbytek modulo 4 má stejný význam jako fráze zbytek po děleńı č́ıslem 4.
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Na závěr rozebereme ještě jednu těžš́ı úlohu.

Úloha 2.3 (FK). Máme 3 hromádky fazoĺı. Na jedné hromádce lež́ı
modré, na druhé červené a na třet́ı zelené fazole. V jednom tahu smı́me
provést výhodnou výměnu: zahod́ıme dvě fazole, každou jiné barvy a do-
staneme za ně fazoli barvy třet́ı. Kdy m̊užeme t́ımto postupem skončit
s jedinou fazoĺı?

Řešeńı. Všimněme si nejdř́ıve, že pokaždé, když vyměńıme dvě fazole za
jednu, tak se celkový počet fazoĺı na hromádkách sńıž́ı o jedna. To zna-
mená, že po konečném počtu krok̊u naše snažeńı skonč́ı bud’ úspěchem
nebo neúspěchem a nemůže se stát, že se zacykĺıme.

Dále si všimněme, že se nám v každém kroku změńı parita počtu
fazoĺı na všech třech hromádkách. Označme počty fazoĺı a, b a c a
pod́ıvejme se na zbytky, které trojice (a− b, b− c, c− a) dává po děleńı
dvěma.

Součet těchto zbytk̊u modulo 2 bude sudý, protože se tato 3 č́ısla
posč́ıtaj́ı na 0. To znamená, že v této trojici zbytk̊u nebude bud’ žádná
jednička, nebo budou dvě. V normálńı řeči to znamená, že bud’ všechna
tři č́ısla budou mı́t stejnou paritu a nebo naopak všechna tři stejnou
paritu mı́t nebudou. Prvńı z těchto situaćı budeme značit (0, 0, 0) a
druhou (1, 1, 0). Plat́ı, že se neumı́me dostat ze situace (0, 0, 0) do si-
tuace (1, 1, 0), protože každým tahem se parita počt̊u fazoĺı na všech
hromádkách změńı.

Z toho plyne, že pokud zač́ınáme v situaci (0, 0, 0), pak nemůžeme
z̊ustat s jedinou fazoĺı, protože to je situace (1, 1, 0). Zbývá ukázat, že
pro libovolnou situaci (1, 1, 0) s jedinou fazoĺı skončit umı́me.

Předpokládejme, že máme 3 hromádky fazoĺı a parity počt̊u fazoĺı na
jednotlivých hromádkách nejsou všechny stejné. Pokud máme alespoň 2
hromádky s nenulovými počty fazoĺı, pak můžeme vždy z dvou největš́ıch
odebrat po fazoli a přidat jednu fazoli na hromádku nejmenš́ı. Takto
pokračujeme, dokud můžeme.

Pokud jsme našim posledńım tahem zredukovali počet nenulových
hromádek na jednu, což se někdy nutně muśı stát kv̊uli pozorováńı na
začátku, pak počet fazoĺı na této hromádce je 1. Proč?

Je-li to posledńı (neprázdná) hromádka, museli jsme na ni v po-
sledńım tahu přidat fazoli – jinak by nebyla posledńı neprázdná.
To můžeme udělat jedině tak, že odebereme fazole ze zbylých dvou
hromádek. Ty na sobě měly 1 fazoli, protože v daľśım tahu už jsou
prázdné, a to je maximum, kolik toho na sobě mohla mı́t posledńı
hromádka (jinak bychom odeb́ırali fazoli z ńı). Na té ovšem nemohla
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být jedna fazole, protože pak by všechny tři počty měly stejnou pa-
ritu (nemůžeme přej́ıt ze situace (1, 1, 0) do (0, 0, 0)), tedy na posledńı
hromádce v předposledńım tahu nebyla žádná fazole.

To znamená, že jsme dokázali, že s jednou fazoĺı umı́me skončit právě
tehdy, když zač́ınáme s počty fazoĺı, které nemaj́ı všechny stejnou paritu.

Všimněme si, že invariant jsme nyńı použili pouze na prvńı část
úlohy – pro nalezeńı nutné9 podmı́nky na počty fazoĺı. Druhá, neméně
podstatná, část pak bylo dokázat, že tato podmı́nka je i postačuj́ıćı10,
což jsme dokázali t́ım, že jsme vymysleli (a dobře popsali) algoritmus,
jak dosáhnout situace s jednou fazoĺı.

Řešeńı by nebylo kompletńı bez obou těchto část́ı. Pokud bychom
měli pouze nutnou podmı́nku, pak by nám chyběl d̊ukaz, že všechny
objekty, které ji splňuj́ı, splňuj́ı i zadáńı. Naopak, pokud bychom měli
pouze konstrukci, chyběl by nám argument, proč nemůže zadáńı splňovat
i trojice č́ısel se stejnou paritou.

Na závěr tohoto př́ıspěvku se zv́ıdavý čtenář může popasovat
s neřešenými úlohami. Úlohy nejsou řazeny podle použité techniky.
Stane-li se, že si čtenář nebude vědět rady, nebo si bude cht́ıt ověřit
výsledek, může nahlédnout do zdroj̊u. V některých př́ıpadech obsahuj́ı
krom zadáńı i řešeńı. V opačném př́ıpadě je možné kontaktovat autora
př́ıspěvku a ten (snad) čtenáři porad́ı. Bude-li tato sb́ırka úloh čtenáři
malá, může rovněž nahlédnout do zdroj̊u, protože obsahuj́ı daľśı úlohy.

3 Úlohy na procvičeńı

Úloha 3.1. (MKS 37-4-2) Mocný ryt́ıř Šǐskuĺın bojuje se zákeřným
sedmatřicetihlavým drakem Šmudlou. Jedńım švihem m̊uže drakovi usek-
nout 3, 5 nebo 8 hlav. Učińı-li tak, pak v 1. př́ıpadě drakovi naroste 9
hlav, v 2. př́ıpadě mu narostou 2 a v posledńım mu naroste dokonce 11
hlav. Drak zemře, pokud ztrat́ı všechny své hlavy. Rozhodněte, zda m̊uže
Šǐskuĺın porazit Šmudlu.

9 Nutná podmı́nka je taková, kterou muśı splňovat každé řešeńı, nicméně po-
kud něco splňuje nutnou podmı́nku, ještě to neznamená, že je to řešeńı. Např. č́ısla
dělitelná 4 muśı mı́t sudou posledńı cifru, nicméně č́ıslo 2 neńı dělitelné 4.

10 Postačuj́ıćı podmı́nka znamená, že objekt splňuj́ıćı tuto podmı́nku je řešeńı.
Zde pro změnu plat́ı, že ne všechna řešeńı muśı splňovat postačuj́ıćı podmı́nku. Např.
všechna č́ısla s posledńım dvojč́ısĺım 24 jsou dělitelná 4, nicméně 108 je také dělitelné
čtyřmi a nekonč́ı na dvojč́ısĺı 24.
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Úloha 3.2 (ML). Šachovnice 8× 8 je obarvená standardńım zp̊usobem.
Káti šachovnice přǐsla nudná, tak se rozhodla, že by mohla bud’ v řádku,
sloupci, nebo čtverci 2 × 2 prohodit barvy poĺıček – z b́ılých poĺıček by
udělala černá a z černých b́ılá. Dokažte, že po konečném počtu takových
úprav nem̊uže na šachovnici být 63 černých a 1 b́ılé poĺıčko.

Úloha 3.3. Na poli 7 × 7 hrajeme lodě. Soupeř na něm má někde
umı́stěnou lod’ 1 × 4 (m̊uže být umı́stěna vodorovně nebo svisle). Ko-
lik nejméně výstřel̊u potřebujeme, abychom ji s jistotou zasáhli?

Úloha 3.4. Na ciferńıku hodin jsou napsaná č́ısla 1 až 12. V jednom
kroku je možné zaměnit č́ısla na protěǰśıch pozićıch, nebo k č́ısl̊um na
sousedńıch pozićıch přič́ıst jedničku. Je možné se po konečně mnoha
kroćıch dostat do stavu, kdy na všech mı́stech jsou stejná č́ısla?

Úloha 3.5 (MKS 27-5-4). Myreg má 2008 tabulek 72% čokolády, které
maj́ı postupně jednu, dvě, tři až 2008 kostiček. Myreg si každý den vybere
několik tabulek a z každé z nich sńı stejný počet d́ılk̊u. Za kolik nejméně
dn̊u m̊uže Myreg všechny čokolády sńıst a jakým zp̊usobem?

Úloha 3.6 (VK). Máme celá č́ısla 1, 2, 3, . . . , 4n−1. V každém kroku
nahrad́ıme libovolná dvě č́ısla jejich rozd́ılem. Dokažte, že posledńı č́ıslo
bude sudé.

Úloha 3.7 (MKS 33-4-4). V závislosti na n určete, kolik nejvýše
podmnožin množiny {1, 2, 3, . . . , n} m̊užeme vybrat tak, aby každé dvě
z těchto podmnožin měly nejvýše 2 společné prvky?

Úloha 3.8 (MKS 33-4-7). Máme neobarvenou šachovnici 7 × 7. Jaký
nejmenš́ı počet poĺıček muśıme obarvit, aby každý 5poĺıčkový (řecký) kř́ı̌z
obsahoval alespoň jedno obarvené poĺıčko?

Úloha 3.9 (VK). 2n velvyslanc̊u je pozvaných na kongres. Každý z nich
má nejvýše n−1 nepřátel. Dokažte, že je m̊užeme usadit kolem kulatého
stolu tak, že nikdo nesed́ı vedle svého nepř́ıtele.

Zdroje

[MKS] Archiv úloh matematického korespondenčńıho semináře. V ozna-
čeńı [MKS xx-y-z] odpov́ıdá č́ıslo xx ročńıku, y pořad́ı série v roč-
ńıku a z pořad́ı př́ıkladu v sérii.

[FK] F. Konopecký: Sborńıkový př́ıspěvek Invarianty a v čem věźı. Do-
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ČÍNSKÁ VĚTA O ZBYTCÍCH

Antońın Jančař́ık, Jakub Michal

Na školńı zahradě hraje skupina žák̊u hru zvanou molekuly. Učitel jim
nejprve uložil, aby se rozdělili do trojic. Jeden žák přebyl, a tak z daľśı
hry vypadl. Zbyĺı žáci se pak měli rozdělit do čtveřic. Opět jeden žák
přebyl a vypadl. Poté se zbyĺı žáci měli rozdělit do pětic, zase jeden žák
přebyl a vypadl. Učitel nyńı ukládá, aby se zbyĺı žáci rozdělili do šestic.
Dokažte, že opět jeden žák přebyde.

Po přečteńı úlohy se vám jistě vybavily termı́ny jako dělitelnost
a děleńı se zbytkem. Děleńı se zbytkem známe již z prvńıho stupně
základńı školy, z druhého pak mimo jiné i tzv. kritéria dělitelnosti.
Také za jejich pomoci je možné úlohu řešit. V tomto článku si však
představ́ıme jiný, velmi silný nástroj na řešeńı úloh tohoto, ale i jiného
typu.

1 Pár slov k modulárńı aritmetice

V daľśım textu budeme použ́ıvat pojmy jako modulo nebo kongruence.
V této kapitole proto tyto termı́ny, spadaj́ıćı do kapitoly tzv. modulárńı
aritmetiky, stručně představ́ıme11. Modulárńı aritmetika má uplatněńı
nejen při řešeńı mnohých, ryze matematických problémů, ale má také
reálné využit́ı např́ıklad v kryptologii.

Definice 1.1. Necht’ n je přirozené č́ıslo. O dvojici č́ısel a, b ∈ Z
řekneme, že je kongruentńı modulo n právě tehdy, pokud maj́ı a i b
stejný zbytek po děleńı č́ıslem n. Zapisujeme a ≡ b (mod n).

Úloha 1.2. Rozhodněte, zda plat́ı:

• 4 ≡ 9 (mod 5),

• 11 ≡ 7 (mod 4),

• −4 ≡ 5 (mod 3).

Řešeńı. Všechny tři kongruence jsou pravdivé – čtyřka má stejný zby-
tek po děleńı pěti jako dev́ıtka, a také jedenáctka má stejný zbytek

11 Vı́ce o modulárńı aritmetice se dočteme např́ıklad v [Ro].
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po děleńı čtyřmi jako sedmička. Pokud děĺıme třemi č́ıslo −4, je zbytek
dvě12 stejně jako při děleńı pětky. To může na prvńı pohled p̊usobit nein-
tuitivně. Pro lepš́ı představu může sloužit např́ıklad zápis −4 = −2·3+2,
kde dvojka představuje zbytek.

Z̊ustaňme ještě chv́ıli u kongruence −4 ≡ 5 (mod 3). Vı́me již, že
tento vztah je pravdivý, dokážeme ale naj́ıt daľśı prvky, se kterými je
−4 a 5 kongruentńı? A co naj́ıt všechny?

Vid́ıme, že podstatný pro kongruenci je zbytek po děleńı. Při děleńı
třemi mohou nastat právě tři př́ıpady, zbytek je nulový (pro násobky
tř́ı, tedy č́ısla ve tvaru 3k, k ∈ Z), zbytek je jedna (pro č́ısla ve tvaru
3k + 1, k ∈ Z), nebo je zbytek dva (pro č́ısla ve tvaru 3k + 2, k ∈ Z).

Pokud si zobraźıme do grafu zbytky č́ısla (f : x 7→ x mod 3) po
děleńı třemi (viz obrázek 1), tak č́ısla splňuj́ıćı kongruenci x ≡ a jsou
taková x, pro která plat́ı f(x) = a.

Protože při práci v modulárńı aritmetice modulo n nás zaj́ımaj́ı
pouze zbytky po děleńı, můžeme s každou z těchto množin pracovat
jako s jedńım prvkem. Těmto prvk̊um ř́ıkáme zbytkové tř́ıdy.

Obr. 1: Grafické znázorněńı kongruence modulo 3

2 Č́ınská věta o zbytćıch

Věta 2.1 (Č́ınská věta o zbytćıch). Jsou dána celá č́ısla a1, a2, . . . , ak.
Dále č́ısla n1, n2, . . . , nk ∈ N, která jsou po dvou nesoudělná. Pak má

12 Zbytky po děleńı jsou vždy nezáporná celá č́ısla.
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soustava kongruenćı

x ≡ a1 (mod n1),

x ≡ a2 (mod n2),

...

x ≡ ak (mod nk),

právě jedno řešeńı13 modulo N = n1n2 . . . nk.

Věta mluv́ı o soustavě kongruenćı. Co to znamená, si nejlépe
představ́ıme na konkrétńı úloze, která do jisté mı́ry připomı́ná úlohu
o molekulách:

Úloha 2.2. Mažoretky se chtěj́ı postavit do obdélńıkové formace. Prvńı
navrhne, že v každé řadě bude stát pět d́ıvek. Po vytvořeńı formace ale
zjist́ı, že čtyři přebývaj́ı. Druhá proto navrhne, že v řadě bude stát d́ıvek
sedm. Nyńı jich ovšem přebývá šest. Třet́ı nakonec přijde s nápadem,
kdy vedle sebe v řadě stoj́ı tři mažoretky. I v tomto postaveńı ale zbyla
nav́ıc jedna d́ıvka. Kolik mohlo být mažoretek?

Řešeńı. Úlohu si nejprve přeṕı̌seme na soustavu kongruenćı. Hledaný
počet d́ıvek označme x. Vı́me, že po vyděleńı počtu d́ıvek pěti zbyly
čtyři, což lze zapsat jako x ≡ 4 (mod 5). Obdobně přeṕı̌seme i zbylé
informace a dostáváme soustavu kongruenćı:

x ≡ 4 (mod 5),

x ≡ 6 (mod 7),

x ≡ 1 (mod 3).

Protože jsou č́ısla tři, pět a sedm po dvou nesoudělná, můžeme podle
Čı́nské věty o zbytćıch doj́ıt k závěru, že existuje právě jedno řešeńı
modulo N = 3 · 5 · 7 = 105.

Věta ovšem nezmiňuje, jakým zp̊usobem lze takové řešeńı nalézt.
Možnou metodou by bylo vyzkoušet všech 105 č́ısel (př́ıpadně bychom
mohli vynechat taková, která jsou dělitelná 5, 7 nebo 3). Postupovat
můžeme ale i jinými, efektivněǰśımi metodami. Jedna z nich by mohla
vypadat takto:

13 Jinými slovy v množině M = {0, 1, . . . , (n1n2 . . . nk−1)} lež́ı právě jedno řešeńı.
Daľśı řešeńı jsou s ńım modulo N kongruentńı.
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1. Hledané č́ıslo x se pokuśıme zkonstruovat jako součet tř́ı14 č́ısel
a, b, c ∈ Z.

x = a+ b+ c

2. Zajist́ıme, aby při děleńı pěti nenulový zbytek dával pouze prvńı
sč́ıtanec, při děleńı sedmi pouze druhý sč́ıtanec a při děleńı třemi
pouze sč́ıtanec třet́ı.

Toho, aby po děleńı pěti druhý a třet́ı sč́ıtanec měly zbytky nula,
můžeme doćılit např́ıklad takto:

x = a+ 5b1 + 5c1; b1, c1 ∈ Z.

Pro zajǐstěńı toho, aby prvńı a třet́ı sč́ıtanec při děleńı sedmi měly
nulové zbytky, postupujeme obdobně:

x ≡ 7a1 + 5b1 + 7 · 5c2; a1, c2 ∈ Z.

Nakonec stejným zp̊usobem zař́ıd́ıme, aby při děleńı třemi sč́ıtanec
prvńı a druhý měl nulové zbytky:

x = 3 · 7a2 + 3 · 5b2 + 7 · 5c2; a2, b2 ∈ Z.

Povšimněme si, že prvńı sč́ıtanec muśı být násobkem tř́ı a sedmi,
druhý tř́ı a pěti a posledńı sedmi a pěti.

3. Prvńı sč́ıtanec ve tvaru 3 · 7 · a2 je pro všechna a2 dělitelný třemi
i sedmi. Zbývá určit hodnotu a2 tak, aby po děleńı pěti byl jeho
zbytek čtyři. Protože 3·7 = 21 a 21 má po děleńı pěti zbytek jedna,
bude stačit za a2 zvolit č́ıslo čtyři.

Druhý sč́ıtanec má po děleńı sedmi dávat zbytek šest. Nyńı je
zbytek také jedna, nebot’ 3 · 5 = 15 a po děleńı 15 sedmičkou
zbývá jedna. Zvolme proto b2 = 6.

Potřebujeme, aby třet́ı sč́ıtanec po děleńı třemi dával zbytek jedna.
Protože 7 · 5 po děleńı třemi má zbytek dva, bude nutné nalézt
takové č́ıslo, aby platilo:

2c2 ≡ 1 (mod 3).

14 Jde o soustavu tř́ı kongruenćı. Pokud by kongruenćı bylo m, bylo by m také
sč́ıtanc̊u.
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Obě strany je třeba vynásobit č́ıslem, které je vzhledem k násobeńı
inverzńım prvkem15 k č́ıslu dva (tedy x·a2 = 1). Nalézt inverzńı pr-
vek můžeme např́ıklad pomoćı Eukleidova algoritmu, ovšem vzhle-
dem k tomu, že jej hledáme v tř́ıprvkové množině, můžeme využ́ıt
metodu

”
pokus – omyl“. Po dosazeńı všech prvk̊u z modulo 3,

kterými jsou 0, 1 a 2, zjǐst’ujeme, že naši rovnici splňuje c2 = 2.

4. Dosad́ıme do výrazu za hodnoty a2, b2 a c3 zjǐstěné v bodu 3:

x = 3 · 7 · 4 + 3 · 5 · 6 + 7 · 5 · 2,

vynásob́ıme a posč́ıtáme:

x = 244.

5. Dostali jsme počet mažoretek, které se snaž́ı formaci utvořit.
Nejsou ale i nějaká daľśı řešeńı? Předpokládejme, že existuje
jiné řešeńı b. Protože b má stejné zbytky po děleńı pěti, sedmi
a třemi jako již nalezené řešeńı, bude rozd́ıl těchto řešeńı dělitelný
zároveň pěti, sedmi a třemi. Tento rozd́ıl tak můžeme zapsat jako
5 ·7 ·3n = 105n. To znamená, že jediná možná daľśı řešeńı źıskáme
jako 244 + 105n, kde n ∈ Z.
Plat́ı, že 244 ≡ 34 (mod 105), což je nejmenš́ı možný (kladný)
počet mažoretek. Daľśı řešeńı bychom tak dostali přič́ıtáńım16 č́ısla
105 ke 34. Skutečně tedy, jak ř́ıká Čı́nská věta, plat́ı, že řešeńı 34
je jednoznačné modulo 105.

Důkaz Čı́nské věty prob́ıhá podobným zp̊usobem, jako je veden výpočet
řešeńı uvedeného př́ıkladu a je popsán např́ıklad v [Chi].

Řešeńı úlohy podobného typu, jako je úloha 2.2, může pomoci
k řešeńı zadané olympiádńı úlohy. Čı́nská věta má však i mnoho
daľśıch využit́ı. Ukážeme si ještě odlǐsný typ problémů, který nám věta
umožňuje řešit.

Následuj́ıćı úloha na prvńı pohled může p̊usobit dojmem, že nemá
s tématem až tak mnoho společného, přesto je v ńı schováno. Úloha
dále demonstruje poměrně frekventovaný jev, kdy v matematice umı́me
určovat některé vlastnosti zkoumaného objektu, aniž bychom jej museli
(nebo v̊ubec dokázali) konstruovat.

15 Č́ıslo a má inverzńı prvek modulo n právě tehdy, když jsou a a n nesoudělná
č́ısla. Inverzńı prvek je takový prvek a−1, pro který plat́ı a−1 · a ≡ 1 (mod n).

16 Řešeńı splňuj́ıćı soustavu kongruenćı bychom źıskali i odeč́ıtáńım č́ısla 105 od
34. Ovšem záporný počet mažoretek si dobře nezatanč́ı...
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Úloha 2.3. Určete posledńı dvě cifry č́ısla 9763.

Řešeńı. Nalézt posledńı dvě cifry by samozřejmě šlo tak, že č́ıslo
skutečně umocńıme. To je ale bez výpočetńı techniky téměř nemožné,
zejména však ale velmi nepř́ıjemné. Zkusme se nejprve zamyslet nad t́ım,
jak úloha souviśı se zbytkem po děleńı. Pod́ıvejme se na posledńı dvě
cifry optikou dělitelnosti a zbytk̊u – co reprezentuj́ı?

Ano, jedná se o zbytek po děleńı stem. Úloha se tedy dá interpretovat
následovně:

x ≡ 9763 mod (100).

Z Čı́nské věty již v́ıme, že x je možným výsledkem nějaké soustavy
kongruenćı:

x ≡ 9763 (mod n1),

x ≡ 9763 (mod n2),

kde n1 a n2 jsou nesoudělná přirozená č́ısla, která v součinu dávaj́ı 100.
Zvolme n1 = 4 a n2 = 25:

x ≡ 9763 (mod 4),

x ≡ 9763 (mod 25).

Dále plat́ı:

x ≡ 9763 ≡ 163 ≡ 1 (mod 4),

x ≡ 9763 ≡ (−3)63 ≡ (−27)21 ≡ (−2)21 ≡ (−128)3 ≡ (−3)3 ≡
≡ −2 ≡ 23 (mod 25).

Řešeńı této soustavy nalezneme stejným postupem, jaký je popsán
v úloze 2.2, tedy jako součet nějakých celých č́ısel a a b. Zajist́ıme opět,
aby prvńı ze sč́ıtanc̊u při děleńı čtyřmi měl zbytek jedna a druhý nula,
zat́ımco při děleńı 25 chceme, aby druhý ze sč́ıtanc̊u měl zbytek 23
a prvńı sč́ıtanec nula. Začneme jako u úlohy s mažoretkami:

x ≡ 25a1 + 4b1 (mod 100),

a dále už jen zbývá nalézt hodnoty a1 a b1. Protože 25 ≡ 1 modulo 4,
zvoĺıme za a1 = 1. U druhého sč́ıtance je třeba se zamyslet v́ıce. Řeš́ıme
následuj́ıćı kongruenci:

4b1 ≡ 23 (mod 25).



C1 101

Opět můžeme zkoušet dosazovat17 za b1 přirozená č́ısla menš́ı než 25.
Protože však v́ıme, že 4 ·19 = 76 = 3 ·25+1, stač́ı obě strany kongruence
vynásobit č́ıslem 19:

4b1 ≡ 23 (mod 25),

19 · 4b1 ≡ 19 · 23 (mod 25),

b1 ≡ (−6)(−2) ≡ 12 (mod 25).

Po dosazeńı a vyč́ısleńı tak dostáváme:

x ≡ 25 · 1 + 4 · 12 = 73 (mod 100).

Posledńı dvojč́ısĺı č́ısla 9763 je tedy 73.

Obdobným zp̊usobem můžeme vyřešit i následuj́ıćı úlohu:

Úloha 2.4. Najdi posledńı trojč́ısĺı součinu 1·5·9·13·. . .·2013·2017·2021.

Řešeńı. Hledáme x takové, aby platilo:

x ≡ 1 · 5 · 9 · 13 · . . . · ·2013 · 2017 · 2021 (mod 1000).

Protože v součinu jsou č́ısla 5, 25 a 45, je součin jistě dělitelný 53 = 125.
Nav́ıc také plat́ı, že 125 · 8 = 1000 a zároveň jsou č́ısla 125 a 8 ne-
soudělná, což požadujeme, aby soustava kongruenćı měla řešeńı. Zvolme
proto následuj́ıćı soustavu kongruenćı:

x ≡ 1 · 5 · 9 · 13 · . . . · 2013 · 2017 · 2021 (mod 125),

x ≡ 1 · 5 · 9 · 13 · . . . · 2013 · 2017 · 2021 (mod 8).

Vı́me, že součin je dělitelný 125. Proto pro prvńı rovnici plat́ı:

x ≡ 1 · 5 · 9 · 13 · . . . · ·2013 · 2017 · 2021 ≡ 0 (mod 125).

17 Postupovat lze také takto:

4b1 ≡ 23 (mod 25),

4b1 ≡ −2 (mod 25),

2−1 · 2−1 · 2 · 2 · b1 ≡ 2−1 · 2−1 · (−1) · 2 (mod 25),

b1 ≡ (−1) · 2−1 (mod 25),

hledáme tedy inverzńı prvek k dvojce. Vı́me, že 2 · 13 ≡ 1 (mod 25), proto:

b1 ≡ (−1) · 13 ≡ −13 ≡ 12 (mod 25).

Dostáváme tak b1 = 12.
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Druhou rovnici je možné přepsat takto:

x ≡ 1 · 5 · 9 · 13 · . . . · 2013 · 2017 · 2021 ≡
≡ 1 · 5 · 1 · 5 · . . . · 5 · 1 · 5 (mod 8).

V součinu se stř́ıdaj́ı jedničky a pětky. Pětek se v součinu vyskytuje 253,
můžeme tedy pokračovat:

x ≡ 5253 ≡ (5 · 5)126 · 5 ≡ 1126 · 5 ≡ 5 (mod 8).

Daľśı postup je shodný jako v předchoźı dvojici př́ıklad̊u:

x ≡ 125a1 + 8b1 (mod 1000),

zař́ıdili jsme, aby druhý sč́ıtanec měl při děleńı osmi zbytek nulový,
a také aby po děleńı 125 prvńıho sč́ıtance byl zbytek nula. Zbývá nalézt
hodnoty a1 a a2 tak, aby nenulové zbytky byly nula a pět. K tomu stač́ı
zvolit a1 = 1 a a2 = 0:

x ≡ 125 · 1 + 8 · 0 ≡ 125 (mod 1000).

Posledńı trojč́ısĺı daného součinu je 125.
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ČÍSLICE A OPERACE S NIMI

Luboš Pick

Č́ısla jsou základńım stavebńım kamenem matematiky a č́ıslice jsou
základńım stavebńım kamenem č́ısel. Malým zázrakem je, že všechna
přirozená č́ısla, jichž je nekonečně mnoho, jsme schopni popsat pomoćı
pouhých deseti č́ıslic. V matematických olympiádách se již tradičně ob-
jevuj́ı úlohy formulované pomoćı č́ıselného zápisu přirozených č́ısel. Tyto
úlohy často obsahuj́ı některé obĺıbené operace s č́ıslicemi, jakými jsou
např́ıklad ciferný součet, alternuj́ıćı ciferný součet, ciferný součin a po-
dobně. Často se ale objevuj́ı úlohy specifické a originálńı, které nelze
snadno zařadit do nějaké kategorie a na které tud́ıž většinou neplat́ı
žádný dobře definovaný a léty promrskaný postup, nýbrž vyžaduj́ı indi-
viduálńı př́ıstup. Takovou úlohou je i 71-C-I-2 matematické olympiády,
jej́ıž zadáńı zńı:

Určete všechny čtveřice r̊uzných dvojmı́stných přirozených č́ısel, pro
která zároveň plat́ı:

1. součet těch č́ısel z dané čtveřice, která obsahuj́ı č́ıslici 2, je 80,

2. součet těch č́ısel z dané čtveřice, která obsahuj́ı č́ıslici 3, je 90,

3. součet těch č́ısel z dané čtveřice, která obsahuj́ı č́ıslici 5, je 60.

V následuj́ıćım textu sice neuvedeme explicitně řešeńı uvedené úlohy,
ale nebudeme od něj daleko. Pozorný čtenář by po jeho přečteńı neměl
mı́t pot́ıže s vyřešeńım úlohy zadané.

1 Č́ıselný zápis a techniky s ńım spojené

Často se setkáváme s úlohami, jejichž zadáńı obsahuje nějaké infor-
mace o č́ıselném zápisu hledaných č́ısel. Tato data mohou přitom být
stanovena velice rozmanitými zp̊usoby. Typickými př́ıklady jsou: počet
č́ıslic hledaného č́ısla, parita, informace o tom, kolik specifických č́ıslic
zápis obsahuje (

”
nalezněte všechna trojmı́stná č́ısla, jejichž č́ıselný zápis

obsahuje právě dvě osmičky“), informace o ciferném součtu, informace
o dělitelnosti (

”
nalezněte všechna sudá čtyřmı́stná č́ısla, jejichž ciferný

součet při děleńı jedenácti dává zbytek čtyři“), informace typu
”
co by

se stalo, kdybychom škrtli ten a ten kus č́ıselného zápisu“ a podobně.
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Komplikovaněǰśı problémy pracuj́ı např́ıklad s č́ıselnými zápisy v jiné
než deśıtkové soustavě a podobně.

Na podobné úlohy neexistuje žádný obecný algoritmus, nicméně
osvojeńı některých základńıch technik se může hodit. Při řešeńı ta-
kových úloh bude skoro vždy potřeba použ́ıt velkou dávku heuristiky
a velmi často se nevyhneme nepř́ılǐs vzrušuj́ıćımu rozboru př́ıpad̊u. Na-
prosto nezbytné budou nejr̊uzněǰśı nerovnosti a odhady. Bude užitečné
vědět něco o prvoč́ıslech a o jednoznačnosti prvoč́ıselného rozkladu
přirozeného č́ısla. Dále rozhodně nebude na škodu si osvojit např́ıklad
základy teorie dělitelnosti ([Kr:19]), nejjednodušš́ı triky s cifernými
součty([Ja:19, Ja:20]), základy kombinatoriky, a může se též hodit mo-
dulárńı aritmetika ([Ro:19]).

Pro začátek si připomeňme, že v deśıtkové soustavě máme pro č́ıselný
zápis k dispozici deset č́ıslic, které se ovšem netěš́ı stejným privilegíım.
Např́ıklad nula by neměla stát na levé části č́ıselného zápisu, ačkoli i toto
všeobecně přij́ımané pravidlo má své výjimky, jak brzy uvid́ıme.

Za účelem malé rozcvičky, ilustrace studované problematiky, uve-
deńı do světa úloh o č́ıselných zápisech a hlavně vytvořeńı představy o
jejich obt́ıžnosti si nejprve vyp̊ujč́ıme úlohu [C–56–K–4] z matematické
olympiády.

Úloha 1.1. Určete nejvěťśı dvojmı́stné č́ıslo k s následuj́ıćı vlastnost́ı:
existuje přirozené č́ıslo N , z něhož po škrtnut́ı prvńı č́ıslice zleva dosta-
neme č́ıslo k-krát menš́ı. (Po vyškrtnut́ı č́ıslice m̊uže zápis č́ısla zač́ınat
jednou či několika nulami.) K určenému č́ıslu k pak najděte nejmenš́ı
vyhovuj́ıćı č́ıslo N .

Řešeńı. Nejprve vyjádř́ıme zat́ım neznámé č́ıslo N ve tvaru

N = a · 10n + b

pro nějaká přirozená č́ısla n, b, b < 10n, a č́ıslici a. Ze zadáńı úlohy
vyplývá řet́ızek rovnost́ı

b · k = N = a · 10n + b,

tedy
b · (k − 1) = a · 10n.

Odtud již sice snadno obdrž́ıme vzoreček pro hledané č́ıslo b, a to

b =
a · 10n
k − 1

, (1.1)
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nesmı́me přitom ale zapomenout, že b muśı být přirozené č́ıslo. Potřebu-
jeme tud́ıž ohĺıdat, aby čitatel v posledńım výrazu byl dělitelný jmeno-
vatelem. V tomto okamžiku je na mı́stě se rozpomenout, že hledané č́ıslo
k má být dvojmı́stné, a hlavně že nás zaj́ımá nejvěťśı takové č́ıslo. Nej-
rychleǰśı bude jej nalézt ručně, přičemž budeme postupovat od největš́ı
př́ıpustné hodnoty (tedy od k = 99) směrem dol̊u, dokud na něco nena-
raźıme. Je-li k = 99, pak

k − 1 = 98 = 2 · 49 = 2 · 72.

Nalezneme přirozené č́ıslo n a č́ıslici a tak, aby 2 ·72 dělilo a ·10n? Těžko.
Výraz a je jen č́ıslice, a výraz 10n nám nepomůže v̊ubec. Pojd’me tedy o
patro ńıže. Pro k = 98 je situace ještě horš́ı, protože k−1 = 97 je dokonce
prvoč́ıslo, které rozhodně nemůže být dělitelem výrazu a ·10n bez ohledu
na hodnoty a a n. Naše úsiĺı bude ovšem odměněno již v následuj́ıćım
kroku. Položme k = 97. Potom

k − 1 = 96 = 3 · 32 = 3 · 25.

Nyńı neńı problém nalézt velkou zásobu r̊uzných a a n tak, aby 3 · 25
dělilo a · 10n, mějme však na paměti, že nás zaj́ımá nejmenš́ı č́ıslo N .
Kam schováme pět mocnin dvojky? Do č́ıslice a bychom teoreticky mohli
vetknout až třet́ı mocninu dvojky, jenomže pak by nám nezbyl prostor
pro trojku. Bohužel ani s druhou mocninou dvojky nepochod́ıme, a tedy
po krátké úvaze vid́ıme, že bude třeba položit a = 6 a faktor 10n využ́ıt
jako odkladǐstě pro zbývaj́ıćı čtyři mocniny dvojky. Odtud snadno plyne,
že nejmenš́ı možná volba n je n = 4. Z (1.1) vyplývá, že

b =
6 · 104
96

=
60000

96
= 625,

a tedy
N = 6 · 104 + 625 = 60625.

Výsledek: k = 97, N = 60625.

Daľśı př́ıhodné techniky procvič́ıme na úloze [C–56–S–1].

Úloha 1.2. Určete počet všech čtyřmı́stných přirozených č́ısel, která
jsou dělitelná šesti a v jejichž zápisu se vyskytuj́ı právě dvě jedničky.

Řešeńı. Hledané č́ıslo abcd je sudé, tedy d ∈ {0, 2, 4, 6, 8}. Č́ıslo je
dělitelné třemi, takže i jeho ciferný součet je dělitelný třemi. Dvě
z č́ıslic a, b, c, jsou jedničky a zbývaj́ıćı č́ıslice je r̊uzná od jedničky. Je-li



C2 106

d ∈ {0, 6}, pak je zbývaj́ıćı č́ıslice kongruentńı jedničce modulo 3, a tedy
je to jedna z č́ıslic {4, 7} (pozor, nemůže být rovna jedné!). Volba d = 0
takto vede k šesti možnostem, konkrétně

1140, 1410, 4110, 1170, 1710, 7110.

K obdobným šesti možnostem vede i volba d = 6 (jen vyměńıme nulu za
šestku). Je-li d ∈ {2, 8}, pak je zbývaj́ıćı č́ıslice ≡ 2 (mod 3), tedy je to
jedna z č́ıslic {2, 5, 8}, a dostaneme daľśıch osmnáct možnost́ı. Konečně
je-li d = 4, pak je zbývaj́ıćı č́ıslice ≡ 0 (mod 3), tedy je to jedna z č́ıslic
{0, 3, 6, 9}. Ted’ muśıme mı́rně zvýšit opatrnost – pro každou z nenu-
lových voleb dostáváme opět tři možnosti, celkem tedy devět, pro nulu
ale jen dvě (čtenář necht’ sám urč́ı, proč).

Výsledek: 41.

2 Úlohy návodné a úlohy obdobné

K řešeńı problémů podobným soutěžńı úloze se mohou hodit úvahy ob-
jevuj́ıćı se v řešeńı následuj́ıćıho problému.

Úloha 2.1. Určete všechny skupiny dvojmı́stných přirozených č́ısel, pro
které zároveň plat́ı:

1. č́ıselný zápis každého z nich obsahuje sedmičku,

2. jejich součet je roven 84.

Řešeńı. Na rozd́ıl od soutěžńı úlohy zde nemuśı být použitá č́ısla nutně
r̊uzná a některá se tedy mohou vyskytnout v́ıcekrát. A hlavně na
rozd́ıl od zadané úlohy zde nev́ıme, kolik jich je. (Je zřejmé, že jich
bude konečně mnoho, toto pozorováńı ale žádný podstatný pokrok
nepředstavuje.) Mnohem zaj́ımavěǰśı (a užitečněǰśı pro náš útok na daľśı
úlohy) bude, povšimneme-li si, že sedmička nemůže u žádného z č́ısel stát
na mı́stě deśıtek. Proč? Předpokládejme, že jedno z č́ısel je tvaru 7a, tedy
je rovno 7 · 10 + a, kde a ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}. Bez ohledu na hodnotu a se
nám určitě nepodař́ı splnit podmı́nku 7a = 84, a tedy muśıme do součtu
přihodit ještě nejméně jeden sč́ıtanec, řekněme bc, abychom vyhověli
druhé podmı́nce ze zadáńı. Jenomže nejmenš́ı dvojmı́stné přirozené č́ıslo
obsahuj́ıćı sedmičku je 17, takže muśı platit bc ≥ 17. To ale znamená,
že 7a+ bc ≥ 70 + 17 = 87, a to je př́ılǐs. Protože přidáváńı daľśıch č́ısel
do součtu může situaci jen zhoršit, plyne odtud, že sedmička se může
vyskytovat pouze na jednotkové pozici.
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Jako daľśı krok odvod́ıme, kolik sč́ıtanc̊u se bude v součtu vysky-
tovat. Z prvńıho kroku vyplývá, že všechny sč́ıtance maj́ı sedmičku na
jednotkové pozici (jsou dvojmı́stné, obsahuj́ı sedmičku, a ta nemůže stát
na pozici deśıtkové). Jejich součet má končit čtyřkou. Odtud plyne, že
jejich počet muśı být kongruentńı dvojce modulo 7. Kdyby jich bylo v́ıce
než dva, pak by nejmenš́ı možná hodnota jejich součtu byla rovna hod-
notě 9 · 17, což je o hodně v́ıce než 84. Tedy každá skupina vyhovuj́ıćı
zadáńı úlohy obsahuje dva sč́ıtance.

No a nyńı již nemáme nic lepš́ıho než již jednou zmı́něný (a také jed-
nou použitý) rozbor př́ıpad̊u. S jeho pomoćı snadno odvod́ıme odpověd’.

Výsledek: {(17, 67); (27, 57); (37, 47)}.

Laskavý čtenář necht’ si sám zkuśı ověřit, že vyměńıme-li v zadáńı
úlohy 2.1 hodnotu 84 za 85, pak jediným řešeńım je homogenńı pětice
(17, 17, 17, 17, 17), a jestliže použijeme dokonce hodnotu 86, pak úloha
nemá řešeńı v̊ubec.

A nyńı se nacháźıme v situaci, kdy bychom si již mohli zkusit vyřešit
problémek podobný soutěžńı úloze.

Úloha 2.2. Určete všechny čtveřice r̊uzných dvojmı́stných přirozených
č́ısel, pro které zároveň plat́ı:

1. součet těch č́ısel z dané čtveřice, která obsahuj́ı č́ıslici 1, je 72,

2. součet těch č́ısel z dané čtveřice, která obsahuj́ı č́ıslici 4, je 102,

3. součet těch č́ısel z dané čtveřice, která obsahuj́ı č́ıslici 7, je 64.

Řešeńı. Naš́ım prvńım krokem by měla být optimalizace řešeńı. Kde
zač́ıt? Zat́ımco z prvńı informace v zadáńı toho mnoho nevyčteme
(zp̊usob̊u, jak dostat 72 pomoćı č́ısel obsahuj́ıćıch jedničky je spousta),
třet́ı položka je v tomto smyslu mnohem štědřeǰśım zdrojem informaćı.
Vyjděme tedy odtud.

To, že se sedmička nemůže u žádného č́ısla nacházet na deśıtkové po-
zici, je opět pravda, tentokrát je to ale výsledkem mnohem jednodušš́ı
úvahy, než jsme potřebovali v úloze 2.1, a čtenář si ji jistě rád pro-
vede sám. Jako daľśı bod programu, obdobně jako v řešeńı úlohy 2.1,
odvod́ıme, že č́ısla obsahuj́ıćı sedmičku, muśı být právě dvě, a to bud’

(17, 47), nebo (27, 37). Vcelku snadno odvod́ıme, že dvojice (27, 37) ne-
vyhovuje, protože si nemůžeme dovolit vyplýtvat dvě č́ısla, aniž by se
v jejich zápisu objevila čtyřka. I kdyby totiž zbývaj́ıćı dvě č́ısla obsa-
hovala čtyřku na obou pozićıch, součtu 102 bychom nedosáhli. A to ani
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nemluv́ıme o tom, že by jednička pěkně ostrouhala. Takže dvě ze čtyř
hledaných č́ısel muśı být 17 a 47 a zbývá dopoč́ıtat zbylá dvě.

Kdyby č́ıselný zápis některého ze zbývaj́ıćıch č́ısel neobsahoval
jedničku, pak neńı možné splnit prvńı podmı́nku zadáńı, nebot’ součet
všech č́ısel obsahuj́ıćıch jedničky by bud’ nekončil předepsanou dvoj-
kou, nebo by nedosáhl požadované výše. Obě zbývaj́ıćı č́ısla tedy maj́ı
jedničku ve svém č́ıselném zápisu. Obdobnou úvahou odvod́ıme, že
č́ıselný zápis obou těchto č́ısel obsahuje čtyřku. Nepř́ılǐs složitým roz-
borem př́ıpad̊u pak dojdeme k výsledku.

Výsledek: {(14, 17, 41, 47)}.
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LEVELY V PLANIMETRII

Alena Jechumtál Skálová

Při řešeńı mnoha planimetrických úloh hraje podstatnou roli správný
náčrtek. Ačkoliv sám o sobě neslouž́ı jako d̊ukaz, často nám pomůže si
ujasnit, jaké vztahy mezi body/úsečkami/trojúhelńıky/. . . plat́ı.

V př́ıspěvku se pod́ıváme na zdánlivě primitivńı trik – nakreslit si

”
správnou“ př́ımku vodorovně a porovnávat, jak

”
vysoko“

”
nad ńı“ či

”
pod ńı“ jsou jednotlivé body. Neboli na jakém levelu od vodorovné
př́ımky se body nacházej́ı. V závěru se ještě pod́ıváme, jak propojit
levely a poměry obsah̊u.

Úlohou, s jej́ımž rozlousknut́ım nám optika level̊u může pomoci, je
i 71-C-I-3 matematické olympiády. Jej́ı zadáńı zńı:

Uvnitř strany BC libovolného trojúhelńıku ABC jsou dány body D,
E tak, že |BD| = |DE| = |EC|, uvnitř strany AC body F , G tak,
že |AG| = |GF | = |FC|. Uvažujme trojúhelńık vymezený úsečkami
AE, GD, BF . Dokažte, že poměr obsahu tohoto trojúhelńıku a obsahu
trojúhelńıku ABC má jedinou možnou hodnotu, a určete ji.

Upozorňujeme, že pojem level ani značeńı použité v př́ıspěvku neńı
ustálené. V př́ıpadě, že sepisujete úlohu v olympiádě či jinde, do-
poručujeme jej vždy vysvětlit. Př́ıpadně využ́ıt z př́ıspěvku dovednost

”
nakreslit si správnou př́ımku vodorovně a objevit d́ıky tomu kýžené
podobnosti“ a samotný d̊ukaz opř́ıt př́ımo o podobnosti trojúhelńık̊u,
které se beztak v jádru celé myšlenky level̊u skrývaj́ı.

1 Levely

Značeńı 1.1. Mějme danou př́ımku p, v náčrtku doporučujeme nakreslit
si ji vodorovně. Level bodu v̊uči této př́ımce definujeme jako vzdálenost
tohoto bodu od př́ımky p, přičemž jej budeme značit malým ṕısmenem.
Tedy pro bod A budeme jeho level značit malým a, level bodu B malým
b a tak dále.

Plat́ı následuj́ıćı lémma.

Lémma 1.2. Mějme př́ımku p (načrtněme ji vodorovně) a čtveřici bod̊u
A,B,C,D takovou, že právě A a B lež́ı na př́ımce p a zároveň AC a
BD sv́ıraj́ı s p úhel stejné velikosti. Pak plat́ı c : d = |AC| : |BD|.
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D̊ukaz. Projděme si nově zavedené pojmy s náčrtkem.18 Necht’ jsou
všechny zeleně nakreslené př́ımky v následuj́ıćım obrázku rovnoběžné
s p a procházej́ı bodem C, respektive D. Označme PC a PD paty kolmic
z př́ıslušného bodu na p.

Pak level C v̊uči p neńı nic jiného než |CPC |, znač́ıme jej c. Podobně
level D k p znač́ıme d a je roven |DPD|. Kdybychom z nějakého d̊uvodu
chtěli určit i levely bod̊u A a B, tak pro oba shodně vycházej́ı nulové.

Jelikož úhly PCAC a PDBD jsou shodné (kĺıčová vlastnost), jsou
trojúhelńıky APCC a BPDD podobné, tud́ıž

|AC| : |BD| = |CPC | : |DPD| = c : d.

T́ım je lémma dokázáno.

Úloha 1.3. Je dán trojúhelńık ABC. Označme zrcadlový obraz A podle
BC jako A′ a střed strany AB jako M . Dále označme P pr̊useč́ık A′M
a BC. Vı́me-li, že |PM | = 3 cm, jakou délku má |PA′|?

Řešeńı. Načrtněme si celou situaci tak, aby př́ımka BC byla vodorovně,
a k ńı budeme vztahovat všechny levely.

18 V náčrtku jsme zvolili variantu, že AC neńı rovnoběžná s BD. Opačný př́ıpad
bychom dokázali stejným postupem.
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Jelikož M je středem AB, plat́ı a : m = 2 : 1. Tedy M je na levelu o
hodnotě m a A na levelu 2m. Ze zadáńı je bod A′ od BC stejně daleko
jako A, jeho level je tedy rovněž 2m, pouze v opačné polorovině. Odtud
již dostáváme, že |MP | : |PA′| = 1 : 2, tud́ıž |PA′| = 6 cm.

Poznámka 1.4. Zkuste si samostatně přeformulovat řešeńı předchoźı
úlohy bez pojmu level, tedy s poměry konkrétńıch délek úseček.

Matematicky se jedná o totéž – celý trik level̊u je jen ve zp̊usobu, jak
na planimetrické úlohy o poměrech nahĺı̌zet z jiného úhlu pohledu.

Následuj́ı úlohy k samostatnému procvičeńı; na konci této kapitoly
jsou k nim nápovědy.

Úloha 1.5. Je dán rovnoramenný trojúhelńık ABC se základnou BC.
Na stranách AB a AC najdeme postupně body K a L tak, že |BK| =
1
3 |CL| a |KL| = 6 cm. Označme P pr̊useč́ık KL s př́ımkou BC. Určete
délku |PK|.

Úloha 1.6. Je dán trojúhelńık ABC. Na stranách AB a AC najdeme
postupně body K a L tak, že |AK| : |AB| = 1 : 3 a |AL| : |AC| = 1 : 4.
Bud’ M střed úsečky KL. Dále AM protne BC v bodě N . Určete poměr
|AM | : |AN |.

Úloha 1.7. V trojúhelńıku ABC označme D pr̊useč́ık BC a osy úhlu
BAC. Ukažte, že plat́ı

|BD|
|CD| =

|AB|
|AC| .

Úloha 1.8. Bud’ ABC obecný trojúhelńık19 a označme D pr̊useč́ık
př́ımky BC a osy vněǰśıho úhlu u vrcholu A. Dokažte, že plat́ı

|DB|
|DC| =

|AB|
|AC| .

Nápovědy k úlohám

Pro úlohu 1.5: BC vodorovně

Pro úlohu 1.6: BC vodorovně

Pro úlohu 1.7: osu úhlu vodorovně a srovnejme levely B a C

Pro úlohu 1.8: osu vněǰśıho úhlu u A vodorovně a srovnejme levely B a C

19 Tedy nemaj́ıćı žádné dva úhly shodné.
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2 Obsahy

Pod́ıvejme se ještě na jedno jednoduché, leč praktické lémma (lémma 2.1)
o obsahu trojúhelńıku a jak jej využ́ıt v úloze o poměru obsah̊u.

Obsah trojúhelńıku ABC se dá spoč́ıtat pomoćı délky strany a j́ı
př́ıslušej́ıćı výšky jako

S(ABC) =
ava
2

=
bvb
2

=
cvc
2

.

Ze skutečnosti, že S(ABC) nezáviśı na přesné poloze bodu C (vzhle-
dem k A,B), ale pouze na vzdálenosti C od př́ımky určené úsečkou AB
plyne následuj́ıćı pozorováńı.

Lémma 2.1. Ke straně BC trojúhelńıku ABC ved’me rovnoběžku
p procházej́ıćı bodem A. Pak pro každý bod A′ lež́ıćı na p plat́ı, že
S(A′BC) = S(ABC).

Úloha 2.2. Mějme trojúhelńık ABC. Označme D a E postupně středy
stran BC a AC. Na př́ımce určené úsečkou DE zvolme libovolný bod F .
Dokažte, že poměr obsahu trojúhelńık̊u ABF a ABC má jedinou možnou
hodnotu.

Řešeńı. Načrtněme si ABC tak, aby AB byla vodorovně. Jelikož DE je
středńı př́ıčka trojúhelńıku ABC, je DE rovnoběžná s AB, tedy všechny
tři body na ńı lež́ıćı (D, E, F ) jsou od př́ımky AB na stejném levelu.
Tud́ıž podle lémmatu 2.1 plat́ı S(ABF ) = S(ABE) = S(ABD).
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Bod D p̊uĺı úsečku BC, pro levely bod̊u C a D vzhledem k př́ımce
AB tud́ıž plat́ı c : d = 2 : 1. Obsah S(ABD) neńı nic jiného než d · |AB|,
podobně S(ABC) = c · |AB| = 2d · |AB| = 2S(ABD) = 2S(ABF ).
Pročež bez ohledu na polohu bodu F na př́ımce ED je poměr obsah̊u
S(ABC) : S(ABF ) konstantně roven 2 : 1.
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https://prase.cz/library/LevelyAMenelausTP/

LevelyAMenelausTP.pdf.

https://prase.cz/library/LevelyAMenelausTP/LevelyAMenelausTP.pdf
https://prase.cz/library/LevelyAMenelausTP/LevelyAMenelausTP.pdf




C4 115

KOMBINATORICKÉ KONSTRUKCE

A ODHADY

Filip Čermák

Při řešeńı kombinatorické úlohy, kde se po nás chce maximálńı či
minimálńı hodnota nějaké veličiny, je dobré vědět, že muśıme udělat
dva kroky. Představme si tyto dva kroky pro maximum. U úloh s maxi-
mem potřebujeme udělat horńı odhad, vetšinou pomoćı barveńı, dvoj́ıho
poč́ıtáńı atd. a spodńı odhad je pak dán konstrukćı. Pokud najdeme kon-
strukci s hodnotou pro horńı odhad, tak jsme vyhráli. Pokud ne, muśıme
zlepšit horńı odhad, či konstrukci. Pro minimum jsou kroky analogické
a ukážeme si je později na př́ıkladech. Kombinatorickou úlohou, kde
se s problémem maximalizace setkáme, je také 71-C-I-4 matematické
olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Tabulka 10×10 je vyplněna č́ısly 1 a −1 tak, že součet č́ısel v každém
řádku až na jeden je roven nule a zároveň součet č́ısel v každém sloupci
až na jeden je roven nule. Určete nejvěťśı možný součet všech č́ısel v ta-
bulce.

V tomto textu se budeme zabývat úlohami s podobnou tématikou
a budeme si postupně zkoušet horńı i dolńı odhady na maximum či
minimum.

1 Šachovnice

Na rozehřát́ı si ukážeme pár úloh, kde nám p̊ujde o umı́stěńı nějakého
typu figurek na šachovnici. Prvńı lehce připomeneme šachová pravidla.
Figurky se ohrožuj́ı, pokud jedna může dosáhnout poĺıčka druhé na jeden
tah. Věž se může pohybovat libovolně daleko ve směru rovnoběžném
se stranou hraćı desky. K̊uň se pohybuje do tvaru

”
L“ o velikosti deľśı

strany 3 a kratš́ı 2 a král je figurka, která se pohybuje o 1 ve vodorovném,
svislém, či diagonálńım směru.

Úloha 1.1. Na klasickou šachovnici 8 × 8 chceme postavit co nejv́ıce
věž́ı tak, aby se žádné dvě neohrožovaly.

Řešeńı. Pokud postav́ıme věž na libovolné pole (i, j), pak již žádná věž
nemůže stát jak na i-tém řádku, tak na j-tém sloupci. To znamená,
že každá věž nám zabere jeden řádek i sloupec, kde již žádná jiná věž
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nemůže být. Náš horńı odhad je tedy 8, protože v každém řádku může
být maximálně 1 věž.

Již máme horńı odhad, nyńı se k němu potřebujeme dostat ze-
spoda konstrukćı. To zvládneme třeba tak, že umı́st́ıme 8 věž́ı na jednu
z hlavńıch diagonál.

Vid́ıme, že konstrukce v našem řešeńı byla docela př́ımočará. Ač
to tolik nesouviśı s naš́ım tématem, tak by nás mohlo zaj́ımat, kolik
je takových konstrukćı s osmi navzájem se neohrožuj́ıćımi věžemi. Pro
př́ıpadnou kontrolu je výsledek 40 320.

Úloha 1.2. Kolik maximálně końı m̊užeme postavit na standardńı
šachovnici tak, aby se navzájem neohrožovali.

Řešeńı. Nyńı už nebude tolik př́ımočaré udělat horńı odhad, proto
můžeme zač́ıt s t́ım spodńım. Po chv́ıli přemı́tańı nad touto úlohou
zjist́ıme, že pokud dáme koně na b́ılé pole, ohrožuje pouze pole černá
a naopak. Proto pokud dáme koně jen na b́ılá pole, umı́st́ıme jich 32,
tak aby se žádńı dva neohrožovaly. Pokud bychom do této konfigurace
přidali koně na libovolné černé pole, tak budeme mı́t ohrožuj́ıćı se koně.
Proto se zat́ım spokoj́ıme se spodńım odhadem 32 a zkuśıme k němu
naopak přibĺıžit ten horńı.

Ř́ıci, jaký je horńı odhad pro celou šachovnici 8× 8 je dosti náročné.
Proto je velmi dobrý základńı trik, a to rozdělit si tabulku na menš́ı
části a o nich ř́ıci, kolik se do nich vejde nejv́ıce końı. Nab́ıźı se vźıt si
např. čtverec 1 × 1 nebo 2 × 2 jako nejjednodušš́ı př́ıpady, ale bohužel
žádńı dva koně se v takových podtabulkách neohrožuj́ı, takže to neńı
zaj́ımavý př́ıpad.

Proto zkuśıme přirozeně nějakou podtabulku, která má velikosti
stran, které děĺı 8 (velikost šachovnice), protože ty se daj́ı dobře na-
skládat do šachovnice. Nab́ıźı se např́ıklad tabulka 4 × 2, která je dost
malá na to, aby se dalo jednoduše zjistit, kolik se do nich vejde nejv́ıce
końı a zároveň by mohla dát dostatečný odhad, jelikož se v ńı už mohou
koně ohrožovat.

Proto se pod́ıvejme, kolik końı do obdélńıku 4 × 2 umı́me dát. Po
chv́ıli hrańı zjist́ıme, že jich tam opravdu 5 nedáme. Důvod je jedno-
duchý. Pokud polož́ıme koně na libovolné pole této podtabulky, tak
bude ohrožovat právě jedno jiné pole této podtabulky a zároveň žádńı
dva koně na této podtabulce neohrožuj́ı stejné pole této podtabulky.
Z toho už nutně plyne, že pokud do této podtabulky dáme 4 koně, pak
už budeme mı́t 4 ohrožovaná mı́sta a 4 zabraná mı́sta. Neboli nikdy zde
nedáme v́ıce než 4 koně.
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Nyńı už stač́ı př́ımočaře rozdělit šachovnici na obdélńıky 4 × 2,
kterých bude 8, a do každého dáme maximálně p̊ulku końı. Neboli
můžeme použ́ıt nanejvýš 8 × 4 = 32 końı, což je to, co jsme chtěli
dokázat.

Je d̊uležité si uvědomit, že dva kroky, které jsme zat́ım vždy udělali,
tedy horńı a spodńı odhad jsou opravdu separátńı. Při konstrukci se
snaž́ıme dané figurky naskládat nějak chytře, takže využ́ıváme nejlepš́ı
rozestavěńı, které nás napadne. Naopak při horńım odhadu se zabýváme
př́ıpadem, kdy nám protivńık dá libovolnou konfiguraci a my si stejně
muśıme poradit. Tedy nespoléháme na konkretńı rozestavěńı, ale na
nějakou jeho obecnou vlastnost.

Úloha 1.3. Jaký minimálńı počet král̊u muśıme umı́stit na šachovnici
o rozměrech 9× 9 tak, aby společně ohrožovali všechna pole?

Řešeńı. Nyńı si konečně zkuśıme i analogii pro minimálńı hodnotu král̊u
na šachovnici. Nyńı nám tedy konstrukce dává horńı odhad, zat́ımco
analýza obecné situace spodńı odhad. Začněme konstrukćı, která nám
pomůže udělat i spodńı odhad. Pod́ıvejme se na obrázek 1. Zde máme
devět král̊u, kteř́ı ohrožuj́ı celou šachovnici.

Můžeme si všimnout, že je šachovnice rozdělená do dev́ıti červených
čtverečk̊u 3× 3, kde muśıme mı́t alespoň jednoho krále, jinak by nebylo
ohroženo prostředńı poĺıčko daného červeného podčtverečku. Proto je
devět král̊u spodńım i horńım odhadem.

Obrázek 1: Devět král̊u, kteř́ı stač́ı.
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2 Př́ıklady na procvičeńı

Ještě tady uvedu pár př́ıklad̊u, které si může čtenář zkusit doma sám.
Pokud by si čtenář s něč́ım nevěděl rady, tak se mi může ozvat na mail
fila@kam.mff.cuni.cz.

Úloha 2.1. Na začátku vojenské přehĺıdky se 81 voják̊u rozestavilo na
šachovnici 9×9, na každé poĺıčko právě jeden. Po zazněńı rozkazu každý
z nich přešel na některé sousedńı poĺıčko stejné barvy. Minimálně kolik
mı́st z̊ustalo prázdných?

Úloha 2.2. Vyřešte úlohu 1.3 pro šachovnici 7 × 7 nebo 8 × 8 nebo
obecně n× n.

Literatura
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SINOVÁ VĚTA

A PŘENÁŠENÍ VZDÁLENOSTÍ

Martin Raška

V následuj́ıćım textu si ukážeme dvě r̊uzné techniky pro řešeńı
olympiádńıch geometrických úloh. V prvńı kapitole se zaměř́ıme na sino-
vou větu, v druhé se naopak pod́ıváme na přenášeńı vzdálenost́ı v geo-
metrických úlohách. Tato na prvńı pohled dvě zdánlivě nesouvisej́ıćı
témata představuj́ı dva odlǐsné směry, jak se na úlohy se vzdálenostmi
d́ıvat – obě umı́ být elegantńı i efektivńı a umı́ se i navzájem doplňovat.
Text je zamýšlen jako pomocný k úloze 71-C-I-5 matematické olympiády,
jej́ıž zadáńı zńı:

Je dán rovnostranný trojúhelńık ABC a uvnitř jeho strany AB bod
D. Na polopř́ımce opačné k BC uvažme bod E takový, že |CD| = |DE|.
Dokažte, že plat́ı |AD| = |BE|.

1 Sinová věta

V této sekci si ukážeme takzvanou sinovou větu, která dává v trojúhelńıku
do souvislosti délky stran se siny protěǰśıch úhl̊u.

Věta 1.1. Pro každý trojúhelńık ABC s poloměrem R kružnice opsané
plat́ı

|BC|
sin(|∢BAC|) =

|CA|
sin(|∢CBA|) =

|AB|
sin(|∢ACB|) = 2R .

D̊ukaz. Důkaz si pro jednoduchost předvedeme pouze pro ostroúhlý
trojúhelńık za pomoćı věty o obvodovém a středovém úhlu. Důkaz pro
tupoúhlý trojúhelńık se provede velmi podobně.

Označme O střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC. Protože
uvažujeme ostroúhlý trojúhelńık, tak lež́ı v jeho vnitřku.

Uvažujme rovnoramenný trojúhelńık AOB, střed AB označme SC .
Z věty o obvodovém a středovém úhlu plat́ı |∢AOB| = 2|∢ACB|, tud́ıž
|∢AOSC | = |∢ACB|.
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Z definice sinu tak v pravoúhlém trojúhelńıku AOSC plat́ı

sin(|∢ACB|) = sin(|∢AOSC |) =
|ASC |
|AO| =

|AB|
2R

,

což jsme přesně chtěli. Analogickým zp̊usobem dostaneme př́ıslušný
poměr i pro zbylé dvě strany.

V typické aplikaci sinové věty použijeme jenom jednu z prvńıch
třech rovnost́ı – vybereme si ve zvoleném trojúhelńıku dvě strany a jim
př́ıslušné protěǰśı úhly a sinová věta nám řekne, že poměr těchto dvou
stran je stejný jako poměr sin̊u př́ıslušných úhl̊u.

Tento př́ıstup nám tedy v geometrické konfiguraci dává do vztahu
délky a úhly a může být velmi užitečný, obzvlášt’ pokud najdeme několik
trojúhelńık̊u s podobnými délkami stran či shodnými úhly.

Jednoduchou aplikaćı sinové věty je následuj́ıćı známý poměr, ve
kterém p̊uĺı osa úhlu protěǰśı stranu:

Úloha 1.2. Mějme trojúhelńık ABC, pr̊useč́ık osy úhlu ACB se stranou
AB označme P . Dokažte, že |AP |

|BP | =
|AC|
|BC| .

Řešeńı. Ze sinové věty použité na trojúhelńık ACP dostaneme

|AP |
sin(|∢ACP |) =

|AC|
sin(|∢CPA|) .

Pro trojúhelńık BCP dostaneme analogicky

|BP |
sin(|∢BCP |) =

|BC|
sin(|∢CPB|) .
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Jelikož jsou úhly ∢ACP a ∢BCP shodné a úhly ∢CPA a ∢CPB se
doplňuj́ı do 180◦, tak plat́ı

sin(|∢ACP |) = sin(|∢BCP |) a sin(|∢CPA|) = sin(|∢CPB|) .

S touto znalost́ı pak už porovnáńım vztah̊u vzniklých ze sinových vět
jednoduše dostaneme rovnost ze zadáńı.

Ukážeme si ještě jedno podobné použit́ı sinové věty na lehce kom-
plexněǰśı úloze.

Úloha 1.3. Je dán trojúhelńık ABC, střed strany BC označme M .
Necht’ na straně AB lež́ı bod P . Označme Q pr̊useč́ık AM a PC.
Dokažte, že |CQ| = |AB| právě tehdy, když |AP | = |PQ|.
Řešeńı. Naš́ım ćılem bude dostat se opakovaným použit́ım sinových vět
k rovnosti |CQ|

|AB| =
|QP |
|AP | , což bude implikovat ekvivalenci ze zadáńı.

Použit́ım sinové věty na trojúhelńık ABM dostaneme

sin(|∢AMB|)
|AB| =

sin(|∢BAM |)
|MB| ,

z trojúhelńıku CMQ źıskáme

sin(|∢CMQ|)
|CQ| =

sin(|∢MQC|)
|MC| .

T́ım jsme dostali do vztahu délky |AB| a |CQ|. Délky |AP | a |QP |
źıskáme z trojúhelńıku APQ ve vztahu

sin(|∢AQP |)
|AP | =

sin(|∢PAQ|)
|QP | .
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Vyjádřeńım z druhé a třet́ı rovnosti dostaneme

sin(|∢PAQ|) = sin(|∢AQP |) · |QP |
|AP |

a

sin(|∢CMQ|) = sin(|∢MQC|) · |CQ|
|MC| .

Nyńı si již stač́ı uvědomit, že úhly BAM a PAQ jsou stejné, takže
sin(|∢PAQ|) = sin(|∢BAM |). Podobně úhly AMB a CMQ se doplňuj́ı
do 180◦, takže sin(|∢AMB|) = sin(|∢CMQ|). Dosazeńım do levé a pravé
strany prvńı rovnosti dostaneme

sin(|∢AMB|)
|AB| =

sin(|∢CMQ|)
|AB| =

sin(|∢MQC|) · |CQ|
|MC| · |AB| ,

sin(|∢BAM |)
|MB| =

sin(|∢PAQ|)
|MB| =

sin(|∢AQP |) · |QP |
|AP | · |MB| .

Pokud tyto výrazy dáme do rovnosti, tak po kráceńı (za pomoćı
sin(|∢MQC|) = sin(|∢AQP |) a |MC| = |MB|) dostaneme

|CQ|
|AB| =

|QP |
|AP | ,

což jsme přesně chtěli.

2 Přenášeńı vzdálenost́ı

V této části se krátce pod́ıváme na daľśı velmi užitečný geometrický trik,
a t́ım je dokreslováńı bod̊u, které nejsou v zadáńı zmı́něny. Tyto body
voĺıme tak, aby dobře korespondovaly s t́ım, co už v konfiguraci máme.
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Často tak, aby měly od nějakých jiných bod̊u v konfiguraci vzdálenost,
která se již jinde vyskytuje – podle toho i název kapitoly

”
Přenášeńı

vzdálenost́ı“. T́ım nám v obrázku mohou vzniknout nové rovnoramenné
trojúhelńıky či kružnice a úloha se t́ım může velmi vyjasnit.

Předvedeme si to na dvou úlohách z minulých ročńık̊u matematické
olympiády.

Úloha 2.1. Necht’ D, E znač́ı po řadě středy stran AB, BC trojúhelńıku
ABC a F je střed úsečky AD. Dokažte, že př́ımka CD p̊uĺı úsečku EF .

(68-C-S-3)

Řešeńı. Sestrojme bod C ′ jako obraz bodu C ve středové souměrnosti se
středem F . Bod F je tak středem CC ′ a úsečka FB těžnićı v trojúhelńıku
CBC ′. Bod D je poté těžǐstěm tohoto trojúhelńıku, nebot’ děĺı úsečku
FB v poměru 2 : 1. Z toho ovšem plyne, že na př́ımce CD lež́ı těžnice
z bodu C v trojúhelńıku CBC ′, a tato př́ımka tak p̊uĺı jak stranu C ′B,
tak i FE jako středńı př́ıčku tohoto trojúhelńıka.

Úloha 2.2. Je dána polokružnice k nad pr̊uměrem PQ. Na ńı je sestro-
jena tětiva BC pevné délky d, jej́ı̌z krajńı body jsou r̊uzné od bod̊u P , Q.
Paprsek vyslaný z bodu B se od pr̊uměru PQ odraźı do bodu C v takovém
bodě A, že |∢PAB| = |∢QAC|. Dokažte, že velikost úhlu BAC nezáviśı
na poloze tětivy BC na polokružnici k.

(67-A-II-2)
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Řešeńı. Označme l opačnou polokružnici, jež je obrazem k v osové
souměrnosti podle PQ. V této osové souměrnosti uvažujme rovněž obraz
bodu C a označme ho C ′. Protože osová souměrnost zachovává velikosti
úhl̊u, tak rovněž |∢PAB| = |∢QAC ′| a body B, A, C ′ lež́ı na př́ımce.
Úhel BC ′C je tak obvodovým úhlem k tětivě BC, a protože ta má pev-
nou délku, tak má tento úhel vždy stejnou velikost nezávisle na tom, jak
je tětiva BC umı́stěna.

Nicméně z rovnoramenného trojúhelńıku C ′AC dostaneme

|∢BAC| = |∢BC ′C|+ |∢C ′CA| = 2|∢BC ′C|,

nebot’ BAC je vněǰśım úhlem tohoto trojúhelńıka. Velikost úhlu BAC
je tak rovněž nezávislá na poloze tětivy BC.
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stupné z:
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DIOFANTICKÉ ROVNICE

Matěj Doležálek

Klasickým druhem matematických úloh jsou ty, jež se zabývaj́ı rovni-
cemi, jejichž řešeńı nehledáme v oboru reálných č́ısel, ale pouze mezi č́ısly
celými či dokonce jen přirozenými. Podle řeckého matematika Diofanta
z Alexandrie bývaj́ı tyto rovnice nazývány diofantické. Úlohou tohoto
druhu je i úloha 71-C-I-6 matematické olympiády, jej́ıž zadáńı zńı:

Určete všechny možné hodnoty součtu a + b + c + d, kde a, b, c, d
jsou přirozená č́ısla splňuj́ıćı rovnost(

a2 − b2
) (

c2 − d2
)
+
(
b2 − d2

) (
c2 − a2

)
= 2021.

Pro diofantické rovnice a jejich soustavy je typické, že obsahuj́ı
v́ıce proměnných než rovnic, s touto přidanou volnost́ı je pak nutno
se vypořádat pomoćı prostředk̊u specifických pro celá (resp. přirozená)
č́ısla. Obecně mohou být diofantické rovnice velice obt́ıžné a k jejich
řešeńı neexistuje žádný všespásný postup garantuj́ıćı úspěch. V tomto
př́ıspěvku si však ukážeme dvě základńı metody, které mnohdy k úspěchu
vedou – prvńı jsou úpravy na součinový tvar a využit́ı prvoč́ıselného roz-
kladu, druhou pak poznatky o mezerách mezi mocninami.

1 Rozklady na součin

Každé přirozené č́ıslo lze rozložit na součin dvou přirozených č́ısel pouze
konečně mnoha zp̊usoby. Tyto rozklady jsou dány prvoč́ıselným rozkla-
dem – odpov́ıdaj́ı zp̊usob̊um, jak jednotlivá prvoč́ısla z rozkladu rozdělit
mezi dva činitele. Kupř́ıkladu č́ıslo 12 = 22 ·3 se rozkládá na součin jako

12 = 1 · 12 = 2 · 6 = 3 · 4.

V úvahu samozřejmě připadaj́ı ještě rozklady vzniklé prohozeńım
činitel̊u, př́ıpadně přidáńım záporného znaménka k oběma činitel̊um
(pracujeme-li v celých č́ıslech).

Pakliže tedy rovnici uprav́ıme do tvaru A · B = C, kde A, B jsou
nějaké výrazy a C je nějaké konkrétńı č́ıslo, stač́ı pouze vyřešit konečně
mnoho př́ıpad̊u odpov́ıdaj́ıćıch rozklad̊um C na A ·B. Z jedné složitěǰśı
diofantické rovnice tak źıskáváme několik soustav dvou rovnic, které jsou
nav́ıc typicky o něco jednodušš́ı.
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Úloha 1.1. Najděte všechny dvojice celých kladných č́ısel a a b, pro něž
je č́ıslo a2 + b o 62 věťśı než č́ıslo b2 + a.

(62-C-II-3)

Řešeńı. Řeš́ıme rovnici

a2 + b = b2 + a+ 62

v přirozených č́ıslech. Převedeńım b2 + a na druhou stranu rovnice
obdrž́ıme

a2 − b2 + b− a = 62.

Výrazy na levé straně lze nyńı postupně upravit do součinového tvaru
pomoćı(

a2 − b2
)
+ (b− a) = (a− b)(a+ b)− (a− b) = (a− b)(a+ b− 1).

Celkově tedy máme rovnici

(a− b)(a+ b− 1) = 62. (1.1)

Výrazy v závorkách muśı být celá č́ısla, nav́ıc d́ıky a, b ≥ 1 máme také
a + b − 1 ≥ 1. Aby tedy součin závorek byl kladný, muśı i a − b býti
kladné. Dı́ky prvoč́ıselnému rozkladu 62 = 2 · 31 existuj́ı právě čtyři
zp̊usoby, jak 62 rozložit na součin dvou přirozených č́ısel:

62 = 1 · 62 = 2 · 31 = 31 · 2 = 62 · 1.

Zjevně nav́ıc muśı být

a+ b− 1 ≥ a+ 1− 1 = a > a− b,

takže v rovnici (1.1) přicháźı v úvahu pouze ty rozklady, kde a + b − 1
bude větš́ı než a− b.

Prvńı možnost́ı tak je a − b = 1, a + b − 1 = 62. Sečteńım těchto
rovnost́ı obdrž́ıme

2a− 1 = (a− b) + (a+ b− 1) = 1 + 62 = 63,

z čehož plyne a = 32, a následně dopočteme b = a − 1 = 31. Zkouškou
snadno ověř́ıme, že (32, 31) je skutečně řešeńım p̊uvodńı úlohy.

Druhou možnost́ı pak je a − b = 2, a + b − 1 = 31. Stejně jako
v předchoźım př́ıpadě tyto rovnosti sečteme, což dá 2a− 1 = 33. Z toho
následně a = 17, b = 15 a zkouškou ověř́ıme i toto řešeńı. Dohromady
tak má úloha dvě řešeńı, (a, b) = (32, 31) a (a, b) = (17, 15).
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Úloha 1.2. Je dáno prvoč́ıslo p. Nalezněte všechny dvojice přirozených
č́ısel x, y, která splňuj́ı

1

x
+

1

y
=

1

p
.

Řešeńı. Zadanou rovnici vynásob́ıme výrazem xyp, č́ımž obdrž́ıme

p(y + x) = xy.

Součinový tvar nyńı źıskáme úpravou na

xy − p(x+ y) = 0,

xy − px− py + p2 = p2,

(x− p)(y − p) = p2.

Povšimněme si, že v této úpravě poněkud
”
uměle“ přidáváme na obě

strany p2, jen abychom źıskali součinový tvar na levé straně a konstantu
na pravé straně.

Nyńı využijeme toho, že p je prvoč́ıslo. Dı́ky tomu jsou jedinými
přirozenými děliteli p2 č́ısla 1, p a p2. Pozor muśıme dát na to, že x−p a
y − p by mohla být záporná celá č́ısla, načež bychom museli vyšetřovat
i rozklady jako (−1) · (−p2). Nicméně v této úloze můžeme z p̊uvodńı
rovnice d́ıky kladnosti x, y odhadnout

1

p
=

1

x
+

1

y
>

1

x
,

tedy x > p. Obdobně y > p, takže oba činitele x− p a y− p jsou kladné.
V úvahu tedy přicházej́ı pouze rozklady

p2 = 1 · p2 = p · p = p2 · 1.
Prvńı rozklad nám dává x − p = 1, y − p = p2, což uprav́ıme na

x = p+ 1, y = p(p+ 1). Zkouškou ověř́ıme

1

x
+

1

y
=

1

p+ 1
+

1

p(p+ 1)
=

1

p+ 1

(
1 +

1

p

)
=

1

p+ 1
· p+ 1

p
=

1

p
,

takže se vskutku jedná o řešeńı úlohy.
Pro druhý rozklad dostáváme x− p = y − p = p, takže x = y = 2p.

Zkouška je v tomto př́ıpadě snazš́ı, máme

1

x
+

1

y
=

1

2p
+

1

2p
=

1

p
.

Třet́ı rozklad se lǐśı od prvńıho pouze záměnou proměnných x a y.
Dohromady tak máme tři řešeńı úlohy:

(x, y) = (p+1, p2 + p), (x, y) = (2p, 2p), (x, y) = (p2 + p, p+1).
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2 Po sobě jdoućı mocniny

Pouze některá přirozená č́ısla lze zapsat jako mocniny jiného přirozeného
č́ısla. Zaměř́ıme-li se třeba na druhé mocniny (často též označované jako
čtverce), máme

12 = 1, 22 = 4, 32 = 9, 42 = 16, 52 = 25, . . .

Všimněme si, že velikosti mezer mezi čtverci rostou a že v těchto me-
zerách se žádné daľśı čtverce nemohou nacházet. Konkrétně mezi po sobě
jdoućımi čtverci máme rozd́ıl

(a+ 1)2 − a2 = 2a+ 1.

Obdobně mezery v posloupnosti n-tých mocnin rostou pro každé n ≥ 2.
Těchto poznatk̊u lze využ́ıt při řešeńı diofantických rovnic. Pokud

budeme v rovnici (či jej́ım podpř́ıpadu) schopni odvodit, že řešeńı by
dávalo dokonalou n-tou mocninu bn vkĺıněnou mezi dvě po sobě jdoućı
n-té mocniny, tedy an < bn < (a+ 1)n, bude to spor. Př́ıslušná rovnice
(či jej́ı podpř́ıpad) pak nebudou mı́t žádné řešeńı. Jinou formulaćı téže
myšlenky je to, že odhad bn > an můžeme při práci s přirozenými č́ısly
automaticky vylepšit na bn ≥ (a + 1)n. Daľśı vylepšeńı mohou přidat
např. poznatky o dělitelnosti nějakým č́ıslem.

Úloha 2.1. Určete všechny dvojice celých kladných č́ısel a a b, pro něž
plat́ı 4a + 4a2 + 4 = b2.

(59-A-III-1)

Řešeńı. Zkusme několik malých hodnot a:

• Pro a = 1 by mělo být b2 = 4 + 4 + 4 = 12, což vzhledem
k 32 < 12 < 42 neńı čtverec.

• Pro a = 2 dostáváme b2 = 16+16+4 = 36, což dává řešeńı b = 6.
• Pro a = 3 obdrž́ıme b2 = 64 + 36 + 4 = 104, což vzhledem
k 102 < 104 < 112 neńı čtverec.

• Pro a = 4 máme b2 = 256 + 64 + 4 = 324, což dává řešeńı b = 18.

Dále ukážeme, že pro a > 4 již žádná daľśı řešeńı neexistuj́ı. Pro spor
necht’ má zadaná rovnice řešeńı (a, b), kde a ≥ 5. Můžeme odhadnout

b2 = 4a + 4a2 + 4 > 4a = (2a)2 .
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Vı́me tedy, že b2 je čtverec ostře větš́ı než (2a)2. Zároveň se má jednat
o sudé č́ıslo, takže už můžeme odhadnout b2 ≥ (2a + 2)2. Tato nerovnost
se ze zadané rovnice uprav́ı na

4a + 4a2 + 4 ≥ (2a + 2)2 = 4a + 2 · 2a · 2 + 4,

4a2 ≥ 4 · 2a,
a2 ≥ 2a.

V souhrnu, je-li (a, b) řešeńım zadané rovnice, pak a2 ≥ 2a. My však
dokážeme, že pro a ≥ 5 už plat́ı opačná nerovnost 2a > a2, č́ımž již
vylouč́ıme existenci daľśıch řešeńı úlohy.

Postupujme matematickou indukćı. Pro a = 5 skutečně plat́ı
2a = 32 > 25 = a2. Dále dokážeme indukčńı krok: pokud pro a ≥ 5 plat́ı
2a > a2, pak i 2a+1 > (a+ 1)2. Plat́ı

a+ 1

a
= 1 +

1

a
≤ 1 +

1

5
=

6

5
,

z čehož (a+1)2

a2
≤

(
6
5

)2
= 36

25 < 2. Následně již tedy

(a+ 1)2 = a2 · (a+ 1)2

a2
< 2a · 2 = 2a+1,

jak jsme chtěli dokázat. T́ım je d̊ukaz indukćı hotov, takže úloha nemá
řešeńı s a ≥ 5. Jedinými řešeńımi jsou tak (a, b) = (2, 6) a (a, b) = (4, 18).

3 K procvičeńı

Úloha 3.1. Nalezněte všechny dvojice celých č́ısel x, y splňuj́ıćı rovnost
xy = x+ y.

Úloha 3.2. Najděte všechny dvojice přirozených č́ısel a, b, pro něž plat́ı

a+
66

a
= b+

66

b
.

(66-B-II-1)

Úloha 3.3. Najděte všechny dvojice přirozených č́ısel a, b splňuj́ıćı rov-
nost (a+ 3)3 − a3 = b2.

Úloha 3.4. Nalezněte všechny dvojice kladných celých č́ısel (m,n)
splňuj́ıćı n4 − 7n2 + 1 = m2.
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Úloha 3.5. Najděte všechna celá č́ısla m a n, pro která plat́ı rovnost
nn−1 = 4m2 + 2m+ 3.

(68-A-II-2)

Úloha 3.6 (těžš́ı). Nalezněte všechny trojice (p, x, y), kde p je prvoč́ıslo
a x, y jsou nezáporná celá č́ısla splňuj́ıćı px = y4 + 4.

Návod. Výraz na pravé straně lze rozložit na součin.
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Vydalo nakladatelstv́ı MatfyzPress jako svou 646. publikaci (tǐstěná
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Publikace neprošla jazykovou korekturou.

Vytisklo Reprostředisko UK MFF
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