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Uvod

Tato kniha je souborem piispévku vzniklych jako doprovodny material
k prednaskam, které budou v tomto roce poradany na Matematicko-
fyzikdlni fakulté Univerzity Karlovy v Praze, a to v rdmci projektu
Zvysovani kvality matematického vzdélavani na stfednich skoldch: mo-
tivace ke studiu a piiprava k matematickym soutézim a olympidadam.
Sleduji pfitom zadani tloh domaéaciho kola 69. ro¢niku Matematické
olympiady pro zéky stfednich skol, pticemz kazdé tloze je vénovan jeden
prispévek.

Tym autoru sestdva na jedné strané ze zkuSenych pedagogu Mate-
maticko-fyzikalni fakulty, a na strané druhé z jejich studenti, ktefi
v neddvné dobé slavili v Matematické olympiddé znamenité uspéchy.
Spojuje je znacnd zkuSenost s ulohami typickymi pro MO, o kterych
v&ichni autofi éasto predndseji at uZ pro soutézici nebo pro pedagogy
stfednich skol. Kazdy z autoru ke svému piispévku pristoupil ponékud
odlisnym zpusobem a v malé mife doslo i k ur¢itému prekryvu témat.

Spoleénym rysem vSech ptispévku je jejich hlavni tcel. Jejich cetba
mé nejruznéj$im zpusobem usnadnit feseni tloh MO. Sbornik je uréen
na prvnim misté stfedoskolskym profesorim, jimz mohou pfinést in-
spiraci pro péci o talentované zaky v seminaiich ¢i individualnich konzul-
tacich. Véiime vsak, ze je vhodny i pfimo pro nadané studenty. Aniz
by jim vyzradil feSeni uloh, muze je k tispésné ucasti v tomto roc¢niku
MO povzbudit. Z dlouhodobého hledisky véiime, ze predstavend latka
a ulohy jsou vhodnym obecnym studijnim materidlem pro adepty MO
i pro vSechny talentované zaky.

Vsichni autofi by radi podékovali obéma recenzentum za peclivé
precteni vSech kapitol a za fadu cennych ptripominek, které vedly ke
zlepSeni textu.

Praha, zari 2019 Zbynek Sir, Zdenek Halas
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TRIKY S POLYNOMY

DaviD HRUSKA

1 Uvod

Polynom (Gesky téz mnohoélen) stupné n € Ny je vyraz (funkce) tvaru
P(x) = ana" + ap_12"" 1+ + ayx + ao, (1.1)

pricemz cislim ag,...,a, € R fikdme koeficienty a predpokladame

an # 0. Stupen konstantniho polynomu je nula s vyjimkou konstantné
nulového polynomu, jehoz stupen nedefinujeme. Hleddni kofent poly-
nomu, resp. feSeni rovnice P(z) = 0, patii historicky mezi klasické
matematické problémy. Mozna piekvapivé je ale také mozné znalosti
o polynomech vyuzit k feseni dloh, které v zadani zadny polynom neob-
sahuji. Je tomu tak i v pfipadé tlohy 69-A-I-1 matematické olympiady,
ktera zni:

Pro kladnd redlnd ¢isla a,b, c,d, spliugici a > b, ¢ > d, plati
a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, Ze pak nutné platia > c > d > b.

K feseni tohoto typu tloh se hod{ tvrzeni o vztahu kofent a koefi-
cientu polynomu, které v tomto textu zformulujeme a nasledné ukazeme
nékolik jeho aplikaci na tlohy olympiddniho typu. Nebude-li fe¢eno ji-
nak, uvazujeme jako doposud vS8echny kofeny i koeficienty polynomu
redlné.

2 Teorie

Uved'me nejprve jedno zakladni tvrzeni o kofenech polynomii.

Tvrzeni 2.1 (O kotenech). Je-li P(x) polynom stupnén € N a zp € R
jeho koten, pak ezistuje polynom Q(x) stupné n — 1, pro ktery plati
P(z) = (z — 20)Q().

Toto tvrzeni lze dokdzat napiiklad z toho, ze P(zp) = 0 implikuje
P(x) = P(z)— P(z0) a pouziti (1.1)) na posledné zapsany rozdil ukazuje,
ze 7 kazdého ¢lenu u stejného koeficientu ay lze vytknout = — xg. My si
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zde v8imneme predevsim toho, Ze z tvrzeni vyplyvé, Ze polynom stupné
n muze mit nejvyse n redlnych kotenu. Skutecné, jelikoz kazdy kofen x;
podle tvrzeni o kotenech vytkne z P(z) zavorku tvaru (z —x;), ddvalo by
alespon n+ 1 kofenti polynom stupné alespon n+ 1. Toto tvrzeni ziejmé
plati i kdyz pocitame koteny véetné ndsobnosti, tedy kofen g pocitame
tolikrat, kolikrat lze z P(z) vytknout zavorka (z — xg). Napiiklad poly-
nom

2® — 9zt 2523 — 2922 + 240 — 20 = (x — 2)*(z — 5)(2* + 1)
ma stupen pét a tii redlné koreny pocitdno véetné nasobnosti.

Viétovzﬂ vztahy (v ¢eské literatuie nékdy téz wvztahy mezi koreny
a koeficienty) ukazuji, jak kofeny polynomu souvisi s jeho koeficienty.
Uvazme kvadraticky trojélen 22 4+ bz + ¢ a predpokladejme, ze mé dva
(ne nutné ruzné) realné kotreny 1 a 2. Diky tvrzeni o kofenech je mozné
nas trojclen zapsat v souc¢inovém tvaru jako

22+ br4c= (x—x1)(x — 12).
Roznésobenim posledniho soucinu a porovnanim koeficientii u jedno-
tlivych mocninﬂ proménné x dostaneme rovnosti
b= —X1 — T2
c = x1T3.
Pro polynom tfettho stupné z3 + pz? + qx + r s kofeny z1, o2, x3
dostaneme stejnym postupem trojici rovnosti
pb=—T1—x2—23
q = X122 + T2x3 + 123
r= —I1x2x3.
V tomto textu si zpravidla vystacime s kvadratickymi a kubickymi
polynomy, pro uplnost vSak uvedeme i obecnou verzi pro polynom
2"+ ap_12" - -+ ayxr+ag stupné n € N, ktery ma n redlnych kofenii
z1,...,Tp. Poroznisobeni sou¢inového tvaru vyjde u mocniny z* soucet
sou¢inu pies vSechny (n—k)-tice kofenu se spravnym znaménkem, coz
muzeme formalné vyjadiit vzorcem

ap = (—1)n_k Z Tjy T,y ]z S {1,...,n},
J1<<Jn—k

! Francois Viete, 1540-1603, francouzsky matematik.
2 To, 7e z rovnosti polynomii jakozto funkei plyne rovnost viech jejich koeficienti,
si zvidavy ¢tenaf pomoci uvedeného tvrzeni o kofenech snadno rozmysli.
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kde k €{0,...,n—1}aie {l,...,n—k}.

Poznamka 2.2. Mohli bychom uvazovat obecny nenulovy koeficient
u vedouciho ¢lenu x™, ale tento pfipad lze snadno pievést na nas pfipad
vedouciho koeficientu rovného jedné (takovym polynomum fikdme moni-
cké), ktery dava o néco jednodussi formulky.

Poznamka 2.3. Zname-li koeficienty polynomu, muzeme Vietovy vzta-
hy chépat jako soustavu (nelinedrnich) rovnic pro jeho koteny. Bohuzel
tento piistup nalezeni kofenu obecné neusnadiiuje.

3 Ijlohy

Vztahy mezi kofeny a koeficienty maji celou fadu uzite¢nych dusledk.
Jak bylo naznaCeno v uvodu, my se budeme vénovat prevazné apli-
kacim na algebraické tlohy stfedoskolské matematiky, jejichz zadani
o polynomech piimo hovofit vubec nemusi, ale které piesto maji ele-
gantni fesSeni zalozené na pouziti naseho tvrzeni. Spoleénym navodem
pro v8echny nésledujici tlohy je nalézt polynom(y), uvéadéjici do souvis-
losti informace poskytnuté zadanim a tvrzeni, které je tieba dokézat.

v

gantnéjsi feseni nez to ziskané piimocafejSim postupem.

3.1 Snadné dlohy
Uloha 3.1. Nechf pro redlnd cisla a, b, ¢ plati

a+b+c>0
ab+bc+ca >0
abc > 0.

Dokazte, Ze pak jsou a, b, ¢ kladnd ¢isla.

Resend. Vyrazy objevujici se na levych strandch soustavy nerovnosti
zname z Vieétovych vztahu pro monicky polynom tietitho stupné.
Vskutku, polozime-li P(z) := (z—a)(zx—b)(z—c) = 23— (a + b+ c)x® +
(ab + be + ca)x — abe, plyne ze zadanych nerovnosti, ze P(x) < 0 pro
kazdé = < 0, takze vSechny kofeny polynomu P (coz jsou piesné zkou-
mand ¢isla a, b, ¢) jsou kladné. O
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Uloha 3.2. Nechf pro redlnd c¢isla a, b, ¢ plati

a+b+c<0
ab+bc+ca >0
abe < 0.

Dokazte, Ze pak jsou a, b, ¢ zdpornd ¢isla.

Reseni. Analogickym postupem jako v pfedchozi tloze dostaneme, ze
P(z) >0 pro x > 0, a proto kofeny a, b, ¢, polynomu P musi byt
zaporné. O

Uloha 3.3. Splriugi-li redlnd ¢isla a, b, ¢, d soustavu rovnic

a+b=c+d
ab = cd,

pak {a,b} = {c,d}.

Resend. V zadani se objevuji vrazy z Vietovych vztahii pro kvadraticky
polynom. Uvazme tedy polynomy P(z) = (z — a)(z — b) a Q(z) =
(x — ¢)(z — d). Ze zadani a Vietovych vztahu pak dostavame, ze se
polynomy P a @ shoduji ve vSech tfech odpovidajicich koeficientech,
a tedy jsou totozné. Z toho plyne, ze i dvojice a, b kofenu P musi byt
stejné jako dvojice ¢, d kofent @, coz jsme meéli dokdzat. O

Uloha 3.4. Redlnd ¢isla a £ b spliugi a*> —a = b> — b = 1. Spoctéte
a+b+ab.

Resend. Zadani mizeme preformulovat tak, ze a a b jsou rizné kofeny
polynomu P(z) = 2% — 2 — 1. Z Viétovych vztahti pak mame a +b = 1
aab= —1, takze a + b+ ab = 0. O

Uloha 3.5. T¥Fi z kofenii polynomu P(z) = 2 + az? + bx + ¢ jsou 2,
—3 a 5. Spoctéte a + b+ c.

Resend. Zadéni piimocaie vede na Vietovy vztahy pro polynom étvrtého
stupné. Ty jsme si sice explicitné neuvadéli, ale uvidime, ze v tomto
pifpadé situace neni nijak zvlast komplikovand. Zamysleme se nejprve
nad tim, kolik muze mit dany polynom P kofentu. Ze zaddni ma4 jisté
alespon tii a pomoci tvrzeni o kofenech si uvédomime, ze po vytknuti
odpovidajicich t¥i zavorek nam zbude polynom prvniho stupné, ktery ma
jisté prave jeden koten. Tedy P(z) = x* 4+ az? +br+c = (x —2)(z + 3)-
(x —5)(z — x0), kde x¢ je onen ¢tvrty kofen. Viimnéme si, ze koeficient
u 22 je nulovy, neboli 2 — 3 + 5 + z¢ = 0, ¢ili zg = —4. Pak uz snadno
spoc¢itame a+b+c = P(1)—1=(1-2)(1+3)(1-5)(14+4)—1=79. O
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Uloha 3.6. Redlnd c¢isla z, Yy, z spliuji

r+y=6
22 = zy — 9.
Dokazte, zZe x = y.

Resend. V zadané soustavé opét identifikujeme vyrazy z kvadratickych
Vietovych vztahii. Nenechdame se znejistit tim, ze mame pismeno x
jiz zabrané a uvazime polynom P(t) = (¢t — z)(t — y) v proménné ¢.
7Z Vietovych vztaht plyne P(t) = t? — 6t + 22 +9 = (t — 3)? + 22. Jelikoz
druhéd mocnina redlného (resp. nenulového realného) ¢isla je nezaporna
(resp. kladnd), mame P(t) > 0 pro vSechna redlna ¢ s rovnosti pouze
pro t = 3 a z = 0. Na druhou stranu ale vime, ze P(z) = P(y) = 0, ¢ili
dohromady dostdvame x = y = 3 a jsme hotovi. O

3.2 Obtiznéjsi ulohy
Uloha 3.7. Kladnd éisla a, b, ¢, x, y, z spliuji rovnosti

a+b+c=z+y+z,

abc = zyz,
a navic max{a,b,c} < max{x,y, z}. Dokazte, Ze
min{a, b, ¢} < min{z,y, z}.

Resend. Uvazme dva kubické polynomy P(t) = (t — a)(t — b)(t — ¢)
aQ(t) = (t—z)(t—y)(t—=z). Z Vietovych vztahu a zadanych rovnosti pak
dostavame, ze P(t) a Q(t) se v rozndsobeném tvaru mohou lisit pouze
v linedrnim ¢lenu. Existuje tedy redlné ¢islo r takové, ze P(t) = Q(t)+rt
pro viechna t € R. Grafy P a @ jsou tedy bud totozné (v pifpade r = 0),
nebo se protinaji v jediném bodé, a to pro t = 0. V prvnim z uvedenych
piipadi tvrzeni tlohy trividlné plati. Ve druhém piipadé je na kladnych
redlnych éislech jeden z polynomu vzdy vétsi nez druhy. Posledni ¢ast
zadani nam fik&, Ze nejvétsi z kofenu P je mensi, nez nejvétsi z kofenu
Q. Jelikoz oba uvazované polynomy nabyvaji od svého nejvétsiho kofene
dél pouze kladnych hodnot, dostavdme pro ¢pa, = max{z,y,z} (tedy
nejvétsi kofen Q) nerovnost P(g¢maz) > 0 = Q(¢maz)- Diky tvaze vyse
méame tedy P(t) > Q(t) pro v8echna t > 0, z ¢ehoz specidlné pro t =
Gmin = min{z,y, z} plyne, ze i nejmensi kofen P je mensi, nez nejmensi
kofen @, coz lze zapsat jako min{a,b,c} < min{z,y,z} a jsme hotovi
(viz obrézek).



Al 14

(N[

/anm \/ Grmaz

Uloha 3.8. Dokaste, e pokud pro celd nenulovd a, b, ¢ plati

b b
2124+%cz o0 2424%¢z,
b ¢ a c a b

pak uz |a| = b] = |c].

a’ 5= % + g + %

Uvazme polynom P(z) = (z — 5)(30 - g)( -%)a povs1mnéme si, ze jeho
2 S =24 04 ¢ = takze

linearni koeficient je roven T + g S+

Reseni. Oznacme si zadand (celd) Cisla r = § + ¢ +

polynom P(z) = 3 — ra? + sa: -1 ma celoc iselné koeficienty. Zaroven
vime, ze jeho kofenem je (napf.) zlomek ‘g = l , kde k a [ jsou nesoudélna.
Dosazenim dostaneme 0 = P(%) = ];—33 - Z—Q + 37 — 1. Rozsitenim ¢islem
I3 se zbavime zlomkii a mame 0 = k3 — rlk? + skl? — 3. Jelikoz k ziejmé

déli véechny séitance na pravé strané kromé posledniho, plati i k | I3.
To spolu s nesoudélnosti k£ a [ implikuje, ze £k = +1. Podobné jelikoz
I déli viechny séitance kromé prvniho, mame [ | k3, a tedy | = =1,
z ¢ehoz plyne a = +b. Analogicky ukdzeme i b = £c a tvrzen{ ilohy je
dokazano. O

Literatura

Dalsi tlohy o polynomech (resp. feSitelné s jejich pomoci) lze nalézt
napiiklad v nésledujicich textech vzniklych v rdmci seminare MKS:

o Josef Tkadlec: Proni setkdani s polynomy,
https://mks.mff.cuni.cz/library/PrvniSetkaniSPolynomyPT/
PrvniSetkaniSPolynomyPT.pdf.

e Marta Kossaczkd: Vietove vzfahy, https://mks.mff.cuni.cz/
library/VietovevztahyMK/VietovevztahyMK.pdf.
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A2 15
ULOHY S DLAZDENIM

FiLip B1ALAs

V matematické olympiddé a podobnych soutézich se ¢asto vyskytuji
kombinatorické tlohy, ve kterych je cilem do daného tutvaru vysklddat co
nejvice mensich utvaru ¢i najit pocet moznosti, jak tento utvar vydlazdit
cely. Jedna takova tloha se nachazi i v domacim kole 69. roéniku mate-
matické olympiady kategorie A:

Dokazte, Ze pocet moznosti, jak lze utvar na obrdzku vydldZdit domi-
novymi kostkami, je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominovd kostka
pokryvd vidy dvé policka sousedici stranou.)

V tomto textu rozebereme nékolik tloh, ve kterych budeme dlazdit
rovinné utvary sestavené z jednotkovych ¢tvercu jak dominy, tak jinymi
utvary. V teSeni budeme c¢asto vyuzivat triku zvany obarvovdni, ve
kterém si predstavujeme policka velkého utvaru obarvené ruznymi bar-
vami. Napiiklad pfi pokryvani Ctvereckové sité pomoci dominovych
kostek se bude velmi hodit Sachovnicové obarveni, které zapficini, ze
kazdé polozena kostka domina pokryje pravé jedno bilé a pravé jedno
¢erné policko.

1 Obarvovani

Uloha 1.1. Uréete kolika zpusoby mizeme wvysklddat dominovymi
kostkami 1 x 2 sachovnici 8 X 8 s odebranymi dvéma protéjsimi rohovyms
policky.

Reseni. Ukézeme, ze neexistuje zadny zpusob, jak tento dtvar dominy
vyskladat. Predstavme si Sachovnici s policky obarvenymi obvyklym
zpusobem bilou a ¢ernou barvou.
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Protéjsi rohy sachovnice poté maji bud oba bilou nebo oba éernou
barvu. Potfebujeme proto dominovymi kostkami pokryt 30 policek jedné
barvy a 32 policek druhé, coz ale neni mozné, nebot kazdym dominem
pokryjeme pravé jedno bilé a préavé jedno ¢erné policko. (Bilych a
¢ernych policek proto musime pokryt vzdy stejné.) O

Miuzeme si v§imnout, ze volba rozméru Sachovnice zrovna 8 x 8 byla
trochu zbytecéna a stejné feSeni by fungovalo i pro ¢tvercovou Sachovnici
s libovolnou sudou délkou strany, nebo dokonce i pro obdélnikové
Sachovnice se sudymi délkami obou stran. Pro obdélniky s jednou lichou
a jednou sudou stranou se feSeni rozbije na tom, Ze protéjsi rohy bu-
dou mit rizné barvy — muzete si rozmyslet, ze v takovych piipadech
pujde tdtvary dominovymi kostkami vzdy alespon jednim zpisobem
vyskladat. Pro obdélniky s obéma stranami lichych délek se pro ne-
existenci vyskladani dd pouzit mnohem jednodussi argument — pocet
¢tvereckl v tomto obrazci totiz neni sudy.

Pti premysleni o podobnych ulohach se proto casto hodi podivat
se i na podobné tutvary mensich rozmérti, u kterych casto umime
vyzkouSenim vSech moznosti zjistit, zda néjaké feSeni existuje anebo
i néjaké vlastnosti, které je poté mozné lehce vyuzit i pro feseni ptuvodni
vétsi ulohy. Tento postup se ale samoziejmé nedd vyuzit vzdy — rozméry
v zadani muzou byt néjakym zpusobem specidlni. V nasi tiloze ndm moc
nepomuze feSeni pro Sachovnici 3 x 3 (zatimco ivahami o Sachovnicich
2 x 2 ¢i 4 x 4 si pomoct muzeme — minimélné zvladneme zjistit, ze zadné
vyskladani neexistuje, a mozné i to, ze kdyz se snazime tutvar vyskladat
a zbudou nam jen dvé policka, tak maji v klasickém Sachovnicovém
obarveni stejnou barvu).

Sachovnici jsme obarvili klasickym zptisobem, abychom tim zapii-
¢inili, ze kazda dominové kosticka zabere jedno bilé a jedno ¢erné policko.
To, zZe je takto Sachovnice obarvena normélné je nam pii feSeni podobné
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tlohy tplné jedno a pokud bychom méli misto domin 2 x 1 jiny dtvar,
mohlo by se hodit i obarveni jiné.

Kdyz bychom chtéli néco fict o vyskladani libovolného utvaru
slozeného ze ¢tverecku pomoci kosticek 3 x 1, bylo by prirozenéjsi pouzit
jedno z obarveni tfemi barvami jako na obrazku. V takovych obarvenich
zabere kazdé 3 x 1 kosticka pravé jedno policko kazdé ze tii barev. Pokud
bychom ale zustali u klasického Sachovnicového obarveni, zabrala by
kazda kostka 2 ¢erné a 1 bilé nebo 1 ¢erné a 2 bila policka, coz by nam
vétsinou pii feSeni moc nepomohlo.

Podivejme se nyni na jednu ulohu, jejiz feSeni vyuziva pravé toto
obarveni:

Uloha 1.2. Sachovnice 7 x 7 je pokryta 16 dilky 3 x 1 a jednim dilkem
1 x 1. Jaké jsou mozné polohy dilku 1 x 17

Resend. V obarveni sachovnice na obrizku vyse je 17 bilych policek,
ostatnich barev je vzdy 16. Jelikoz kazdy dilek 3 x 1 zakryje pravé jedno
policko kazdé z barev, musi dilek 1 x 1 lezet na bilém policku.

Pokud vsak obarvime Sachovnici zrcadlové prevracené podle svislé
osy, znovu zjistime, ze dilek 1 x 1 musi lezet na bilém policku. Policek,
které byly bilé v obou obarvenich je 9. Pro kazdé z nich umime sestrojit
hledané pokryti (na obrazku jsou sestrojeny pro tii policka, ostatni se
ziskaji vhodnym otocenim nékterych z nich). O

Poznamenejme, ze piiklady validnich vyskladani Sachovnice jsou
nezbytnou soucésti feSeni. Bez nich bychom védéli jen, ze pro dilek
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1x 1 na libovolném policku rizném od téchto deviti Sachovnici vysklddat
nelze, ale o ostatnich bychom nevédéli vitbec nic. Sachovnicové obarveni
tedy neni jediné mozné, nicméné diky své jednoduchosti je v tlohach asi
nejpouzivanéjsi.

2 Nepocitani

Podivejme se nyni na zjednodusenou verzi tlohy z tvodu:

Uloha 2.1. Ukazte, Ze pocet zpusobu, jak vysklddat tdtvar na obrdzku
dominy 1 X 2 je roven druhé mocniné néjakého celého ¢isla.

A|B|C|D

Resend. Policko B musi byt v kazdém vysklddani pokryto dominem,
které spolecné s nim obsahuje policko A nebo policko C. Pokud by ale
ono domino obsahovalo policka B a C, zustal by ndm na levé strané
lichy pocet policek, které uz nelze dominy vysklddat. Proto v kazdém
vyskladdni dominy musi lezet jedno domino pies policka A, B. Poté lehce
vidime, ze domino, které obsahuje policko C', musi obsahovat i policko D.

Oznaéme nyni k pocet zpusobt, jak vysklddat neoznacena policka
v levé ¢dsti obrdzku. Utvar vpravo je uplné stejny, takze pocet
zpusobu, jak vysklddat jej, bude také roven k. Pii vysklddavani celého
obrazce muzeme tyto zpusoby libovolné kombinovat, takze celkovy pocet
vyskladani je roven k - k = k? (ke kazdému z k vyskldddni levé césti
muzeme zvolit libovolné z k vyskladani pravé ¢dsti). O

Vsimnéte si, ze k vyfeSeni ulohy nebylo vibec potieba spocitat
presny pocet vyskladani. V tomto piipadé je mozné celkem lehce ukazat,
ze k% = 16. Ale pokud by ttvar v zadani byl jen o trochu vétsi, uz by
se mohlo stat, ze by pocet vyskladani Sel spocitat pouze s pouzitim
pocitace, a ani to ne vzdy. To ndm ale v niéem nebrani o vysledka néco
zajimavého Fict, aniz bychom ho pfesné spocitali.

3 Zaver
Obarvovani ndm umozinuje nékdy elegantné ukazat, ze nékterda pokryti

nejde sestrojit. Casto je ale potieba jej pii feseni dané tlohy pouzit
chytie nebo ho zkombinovat i s dalsimi triky.
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GEOMETRICKE NEROVNOSTI

RADOVAN SVARC

Cilem tohoto textu je ukézat nékteré zakladni techniky, které se
pouzivaji pii dikazech geometrickych nerovnosti. V prvni kapitole
budeme zkoumat pouziti trojihelnikové nerovnosti, v druhé pak vyuziti
obsahti pfi préaci s geometrickymi nerovnostmi. Text je koncipovany jako
obecny tvod do technik v ptikladech tohoto typu, vznikl v8ak jako po-
mocny k tloze 69-A-1-3 matematické olympiddy, kterd zni:

Uvniti stran AB a AC daného trojihelnika ABC' jsou po tadé zvo-
leny body P a Q. Oznacme R prusecéik primek BQ a CP a p, q, r
postupné vzddlenosti bodu P, QQ, R od primky BC. Dokazte, Ze plati

1 1 1

o>
poa

Pro jednoduchost zapisu budeme v celém textu znacit jako a, b, ¢
délky stran BC, C A, AC, kdykoliv se objevi trojihelntk ABC.

1 Trojihelnikova nerovnost

Zakladni technikou nejcastéji pouzivanou v geometrickych nerovnostech
je zndma trojuhelnikova nerovnost:

Véta 1.1 (Trojuhelnikova nerovnost). V' kazdém trojihelniku ABC
plati a +b > ¢, b+c¢ > a ac+ a > b. Obecné pro libovolné tii body
X, Y, Z v roviné plati | XY |+ |YZ| > |ZX|, kde rovnost nastdvd je
tehdy, kdyz X, Y, Z lezi na primce v tomto porady.

Casty zpusob dukazii geometrickych nerovnosti pak je pouziti
trojuhelnikové nerovnosti na spravné zvoleny trojuihelnik. To si nyni
ilustrujme na piikladech.

Uloha 1.2. Necht mq, mp, me jsou délky tézinic v trojuhelniku ABC.

Pak
3
1(a+b+c)<ma+mb+mc<a+b+c.

Reseni. Nechf G je tézisté trojuhelniku ABC. Protoze tézisté lezi ve
dvou tfetindch téznice, plati |[AG| = %ma, |BG| = %mb, |CG| = %mc.
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7 trojflhelnikové nerovnosti aplikované na trojihelnik AGC dostaneme
2(mq + me) = |AG| +|GC| > |AC| = b. Analogicky dostaneme 2(my, +

me) > aa %(ma + my) > c. Settenim téchto tif nerovnostl dostaneme
g(ma +mp+me) > a+b+c. Po vynasobeni této nerovnostl dostaneme
prvni z dokazovanych nerovnosti.

B

B/

Déle nechf B’ je bod takovy, ze ABCB’ je rovnobéinik. Protoze
uhlopficky v rovnobézniku se puli, je BB’ dvakrat delsi téznici, takze
|BB'| = 2my,. Zarover, protoze rovnobéznik mé protéjsi strany stejné
dlouhé, plati |CB’| = |BA| = c. Takze z trojuhelnikové nerovnosti apli-
kované na trojihelnik BC'B’ plyne a+c¢ = |BC|+|CB'| > |BB'| = 2my,.
Analogicky dostaneme a + b > 2m. a b+ ¢ > 2m,. Sectenim téchto tii
nerovnosti dostaneme 2a + 2b + 2¢ > 2mg, + 2my + 2me, Gllia+ b+ ¢ >
mgq + mp + me, coz je presné druha z pozadovanych nerovnosti. O

Véta 1.3 (Ptolemaiova). Necht A, B, C, D jsou étyri body v roviné.
Pak plati
|AC|-|BD| < |AB|-|CD|+ |AD| -|BC].

Resend. Nechf M je bod takovy, ze trojihelniky CMB a CDA jsou
piimo podobné. Pak ‘ch]\é‘ % a plati |[ZBCM| = |£ZACD)|. Protoze
thly BCM a DCM a tihly ACD a ACB se bud oba lisf o tthel BCD,
nebo se oba séitaji na dhel BCD, musi byt i [ZDCM| = |LACB|.

7 toho, a vztahu “%]g" = \ig, je diky vété sus trojuhelnik DC'M podobny
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trojihelniku AC B. Z podobnosti trojihelniki CM B a C D A dostaneme

vztah |BM| = % a z podobnosti trojihelniki DCM a ACB

vztah |[MD| = %. Pak diky trojihelnikové nerovnosti aplikované
na (moznd degenerovany) trojuhelnik BM D dostédvame

|BC| - |AD| n |CD|- |AB|

BD| < |BM MD| =
IBD| < |BM]|+|MD| = = e

Pienasobenim této nerovnosti délkou | AC| dostaneme presné pozadovanou
nerovnost. O

Poznamka 1.4. Rovnost v piedchozi nerovnosti nastava bud tehdy,
kdyz ABCD je tétivovy ¢tyiihelnik, nebo kdyz tyto body lezi na jedné
pifmce, a to bud v poiadi A, B, C, D, nebo v poiadi A, D, C, B.

2 Obsahy v geometrickych nerovnostech

Dalsim dulezitym prvkem objevujicim se v geometrickych nerovnostech
je vyuziti obsahu. Nejcastéji se vyuziva vyjadieni obsahu trojihelnika
jako sou¢inu %, kde h, je délka vysky na stranu a, ale nékdy se objevuji
i jiné zpusoby, napiiklad pomoci vyjadieni %, kde v je thel mezi
stranami a a b. Obcas se dokonce da pouzit i tzv. Hérénuv vzorec pro
obsah trojuhelnika, ktery vyuziva pouze délek stran:

Vie+b+e)(—a+b+e)a—b+c)(a+b—rc)
4

Uloha 2.1. Necht hq, hy a he jsou délky vysek v trojuhelniku ABC'. Pak

1,11
ha he hy
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Resend. Nechf S znaci obsah trojihelniku ABC. Pak plati 25 = ah, =
bhy = che.

7 trojihelnikové nerovnosti a + ¢ > b pak plyne % + % > % Po
vydeéleni 2.5 dostaneme pozadovany vysledek.

Uloha 2.2. Necht P je bod wvnitt trojuhelnika ABC. Paty kolmic z P
na primky BC, CA a AB nazveme postupné X, Y a Z. Ukazte, Ze

|AP|-|BP|-|CP| > 8|PX|-|PY|-|PZ|.

Resend. Oznaéime-li B’ patu vysky z vrcholu B a hy délku této vysky,
plati |[BP| + |PY| > |BY| > |BB’| = hp, kde druhé nerovnost plyne
z toho, ze trojihelnik BB'Y je pravothly a BY je v ném piepona.

Necht Sapc zna&i obsah trojihelnika ABC a podobné pro dalsi
trojuhelniky. Vyuzijeme vztahu Sapc = Sapp + Sppc + Scpa a dosta-
neme a-|PX|+b-|PY|+c-|PZ| =2(Sap+Sppc+Scpa) =2Sapc =
bhy < b-|BP|+b-|PY|. Z toho poskrtanim stejnych ¢lenu na obou
strandch a pouzitim AG nerovnostiﬁ dostaneme

b-|BP|>a-|PX|+c-|PZ| > 2\/ac-|PX|-|PZ|.

Analogicky dostaneme nerovnosti a - |[AP| > 24/bc-|PY|-|PZ|
a c-|CP| > 2y/ab-|PX]|-|PY]. Vyndsobenim téchto ti{ nerovnosti
dostaneme

abc - |AP|-|BP| - |CP| > 8abc|PX| - |PY| - |PZ|.

Zkracenim abc dostaneme pozadovany vysledek. O

B Y

3 O AG nerovnosti se podrobnéji dozvite v jedné z nasledujicich kapitol.
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MODULARNI ARITMETIKA

MIRKO ROKYTA

1 Uvod

Jednou z oblibenych kategoriif matematickych problémi jsou ilohy sou-
visejici s modularni aritmetikou. Modularni aritmetika aneb ,,pocitani
s kongruencemi® je aritmetika, ktera je definovdna pouze na prvcich
néjaké konetné mnoziny (tim se rozumi, ze i vysledky piislusnych
aritmetickych operaci budou prvky oné koneéné mnoziny). Typickym
predstavitelem takovéto koneé¢né mnoziny je mnozina zbytkovych trid,
ztotoznujici v8echna c¢isla, kterd pri déleni danym prirozenym cCislem
dévaji stejny zbytek. Napiiklad pii déleni celych ¢isel éislem 5 muzeme
dostat pouze zbytky 0, 1, 2, 3, 4, coz vede ke ztotoznéni napiiklad ¢isel 3,
8,13,18,23,...,alei —2, =7, —12, ..., nebot vSechna tato ¢isla ddvaji
pii déleni péti stejny zbytek, konkrétné 3. Zminénd ¢isla proto vytvareji
zbytkovou tridu, oznacovanou symbolem ,,3“. Pokud tedy v tomto smyslu
nahlizime na mnozinu M = {0,1,2,3,4} jako na mnozinu zbytkovych
tfid, predstavujeme si pod symbolem ,3“ nejen onu trojku, ale také
vSechna ¢isla s ni ekvivalentni — déavajici pti déleni 5 také zbytek 3.
Presnéji je tato ekvivalence vymezena v definici
Uloha 69-A-I-4 matematické olympiady ma nésledujici zadani:

Rekneme, Ze podmnoZina P mmoziny M = {1,2,3...,42} je
polovicatd, pokud obsahuje 21 prvki o kazdé ze 42 cisel v mnoZindch
PaQ={7=x ‘ x € P} davd pri déleni éislem 43 jinyg zbytek. Urcete
pocet polovicatych podmnozZin mnozZiny M.

Je vidét, ze tato uloha pracuje s pojmem zbytku pii déleni, nebude
tedy na skodu se se zminénou modularni aritmetikou trochu seznamit.

2 Modularni aritmetika
Definice 2.1. Uvazujme a,b € Z, n € N, a ozna¢me symbolem

@& mod n* zbytek pii déleni ¢isla a CGislem n Rekneme, Ze a je kon-
gruentni s b modulo n, pokud je a mod n = b mod n, tedy pokud je

4 Pfipomerime, Ze zbytek pfi déleni pFirozenym &islem je vidy nezéporny, tedy
napiiklad (—12) mod 5 # —2, pfestoze plati (—12) = (—2)-5 — 2. Spravneé je (—12) =
(—=3)-5+ 3 a tedy (—12) mod 5 = 3.
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zbytek pii déleni a/n a b/n tentyz. Piseme:
a=b (modn).

Pro dalsf ivahy je dobré si rozmyslet nasledujici ekvivalenci, platnou
proa,beZ,neN:

a="b (mod n) = n|(a—b), (2.1)

kde n } (a — b) oznacuje jako oby¢ejné to, ze n déli beze zbytku vyraz
(a—b). Skutecné, a = b (mod n) znamend, ze a i b davaji stejny zbytek
pii déleni ¢islem n, tedy ze existuji mi,mg € Z, z € {0,1,...,n—1},
takova ze a = min+z, b = mon+z. Potom ale a—b = (m1—m2)n, a tedy
n ‘ (a—b). Pokud naopak n } (a—0), existuje k € Z, ze a—b = kn. Pokud
b dava pii deéleni ¢islem n zbytek z; € {0,1,...,n—1}, je b = mn + z;
pro néjaké m € Z, a tedy a = kn + b = (k + m)n + z; dava pii déleni
¢islem n tentyz zbytek. O

Pro ¢tenaie mame v této chvili dvé dobré zpravy. Ta prvni zni, ze
s moduldrnim poc¢itanim mé kazdy z nas zkuSenosti uz od velmi raného
veku: vyrok 14 = 2 (mod 12) neni nic jiného, nez ze 14 hodin jsou dvé
hodiny (odpoledne), piipadné 22+ 7 =5 (mod 12) znamend, ze je-1i 22
hodin, tak za 7 hodin bude 5 hodin (rdno). Druhd dobrd zprava je, ze
s¢itani, odecitani, ndsobeni i umocnéni kongruenci je pomérné snadné,
o ¢emz mluvi nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.2. Necht pro ay, by, a2,bs € Z,n € N, platia; = by (mod n),
as = by (mod n). Potom

(a1 + az) = (b1 + b) (mod n)

(a1 —az) = (b — b) (mod n)

(a1 - a2) = (b1 - be) (mod n)
af = bt (mod n) pro k e N.

Dukaz. Vyuzijeme (2.1). Protoze je a; = by (mod n), existuje k; € Z
takové, ze a1 — by = nky, podobné existuje i ko € Z takové, ze as — by =
nks. Pak ovSsem plati

(a1 + az) — (by + b2) = n(k1 + k2),

tedy n deéli (a1 + az) — (b1 + b2), coz ovsem opét podle (2.1)) znamena,
ze (a1 + a2) = (b1 + b2) (mod n).
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Podobnym zptsobem ukézeme i dalsi tvrzeni, vzdy staci ovérit, ze
n déli rozdil vyrazl, o kterych chceme dokézat, ze jsou kongruentni
modulo n. Diukaz kongruence rozdilu ponechdvame ¢tenaii, pro souéin
dostaneme:

ajaz —biby = aj(ag —be) +ba(a; —b1) = aynks +bank; = n(aiky + beky),

¢imz jsme ovéerili kyzenou délitelnost n’(alag — bibg). Vztah a}f =
b% (mod n) plyne snadno indukci podle k € N s vyuzitim pravidla
o nasobeni. n

Priklad 2.3.

e Protoze je 14 = 2 (mod 12), a 23 = 11 (mod 12) (pfipomenme
si, ze pocitdni modulo 12 je vlastné pocitani ¢asu na klasickém
ciferniku s 12 hodinami), muzeme 14 + 23 (mod 12) spocist také
jako 2 + 11 (mod 12). Tedy je 14 +23 =2+ 11 = 13 = 1 (mod
12). Podobné je 14-23 =211 = 22 = 10 (mod 12).

e Zmalost tohoto typu poc¢itani ndm muZze pomoci napiiklad pfi
odvozeni nékterych znamych pravidel pro délitelnost. Symbolem
a = Gpan_1---aiag, a; €{0,1,...,9}, ap # 0, oznacime dekadicky
zapis ¢isla a € N, které vznikne tak, Ze ,za sebe zapiSeme“
postupné cifry a,,an,_1,...a1,a0; tedy v tomto znac¢eni bychom
napiiklad ¢&fslo a = 347 zapsali jako a = 347 s ciframi ay = 3,
a1 =4, ag = 7. Ctenéf jisté nahlédne, 7e jina forma zapisu téhoz

3
je a = 3-1024+4-10' + 7 = 3 ax10*. Zkoumame-li délitelnost

k=0
n

a=>Y, a;10% napiiklad éislem 3, zajima nas zbytek pii déleni a
k=0

n
trojkou, tedy > ax10¥ mod 3. To spoéteme postupné takto:
k=0

10=1 (mod 3)
= 10F = 1% (mod 3), ke Nu {0},
= ar10F = q, (mod 3),  a; € {0,...,9},

n n
= Z ap10F = Z ay, (mod 3).
k=0 k=0

Posledni rovnost lze ¢ist tak, ze ¢islo a dava pii déleni ¢islem 3
stejny zbytek jako davé pii déleni 3 ciferny soucet ¢isla a. Specidlné
tedy je a délitelné tfemi, pokud je tfemi délitelny jeho ciferny
soucet.
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Toto (zndmé) pravidlo si moznd zaslouzi, aby bylo zachyceno
v samostatném tvrzeni, spolu s dal§imi dvéma neméné zndmymi
pravidly.

Tvrzeni 2.4. Méjme a € N, jehoZ dekadicky zdpis je @pan,—1 - - aiag,
a; €{0,1,...,9}. Potom plati:

e Cislo a je délitelné tremi prdvé tehdy, kdyz je délitelné tiemi ¢islo
ap + a1 + -+ + ap, (tedy ciferny soucet ¢isla a). Dokonce plati, Ze
obé cisla ddvaji pri délent tFremi stejné zbytky.

o Cislo a je délitelné deviti prdvé tehdy, kdyz je délitelné deviti ¢islo
ag+ a1 + -+ + an (tedy ciferny soucet éisla a). Dokonce plati, Ze
obé cisla ddvaji pri déeleni deviti stejné zbytky.

e Cislo a je délitelné jedendcti prdvé tehdy, kdyz je délitelné jedendcti
éislo ap— a1 +ag—- - -+ (—1)"a,,. Dokonce plati, Ze obé ¢isla ddvaji
pri délend jedendcti stejné zbytky.

Drikaz. Délitelnost tfemi je studovana v predchozim piikladu. Pro
délitelnost deviti resp. jedendcti se pouzije naprosto stejny postup.
V pripadé délitelnosti deviti lze dikaz ponechat ¢tenéri jako procviceni
toho, ze dukaz pro trojku pochopil, pro jedendctku pouzijeme stejny
postup:
10 = —1 (mod 11) = 10* = (=1)* (mod 11), k € NU {0},
= a;10F = ax(—1)* (mod 11), a;, € {0,...,9},
n n
= > apl0F = 3 ap(—1)* (mod 11). O
k=0 k=0
Cviceni 2.5. Ukazte, ze ¢islo a je délitelné sedmi, pokud je délitelné
sedmi i ¢islo, vzniklé z a oddélenim posledni cifry, od kterého se
poté odecte dvojnésobek této posledni cifry. (Napiiklad pro ¢islo 203
spocteme 20 — 2-3 = 14. Protoze 14 je délitelné 7, je i 203 délitelné 7.)

Ndvod. Piste a = 10n+m = 7(n 4+ m) + 3(n — 2m). O

3 Neékolik dalsich priklada

Uloha 3.1 (63-A-1-1/N2). Zjistéte, kdy pro tii prvocisla p, g, r ma rozdil
A—B,kde A= (p+1)(¢+1)(r+1), B = pgr, hodnotu, ktera pii délen{
Sesti dava zbytek 3.



A4 31

Diikaz. S ohledem na vyjimecnost prvocisla 2 je ¢asto dobré zkusit, zda
by nékteré z p, ¢, mohlo byt rovno dvéma. To by znamenalo, ze soucin
B = pgr je sudy. To ale znamend, ze A = (p+ 1)(¢ + 1)(r + 1) je liché,
nebot v opa¢ném piipadé by nemohlo platit A—B = 3 (mod 6). Pak jsou
ale i vSechna ¢isla (p+1), (¢+1), (r+1) licha, a tedy vSechna ¢isla p, ¢, 7
jsou suda. Protoze jsou to prvocisla, musi byt p = ¢ = r = 2. Pak ale
dostavame, ze (p+1)(¢+1)(r+1) —pgr =27-8=19=1 (mod 6), coz
nevyhovuje zadani. Pravé jsme tedy ukézali, ze zadné z p, q,r nemuze
byt rovno 2 a mohou to tedy byt jen licha prvocisla.

Protoze je A— B =3 (mod 6), je A— B je délitelné tfemi. Ukazeme,
ze i B = pqr je délitelné tfemi. Pro spor predpokladejme, ze tomu tak
neni, tedy ze pqr ttemi délitelné neni. To ovSem znamenad, ze ani zadné
z ¢isel p,q,r neni délitelné tfemi, coz dale implikuje, ze ani A = (p +
1)(¢+1)(r + 1) neni délitelné tfemi — to plyne z toho, ze A — B je tfemi
délitelné. Cisla p,q,r ale nemohou pii déleni tfemi davat zbytky 2, to
by (p+1),(¢g+1),(r+1) (atedy i A) byly délitelné tFemi. Proto plati

p=1 (mod 3), =1 (mod 3), r=1 (mod 3), tj.
p+1=2 (mod3), ¢g+1=2 (mod3), r+1=2 (mod 3).
Celkové tedy pro A — B podle pravidel modularni aritmetiky plati:
(p+1)(g+1)(r+1)—pgr=2-2-2—1-1-1=1 (mod 3),

coz je spor, ktery dokazuje, ze pqr je délitelné 3.

Vime tedy uz, ze zadné z p, ¢, r neni sudé a ze pqr je délitelné tiemi.
Alespoii jedno z &isel p, q,r musi byt proto rovno &slu 3, necht je bez
ijmy na obecnosti p = 3. Z lichosti pqr pak plyne, ze pgr neni délitelné
Sesti, tedy pgr = 3 (mod 6) a podle zadani musi tedy byt

(p+1)(g+1)(r+1)=4(g+1)(r+1)=0 (mod 6),

tedy je délitelné Sesti. Zadné z g, r nenf sudé, tedy zadné z (g+1), (r+1)
neni liché a specidlné tedy nemiuze byt lichym nasobkem tii. Tedy aspon
jedno z nich musi byt délitelné Sesti: necht je napiiklad q + 1 = 6k, tj.
q = 6k — 1 pro néjaké k € N.

Odvodili jsme, ze ma-li trojice prvocisel p,q,r spliiovat podminky
tlohy, musi byt nutné p = 3, ¢ prvocislo tvaru 6k — 1, a r libovolné liché
prvocislo. Ukazeme, ze kazdd takova trojice uz podminky tlohy opravdu
spliiuje. Skutecné, je A = (p+1)(¢+1)(r+1) = 4-6k-(r+1) =0 (mod 6),
a B =pgr=3-(6k—1)-r =3 (mod 6), nebot je to lichy ndsobek t¥{.
Celkem tedy A—B = 0—3 =3 (mod 6), coz jsme chtéli ukdzat. Vechna
feseni ulohy jsou tedy (az na moznou zdménu poradi) trojice p, g, r, kde
p =3, q prvocislo tvaru 6k — 1, a r libovolné liché prvocislo. ]
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Uloha 3.2. Méjme mnozinu M, :={1,2,3,...,p—1}, kde p je prvoéislo.
Bud' dale n € N nesoudélné s p, a uvazujme mnozinu

My, := {nmodp, 2nmod p, 3nmodp, ..., (p—1)nmodp}. (3.1)

Ukazte, ze mnoziny M, a M, , obsahuji tytéz prvky, tedy Ze seznam
prvki mnozin My, a M, je az na pofadi tentyz.

Diikaz. Z definice mnoziny M, , plyne, ze m € {0,1,2,3,...,p — 1}
pro vsechna m € M, ,. UkdZeme, Ze vSechny prvky M, , jsou nenulové
a zadné dva se nerovnaji. Z téchto dvou fakti uz bude plynout
pozadované tvrzeni.

a) Pokud by pro néjaké k € {1,2,3,...,p — 1} platilo kn = 0 (mod
p), znamenalo by to, ze kn je délitelné p. To v8ak neni mozné, protoze
k < p, an jes pnesoudélné.

b) Necht pro néjaka k,¢ € {1,2,3,...,p—1} plati kn = ¢n (mod p).
(Bez ijmy na obecnosti necht je k > £.) To vsak znamend, ze (k —{)n je
deélitelné p, coz ovsem (podobné jako v predchozim pfipadé) neni mozné,
protoze k —{ < p a n je s p nesoudélné. ]

Cviceni 3.3. Ve znaceni z pfedchoziho piikladu uvazujte mnozinu
My = {1,2,3,...,10}. Ukazte, ze jako prvky Mj;3 dostaneme po-
stupné ¢isla 3,6,9,1,4,7,10,2,5,8. Mnoziny M11 a M1 3 tedy skutecné
obsahuji tytéz prvky. Co by se stalo, kdybychom pii definici mnoziny
M, , nevyzadovali nesoudélnost n a p? Zkuste si spocitat, jak by vy-
padaly napiiklad prvky mnoziny Ms 10.

Priklad 3.4. Mé&jme opét mnoziny M, a M, ,, kde p je prvocisloan € N
nesoudélné s p, jako v tloze Protoze obé zminéné mnoziny obsahuji
az na poradi tytéz nenulové prvky, musi byt soucin vSech prvka M,
roven soucinu vsech prvkia M, ,. To ovSem podle pravidel moduldrni
aritmetiky a s ohledem na (3.1) znamena, ze

1-2:3---(p—1)=n-2n-3n...(p—1)n (mod p),
(p—1)! = n~(p—-1)! (mod p).

Odtud plyne pomérné zndmy vztah n?~! =1 (mod p), viz téz [MF].

Literatura
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ULOHY NA MNOZINY BODU
DANYCH VLASTNOSTI

DaviD HRUSKA A MIRKO ROKYTA

1 Uvod

Jednim ze zékladnich typi geometrickych tloh jsou tlohy hledajici
klad uloha 69-A-I-5 se pta, jak pro dané ruzné body A a O wvypadd
mnoZina ortocenter (tj. pruseciku vysek) vsech trojuhelniki ABC, pro
néz je O stredem kruznice opsané. Podobné pfimé otdzky na mnozinu
bodu danych vlastnosti nejsou v olympiddnich problémech zastoupeny
tak casto, ale objevuji se jako diléi soucdsti velmi mnoha tloh. Vezméme
si tfeba ty konstrukéni: méme-li zkonstruovat trojihelnik o danych
délkach stran, zvolime (narysujeme) usecku spravné délky predstavujici
jednu stranu trojuhelnika a jeho tfeti vrchol sestrojime jako prusecik
kruznic se stiedy v prvnich dvou vrcholech a odpovidajicimi polomeéry.
Uloha miize mit vice FeSeni a také nemusi mit z4dné feseni. Pfi kon-
strukci vyuzivame jednoduché pozorovani, ze mmnozina bodua roviny
v pevné vzddalenosti od daného bodu je kruznice. Také v dukazovych
ulohach ¢asto znalosti o dulezitych mnozindch bodu vyuzivame.

Ve zbytku tohoto textu uvedeme dvé dalsi zakladni tvrzeni a mimo
jiné s jejich pomoci vyresime nékolik vesmés jednoduchych, ale zajima-
vych nebo z hlediska olympiddni geometrie pou¢nych tloh. Nebude-li
feCeno jinak, budeme pod mnozZinou bodu vzdy rozumét mnozinu bodu
v roviné.

2 Teorie

Tvrzeni 2.1. MnoZina bodi stejné vzddlenych od dvou rizniyjch bodu
A a B je osa usecky AB, tedy kolmice na AB prochdzejici stiedem
usecky AB.

Tvrzeni 2.2 (Véta o obvodovém dhlu). MnoZina bodu, ze kterych je
vidét dand usecka AB pod danym uhlem o, je dvojice kruznicovijch
obloukt symetrickyjch podle primky AB s krajnimi body A, B. Specidlné
pro ¢ = 90° je hledanou mnozZinou kruznice nad primérem ABE]

5 Toto tvrzeni se obvykle nazyva Thalétova véta.
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3 Rozcvicka

Nasledujici dvé tlohy neobsahuji zddnou netrividlni myslenku, je vSak
na nich dobfe vidét, Ze se nesmime pii hledani vSech feSeni undhlit.

Uloha 3.1. Jsou ddny rizné body A, B. Najdéte mnoZinu vsech bodi C
tak, aby trojuhelnik ABC byl ostrouhly.

Resend. Je snadno vidét, ze bod C musi lezet uvniti pasu daného
kolmicemi na tsecku AB vedenymi jejimi krajnimi body. Tim ovSem
kontrolujeme pouze velikost ihlut CAB a CBA. Z Thalétovy véty plyne,
ze thel AC'B je ostry, pravé kdyz C' lezi mimo kruh nad prumérem AB.
Odebereme-li tedy tento kruh (véetné hrani¢ni kruznice) ze zminéného
pasu (ktery rovnéz neobsahuje hrani¢ni piimky), dostaneme hledanou
mnozinu. [

Uloha 3.2. Jsou ddny rizné body A, B. Najdéte vsechny primky p,
jejichz vzddlenost od A je stejnd jako od B.

Resend. Vsechny pifmky rovnobézné s AB ziejmé maji danou vlastnost.
Jsou to vSak vsechny takové piimky? Nejsou, nesmime zapomenout na
osu tsecky AB. Je ted jiz vycet kompletni? Oznaéme P4 a Pg po fadé
paty kolmic na p vedenych body A a B. Dand podminka je zfejmé ekvi-
valentni rovnosti |AP4| = |BPg|. Rozeberme si situaci podle vzajemné
polohy bodu A, B a néjaké z hledanych piimek p.

Prochézi-li p alespon jednim z danych bodu, musi to uz byt samotna
piimka AB, aby spliiovala danou podminku. Lezi-li A i B ve stejné
poloroviné dané piimkou p, pak jelikoz jsou ZAPAsPp a /BPpPy pravé
uhly a |AP4| = |BPg|, musi byt ¢tyiihelnik ABPpP4 obdélnik, a tedy
p musi byt rovnobézna s AB. Pokud A a B lezi v ruznych polorovinach
uréenych piimkou p, oznatme prusecik piimky p a usecky AB jako X.
Podobné jako v minulém piipadé dostdvame ze shodnosti pravych a
vrcholovych uhlu podobnost trojihelniku X P4A a X PgB, kterd musi
byt diky podmince |AP4| = |BPp| dokonce shodnosti. Z |AX| = |BX]|
plyne, ze p musi prochézet stiedem usecky AB. Jednou takovou piimkou
je zminéna osa usecky AB, ale ziejmé i vSechny ostatni takové piimky
splnuji zadani. Nyni uz muzeme s jistotou prohlésit, ze vsechny hledané
piimky jsou rovnobézky s AB spolu se viemi piimkami prochdzejicimi
stfedem tsecky AB. O
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4 Ulohy

Uloha 4.1. Po ramenech pravého thlu se pohybuji body A, B tak,
Ze usecka AB md konstantni délku. Uréete mmnoZinu vsech stredu
usecek AB.

Resend. 7 Thalétovy véty plyne, ze pro kazdou polohu boda A, B lez
vrchol V' zminéného pravého tihlu na kruznici nad prumérem AB, jejiz

stfed (coz je zaroven i st¥ed usecky AB) ma od V' konstantni vzdalenost

AB o . L .. -
rovnou % Hledanou mnozinou je tedy ¢tvrtkruznice se stifedem ve V

|AB]

a polomérem =, viz obr. 1.

Obr. 1

O]

Uloha 4.2. Je ddna tisecka AB. Uréete mnoZinu obrazi bodu A v 0sové
soumeérnosti podle libovolné primky prochdzejici bodem B.

Resend. Necht pifmka p; prochdzi bodem B, A} je pata kolmice z A
na p; a A; je osovy obraz A pies pi, viz obr. 2. Diky definici osové
soumérnosti je A} je stiedem tusecky AA; a diky pravému dhlu lezi na
(Thalétové) kruznici nad prumérem AB (ozna¢me ji k). Vsechny hledané
body Aj, ziskané pomoci piimek p; tedy dostaneme tak, ze dvakrat
vzdalime ngjaky bod na kruznici & od bodu A. Geometrické zobrazeni,
které presné toto déla, je stejnolehlost, v tomto piipadé se stiedem A
a koeficientem 2 (nékdy se takové zobrazeni znaci H(A,2)). Vsechny
hledané body tedy lezi na obrazu k v této stejnolehlosti, coz je kruznice
se sttedem v B a prochéazejici bodem A. Nyni musime jeSté ovérit, ze
kazdy bod na této kruznici mé pozadovanou vlastnost. To lze nahlédnout
zpétnym postupem: pro dany bod X na kruznici k(B,|AB|) vezmeme
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stted S tsecky AX, ktery lezi na k, takze tthel ASB je pravy, a proto
je X obrazem bodu A v osové soumeérnosti podle piimky BS. O

Obr. 2
Uloha 4.3. Polem vede rovnd cesta, po které se rozjel autobus. Kde

must clovek stdt, aby autobus dostihl, pokud bézi stejnou rychlosti, jakou
autobus jede? A co kdyby bézel jen poloviéni rychlosti?

Resend. Uvazme libovolny bod X na silnici, do kterého autobus teprve
dojede ze svého vychoziho bodu A, mluvime tedy o polopiimce AX.
Mnozina bodu, ze kterych Ize autobus dostihnout v bodé X, je kruh se
stfedem v X a polomérem |AX| véetné své hrani¢ni kruznice. Vechny
tyto kruhy jsou obsazeny v (té spravné) poloroviné p dané kolmici na sil-
nici vedenou bodem A, do které z jeho hrani¢ni piimky (zminéné kolmice
na silnici) zapoé¢itdme jen bod A. Ozna¢me tuto mnozinu (otevienou
polorovinu a bod A) jako M. Uvahou s kruhy jsme dokéazali, ze z zadného
bodu mimo M nelze autobus dostihnout. Na druhou stranu z kazdého
boddﬂ B # A mnoziny M autobus umime dostihnout pfimym béhem
plnou rychlosti do priseéiku silnice s osou usecky AB — ten je totiz stejné
vzdélen od autobusu jako od dobihace a lezi na silnici ve sméru jizdy
autobusu.

6 Stojime-li v bodé A, tak jsme jiz oviem autobus ,dobéhli“, aniz jsme byli nuceni
se pohnout.
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Podobny piistup muzeme zvolit i v piipadé, kdy bézime poloviéni
rychlosti nez jakou jede autobus. Hledanou mnozinou je opét sjednoceni
uzavienych (hrani¢ni kruznici obsahujicich) kruhu se stfedy v bodech
X polopiimky, kterou se autobus chysté projet, a s polomeéry |AX|/2,
viz obr. 3a. Pro bod dotyku B (resp. C) te¢ny, spusténé na hrani¢ni

kruznici z bodu A, plati |BX| = |CX| = |AX]|/2. Protoze je ihel ABX
pravy, plati pro thel « = ZBAX vztah sina = % = %,
a = 30°. Oznatme proto jako M uzavieny thel (tj. véetné obou jeho

ramen) o velikosti 60° s vrcholem bodé A, jehoz osou je silnice AX.

a tedy

Obr. 3a

Z bodu A lze autobus ,dostihnout“ ve stejném smyslu jako jsme zminili
v pfredchozim pfipadu. Pokud libovolnym bodem B # A uvnitf & na
hranici M vedeme kolmici na (to sprdvné) rameno thlu, kterd protne
AX v O, snadno podobné jako vyse spocitdme, ze B lezi uvnitf ¢ na
hranici kruhu se sttedem v O a polomérem |AO|/2 (neboli pohybem
z B po této kolmici nebudeme v O pozdéji nez autobus). Pokud na
druhou stranu je mozno z bodu B dostihnout autobus v bodé O, lezicim
na polopifmce AX, je nutné |BO| < |AO|/2, tedy B lezi v uzavieném
kruhu o sttedu O a poloméru |AO|/2, ktery je vsak podmnozinou M. [

Poznamka 4.4. Zajimavym dopliujicim problémem je popsat vSechny
mozné piimé cesty, po kterych lze autobus dostihnout z bodu B €
M\ {A}. Pomuzeme si analytickym vypoc¢tem. Zvolme A = [0,0],
ozna¢me B = [b1,b2] a x = |AO|, kde O je bod na ose thlu, ve
kterém je mozno autobus dostihnout. Nutnou a postacujici podminkou
dostizeni autobusu je podle predchozi tlohy |BO| < |AO|/2, tedy

(b1 —x)2+b3 < z/2. To dd po upravé kvadratickou nerovnici
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322 — 8byz + 4(b? + b2) < 0. Snadno lze spoéist, ze piislusnd rovnice ma
realné kofeny pravé tehdy, kdyz by > bov/3. To nastavé pravé tehdy,
kdyz |£/BAO| < 30°, coz je v souladu s vysledkem ptedchozi ilohy. Za
této podminky m4 ona kvadratickd rovnice dva redlné kofeny (pociténo

/12 _2p2
véetné nasobnosti), a sice x12 = w. Autobus je tedy mozno
dostihnout tak, ze z bodu B budeme utikat piimo na jakykoli bod, lezici
na ose thlu, jehoz vzdalenost d od bodu A spliuje z1 < d < xo.

Obr. 3b

Na obr. 3b jsou tyto body oznaceny X, X5 a cesta z bodu B (ktery
lezi uvniti M), po které autobus dostihneme, je tedy jakakoli usecka,
lezici uvnitt uzavieného trojuhelniku X;BXs, s pocatecnim bodem B,
konéici na polopiimce AX. Pro obé  krajni drahy“ BX;, BXs plati
|BX;| = |AX;|/2, j = 1,2, a muzeme je také zkonstruovat geomet-
ricky (viz obr. 3b): sestrojime kruznici k£ o poloméru |AX|/2 = |AY| se
stfedem v X. Protoze polopiimka AB lezi uvnitf mnoziny M, protne k
ve dvou bodech, By a Bs. Bodem B vedeme rovnobézky s tiseckami B X
resp. BoX a oznacime jejich priseciky s polopiimkou AX jako X7 resp.
Xo. 7 konstrukece je |BoX| = |AX]|/2 a protoze trojuhelniky AX Bs a
AX3B jsou podobné, je |BXs| = |AX3|/2, a podobné |BX;| = |AX,]|/2.

Je mozné se také pobavit o ,,nejkratsi ptimé cesté“, po které lze auto-
bus dostihnout. Pokud je prvni soufadnice bodu X7 mensi nebo rovna b1,
je ji cesta po kolmici BP, spusténé z B na polopiimku AX. V opaéném
piipadé je touto nejkratsi piimou cestou cesta po BX; (na obrazku je
tato situace zachycena Cervenou barvou), kde roli bodu B hraje bod
F': trojihelnikem vSech moznych piimych cest k autobusu z bodu F' je
AZ1FZ, a onou nejkratsi cestou je F'Zy. Tato situace nastava, pokud
je tangens thlu FAX vétsi nez 1/2, coz odpovidd dhlu w ~ 26°33'54"
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(jeho rameno je na obrazku zachyceno modie). Pokud je tedy velikost
thlu BAX mezi 0 a w, je nejefektivnéjsi cestou k autobusu cesta po
kolmici typu BP, pro velikost /BAX mezi w a 30° je to cesta ,typu
BX, .

Uloha 4.5. Jsou dany ruzné body A, B a H, nelezici v primce. Najdéte
mmnoZinu vSech bodu C tak, aby bod H byl prisecikem viyjsek trojihelniku
ABC.

Resend. Uvazme libovolny trojihelnik XY Z a jeho prusecik vysek W
a povsimnéme si zajimavé symetrie této konfigurace: kdykoliv vybereme
jeden z bodu X, Y, Z a W, bude vzdy prusecikem vysek v trojihelniku
s vrcholy ve zbylych tfech bodech (viz obr. 4). Je tomu tak proto, ze
pii zdméné vybraného bodu za jiny se dvé strany v puvodni konfiguraci
zméni na vysky a naopak. Navic pravé v jednom pripadé dostaneme
trojuihelnik ostrodhly s prusecikem vysek uvnitf.

Co z toho vyplyva pro nasi tlohu? Kdyz vezmeme libovolny bod C
vyhovujici zadani a aplikujeme vySe uvedené pozorovani na ¢tvefici A,
B, C a H, dostaneme, ze bod C musi byt prusec¢ikem vysek trojihelniku
ABH, ktery je dany. Hledanou mnozinou je tedy tento jediny bod. [

w

Obr. 4

Uloha 4.6. Bod A probihd pevny kruznicovy oblouk nad tétivou BC.
Uréete mnozZinu stiedd kruZnic opsangych, stiedu kruZnic vepsanijch,
tezist a ortocenter viech takovych trojuhelniki ABC.

Resend. Sted kruznice opsané je ziejmé béhem pohybu bodu A pevny
a je jim stfed kruznice, jejiz ¢ast bod A obiha. Stfed kruznice ve-
psané je prusecikem os thlu ZABC a ZACB, z ¢ehoz spocitame, ze
(pri standardnim znaceni vnitinich dhla v AABC) plati [£/BIC| =
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180° — (8/2 + v/2) = 90° + /2. Mnozinou vsech stfedu kruznic ve-
psanych je tedy oblouk nad BC' odpovidajici ihlu 90° + «/2. Téziste,
jak zndmo, lezi v jedné tfetiné téznice S A blize ke sttedu S strany BC.
Mnozinou té7ist je tedy kruZnicovy oblouk, ktery je obrazem oblouku
probihaného bodem A ve stejnolehlosti H (.S, 1/3) se stfedem v S a koefi-
cientem 1/3. Z pravych tihla u pat vysek na strany AB a AC dopocitame,
ze |/BHC| = 180° — a, takze prusecik vysek probiha oblouk nad BC
odpovidajici obvodovému thlu 180° — . Viz obr. 5. O
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DELITELNOST A PRVOCISLA

MIRKO ROKYTA

1 Uvod a trocha teorie

Ulohy na téma ,deélitelnost* patii v kontextu MO k pomérné castym.
Nikoli prekvapivé je toto téma ¢asto propojeno s tématem prvocisel. Je
tomu tak i v ptipadé ilohy 69-A-1-6 matematické olympiady, kterd ma
nasledujici zadani:

Najdéte vsechny trojice a,b,c kladnych celyjch éz’sem takovych, Ze
soucin

(a4 2b)(b+ 2¢)(c+ 2a)

je roven mocniné nekterého prvocisla.

I kdyz vétsina ctenait pravdépodobné zna jak nasledujici definici,
tak pod ni uvedend pravidla, nebude mozna na Skodu, kdyz si je
pfipomeneme.

Definice 1.1. Bud'te a,b € Z, a # 0. Rekneme, ze a déli b, a piseme
a ‘ b, pokud existuje n € Z takové, ze na = b.

Tvrzeni 1.2 (Pravidla pro zachédzeni se symbolem ,, | “). Pokud neni
Teceno jinak, predpokliddme, Ze a,b,c € Z, ptricemZ o vSech téchto
c¢islech, pokud se nachdzeji nalevo od symbolu ,, | “, predpoklidame navic,
ze jsou nenulovd. Potom plati:

P1) Pokud a|b, tak a ‘ kb pro vsechna k € Z.

P2) Pokud a|b, a zdroven b|c, tak a ‘ c.

P3) Pokud a|b, a zdrover a|c, tak a|(b+c), a také a | (b—c).
P4)

P5)

4) Pokud a | (b+ c) nebo a| (b —c), a zdroveri a | b, tak také a | c.
5) Pokud a } be, kde a, b jsou nesoudélnd (specidlné pokud a, b jsou
ruzné prvocisla) tak a ‘ c.

e e e e R

Dukaz. Pokud a ‘ b, tak existuje n € Z takové, ze na = b. Pak ovSem
kna = kb pro vSechna k € Z, coz dokazuje (P1). Viimnéme si specialné,
ze vzdy a ‘ 0 (pro a # 0; nulou pochopitelné nedélime nikdy). Dukazy

7 Zde by se dala pouzit ekvivalentn{ formulace ,Najdéte vsechny trojice a,b,c
prirozenych c¢isel“. Ptestoze se standardné nula za pfirozené cislo nepovazuje, je

oy
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(P2) a (P3) jen naznaéime: na = b a mb = ¢ implikuje mna = ¢, coz
dokazuje (P2), a implikace na = b & ma = ¢ = (n £ m)a = b+ c
dokazuje (P3)E| Pii diukazu (P4) pomuze rovnost a ‘ ¢ = (b+c)—bresp.
a|c=b—(b—c) a aplikace pravidla (P3). Na pravidlo (P5) lze nahlizet
i tak, ze zlomek % lze kratit a ze vysledkem je celé ¢islo. Protoze a, b
jsou nesoudélna, musi se ,a celé vykratit proti c“. O

V dalsim textu se budeme zabyvat nékolika typickymi dlohami, ve
kterych vétsinou uvedend pravidla ¢i definici uplatnime. Ctenaf se muze
vice o délitelnosti dozveédeét napiiklad ve [Wiki].

2 Piiklady

Uloha 2.1. Pro prirozend ¢isla a,b takovd, Ze a > 1, b > 1, plati
(a+ ab+b)|(a+2b)(b+ 2a). (2.1)
Ukazte, Ze ¢islo a + ab+b je sloZené.

Resend. Piedpokladejme, ze a+ ab+b je prvocislo. Potom a+ ab+b déli
jedno z ¢isel a + 2b, b + 2a. Protoze tloha je symetricka v a, b, 1ze bez
Gjmy na obecnosti predpokladat, ze naptiklad a + ab + b ‘ a + 2b, tedy
ze existuje pfirozené k, takové, ze k(a + ab+ b) = a + 2b. To po dpravé
dava

(k—1)a+ (k—2)b+kab=0. (2.2)
Pro k > 2 dostaneme na levé strané vyrazu kladné c¢islo; tedy je
bud k& = 1 nebo k = 2. Pro k = 2 je ale na levé strané vyrazu ([2.2))
a + 2ab > 0, zatimco pro k = 1 obdrzime z rovnici

—b4ab=bla—1)=0.

To vsak pro a > 1, b > 1 nemuze nastat. Predpoklad, ze a + ab + b
je prvocislo, vedl vzdy k situaci, kterda nemuze nastat, a proto je ¢islo
a + ab + b (pokud takové, které vyhovuje zadéni tlohy, existuje) ¢islem
slozenym.

Presvédéme se tedy jesté o tom, ze situace, kterou uloha popisuje,
muze nastat, tedy ze existuji pfirozena Cisla a > 1, b > 1 splnujici (2.1)).
Neni piili§ obtizné nalézt nékolik takovych dvojic, napiiklad (a,b) =
(2,6) nebo (a,b) = (3,15), atd. Jako dopliujici otdzku si ¢tendf muze
rozmyslet, pro¢ je tloha omezena podminkami a > 1, b > 1. O

8 Ctenafi doporucujeme, aby si tyto, stejné jako viechny dalsi dvahy tohoto
diukazu provedl jako cvi¢eni podrobné/formélné, napiiklad i s diskusi co kde muze
nabyvat nulové hodnoty a jestli to néjak omezuje platnost piislusnych pravidel.
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Uloha 2.2 (55-B-11-1). Urcete, pro které dvojice prvocisel p,q plati
p+q* =q+p

Reseni. Predpokliddejme nejprve, ze p = q. Pak p + p*> = p + p>, neboli
1 = p, coz ovSem neni prvocislo. V dalsim tedy muzeme predpokladat,
7e p # q. Upravime p + ¢> = ¢ + p> na ¢> — ¢ = p> — p, neboli

qlg—1)=plp—-1)(p+1). (2.3)

Odtud plyne, ze p ’ q(q — 1) a tedy podle pravidla (P5) p‘ (¢g—1). Proto
je splnéna nerovnost
p<qg-—1. (2.4)

Z (2.3) dale vidime (opét se zvazenim pravidla (P5)), ze ¢ déli jedno
z ¢isel p—1, p+1. Z nerovnosti (2.4) plyne, ze q je ptilis velké na to, aby
mohlo délit p — 1, tedy ¢ musi délit p + 1. Odtud pak plyne nerovnost

g<p+1. (2.5)

Nerovnosti (2.4), (2.5) ovsem implikuji ¢ = p + 1, coz znamend, ze p, q
jsou dvé po sobé jdouci prvocisla. Takova situace nastava praveé jen pro
prvocisla p = 2, ¢ = 3, coz je tedy jediné TeSeni tlohy. O

Uloha 2.3. Najdéte vsechna navzdjem ruznd prvocisla p,q,r, splitujici:

p|(g+r),
q|(p+r),
r|(3p+q).

Resend. Protoze jde o ruznd prvoécisla, je jedno z nich vizdy nejvetsi.
Ulohu budeme diskutovat vzhledem k tomu, které z nich to je.

e Je-li p nejvétsi z p,q, 7, pak ¢ +r < 2p, coz spolu s p ‘ (g+r)
implikuje, ze ¢ + r = p. Potom ovSem p +r = ¢ + 2r, tedy ¢ ‘ (p+
r) prejde v ¢ ’ (¢ + 2r), odkud ¢ ’ 2r podle pravidla (P4). Podle
pravidla (P5) je tedy ¢ = 2. Proto je p = r + 2, tedy r ‘ (Bp+q) =
8 + 3r, odkud dle pravidla (P4) plyne r | 8, tedy r = 2 = ¢, coz je
v8ak ve sporu s tim, ze ma jit o riznd prvocisla.

e Je-li ¢ nejvetsi z p,q,r, 1ze postupovat stejné jako v pfedchozim
piipadé — dokud vyuzivame jen prvni dva vztahy ze zadani ulohy
(které jsou symetrické vudi p a q), staci pouze ve vSech tvahéch
prohodit roli p a ¢. Dostaneme se tedy az do situace, kdy p = 2
a q =1+ 2. Pak ovSem r | (3p + q) = 8 + r, odkud ale opét dle
pravidla (P4) plyne r | 8; tedy je r = 2 = p, a to je zase ve sporu
s tim, ze m4 jit o ruzna prvocisla.
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e Je-li r nejvétsi z p, q,r, je 3p+q < 4r a protoze r ‘ (3p+ ¢q), mohou
nastat pouze tfi situace: (a) 3p+q = 3r, (b) 3p+¢q = 2r, a koneéné
(c)3p+q=r.

(a) 3p+ g = 3r implikuje ¢ = 3(r — p), coz Fikd, ze prvocislo ¢ je
nasobkem tii. To ovSem nutné znamena, ze g =3 ar—p=1.
Jedina dvé prvocisla, ktera se lis{ o jednicku, jsou 2 a 3, coz
znamend r = 3 = ¢, tedy nejde o tii ruznd prvocisla.

(b) 3p + q = 2r: protoze q|(p+r), je i q’?(err) =2p+2r =
2p + 3p + ¢ = 5p + ¢, coz podle pravidla (P4) znamend, ze
q | 5p a tedy dle pravidla (P5) je ¢ = 5. Protoze déle p ‘ (g+r),
jeip|2(g+7r)=10+2r =10+ 3p +5 = 15+ 3p, coz podle
pravidla (P4) znamend, ze p! 15, a protoze p je ruzné od gq,
je p = 3. Pak je ovSem r = (3p + ¢q)/2 = 7 a snadno se
lze presvédcit, ze trojice (p,q,r) = (3,5,7) skutecné splauje
zadani ulohy.

(¢) 3p+q = rimplikuje p ‘ (g+7) = 2q+3p, tedy dle pravidla (P4)
je p‘ 2¢q. To ovsem podle pravidla (P5) znamend, ze p = 2.
Dale je q‘(p—i—r) = g + 8 odkud plyne, ze q‘& tedy i g = 2
a opét nejde o tii ruzné prvocisla.

Zaver: (p,q,7) = (3,5,7) je jedinym Fesenim tlohy. O

Poznamka 2.4. Zcela stejnym postupem lze vyfesit i ulohu nalézt rizna
prvocisla p, g, r, spliujici

plla+7), q|(+2p), r|(p+39),

s trochu odlisnou diskusi, nebot tato tloha m4 tFi riznd Feseni. Ctendii
doporucujeme si jako cviceni tuto tlohu vyfesit samostatné. Pokud by
nastaly néjaké problémy pii hledani vSech ti{ feseni, mtize pomoci to,
ze ulohu lze nalézt pod oznacenim MO-55-A-111-5.

Uloha 2.5. Pron € N plati, Ze 2n + 1 i 3n + 1 jsou druhé mocniny
néjakého prirozeného c¢isla. Ukazte, Ze bn + 3 je cislo sloienéﬂ

Resend. Jsou-li k,m € N takové, ze k* = 2n+ 1, m? = 3n + 1, mizeme
psat

5n+3=4(2n41) — (3n+ 1) = 4k* — m? = (2k — m)(2k + m).

9 Autorem tlohy je Rado Svarc, viz [MKS, Uloha 5]. Ulohy z uvedeného odkazu
doporucujeme ¢tenéii jako dalsi tlohy na téma ,prvocisla a délitelnost.“
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Cislo 5n + 3 jsme napsali jako soucin dvou celych éisel, to vak jesté
neznamena, ze je to ¢islo slozené. K tomu zbyva ukdazat, ze zadné z ¢isel
(2k —m), (2k + m) neni rovno jedné.

Podle zadéani ulohy je k,m € N, a tedy 2k 4+ m je urcité ostie vétsi
nez jedna. Pfedpokladejme tedy pro spor, ze 2k —m = 1. Pak bn + 3 =
1-(2k+m) = 142m, tedy je 5n+2 = 2m. Soucasné viak je m? = 3n+1,
mame tedy soustavu dvou rovnic pro n,m, kterou lze feSit nékterym
z oblibenych zpusobu. Dostaneme dvé feseni, a sice (m,n) = (%, —2%)
a (m,n) = (1,0). Prvni feSeni nedava celoc¢iselnd m,n a druhé z nich
nevyhovuje podmince n € N. Tim je 1loha vyfeSena.

Vsimnéme si ze pro n = 0 dostdvame k =m = 1; ¢isla2n+1 =1
i3n+ 1 =1 jsou sice druhé mocniny néjakého prirozeného ¢isla, ale
5n + 3 = 3 neni ¢&islo slozené. O

Uloha 2.6 (68-A-1-3/D2). Najdéte vsechna prirozend &isla x takovd, Ze
2 + 2 — 2 je mocnina dvou.

Reseni. Mocnina dvou je typicky soucinem. Je proto dobrou strategii
zkusit napsat 2 + z — 2 také jako soucin. Coz lze:

e —2=(x+2)(x—1).

Ma-li byt 22 + 2 — 2 mocninou dvojky, musi byt i kazdé z cisel = + 2
a x — 1 mocninou dvojky:

r+2=2" pro néjaké k € NU {0},

x—1=2" pro néjaké m € N U {0}.
Odtud dostavime x = 2F —2 = 2™ 41, 7 éehoz déle plyne 2F — 2™ = 3.
Hleddme tedy dvé mocniny dvojky, vzdalené od sebe o hodnotu 3.
Mocniny dvojky vypadaji takto: 1,2,4,8,16,32,64, ..., z ¢ehoz snadno
usoudime, ze jediné dvé mocniny dvojky, vzdélené od sebe o hodnotu 3,

jsoul a4 Tedy mdme 28 =4a2m =1,cozddx =22-2=204+1=2,
cili jediné feSeni nasi ulohy je z = 2. O

Literatura
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NEROVNOSTI A CO S NIMI

LuBoS Pick

MOTTO: Mezi kazdymi dvéma zvitaty se najde néjakda nerovnost.
(George Orwell a j4)

V tomto textu se zaméfime na nékolik uzitetnych nerovnosti
a nékteré jejich zajimavé aplikace. Uloha 69-B-I-1 matematické olym-
piddy zni takto:

V redlném oboru wvazujme soustavu rovnic

1\ 3
x4+y2:<a+) )
a

1\ 3
x4—y2:<a—)
a

s nenulovym redlnym parametrem a.

a) Naleznéte vsechny hodnoty a, pro které md uvedend soustava
resent.

b) Dokazte, Ze pro libovolné teSeni (x,y) této soustavy plati

22+ |yl > 4.

1 Chvala pozitivniho mysleni
Nejkrasnéjsi nerovnost na svété je tato:
>0 (1.1)

pro kazdé redlné ¢islo x. Jeji krasa spoéiva v tom, ze nas vybizi k pozi-
tivnimu pohledu na svét. Kromé své nepopiratelné elegance oplyva ale
rovnice také vyznamnou silou, ktera neni na prvni pohled ziejma.
Na to, Ze je v podstaté trividlni, jsou jeji dusledky ohromujici. Dosadime-
li naptiklad do vyraz x = \/a— Vb, kde a, b jsou libovolna nezdporns
realnd ¢isla, dostaneme

a;b > Vab. (1.2)
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Nerovnost ([1.2]) jiz trividlni neni. Rekneme-li, Ze jde o specidlni piipad
jisté znamé a dulezité rovnosti, muze si ctény Ctendf tipnout, jaké.
Moznych zobecnéni je totiz vice. Jednou moznosti je Youngova nerovnost,

ktera tvrdi, ze
a? b
ab < — 4 — (1.3)
p q
pro kazdd a,b redlnd a nezdpornd a kazdd p,q € (1,00) spliujici
%4— % = 1. Dalsi moznosti je Jensenova nerovnost, ktera tika, ze je-li
f konvexni redlnd funkce, 1, ..., z, jsou prvky jejiho defini¢niho oboru

a A, ..., A jsou libovolnd kladnd ¢isla, pak

S iy Mif (@)
f( D1 Ai > = dlimi N (1.4)

Predpokladam nicméné, ze Ctenaf tipoval jesté jinou nerovnost, kterd
je pfimym zobecnénim nerovnosti , a sice nejspiSe nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym pramérem, obvykle nazyvanou prosté
AG-nerovnost. Pripomenme si, ze aritmetickym prumérem n-tice ¢isel
T1,...,Ty Nazyvame hodnotu

T+ + g

)
n

zatimco geometrickym prumérem téze n-tice ¢isel hodnotu
Yy Ty,

AG-nerovnost nam #ika, ze hodnota aritmetického pruméru vzdy pfe-
vySuje hodnotou jeho geometrického kolegy a v krajnich piipadech se
mohou obé hodnoty rovnat. Nenalezneme vSak na tomto svété n-tici
Cisel, jejiz geometricky prumér by byl vétsi nez prumér aritmeticky.
Vyjadieno matematicky, plati

T4+ T,

- > Yxy T (1.5)

pro kazda xi,...,x, redlnd a nezdpornia. O AG-nerovnosti toho bylo
napséano hodné a mnozstvi jejich vesmés rozlicnych dukazu vyskytujici
se v literatufe je velmi rozsahlé. Zalezi na tom, co smime ¢ nesmime
pouzit. Mame-li k dispozici napfiklad luxus logaritmické funkce, pak je
AG-nerovnost snadnym dusledkem Jensenovy nerovnosti a konka-
vity logaritmu. Jenomze logaritmus nelze zavést bez prostredku kalkulu,
a tedy takovy dukaz neni zrovna elementarni, i kdyz vypadd pfimocafte.
Notoricky zndmy je dikaz AG-nerovnosti vyuzivajici v prvnim kroku
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dyadickou matematickou indukci a ve druhém kroku zpétnou matema-
tickou indukci. Ukazeme jesté jiny dukaz, zalozeny na jisté formé homo-
genizace, kterd se muze hodit i jinde. Nejprve dokdzeme dulezity po-
mocny vysledek.

Lémma 1.1. Necht n je prirozené ¢éislo a x1, ..., T, jsou kladnd redlnd
¢isla splnugici
1 xy =1 (1.6)
Potom
1+ 4Ty >0 (1.7)

Druikaz. Budeme postupovat matematickou indukei podle n. Pron =1
je tvrzen{ ziejmé. Necht n je pfirozené ¢islo a pfedpoklddejme, Ze tvrzeni
plati pro n. Necht z1,..., 2,1 jsou kladna redlna &fsla spliujict

L1 Tpt+l1 = 1.

Bez Ujmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢isla z1,...,z,41 jsou
sefazena tak, ze
) Swop < - STy < Ty

Potom plati 1 <1 a x,+1 > 1. Protoze
T T3 Ty (Tpyr - 21) = 1,
plyne z indukéniho predpokladu, ze
o+ a3+ -+ Tp + (Tpg1 - x1) > N
Tedy

1+ Ty +F Tpgt1 2N+ Tpy1 + T1 — Tpy121
=n+zp1(1—z1) + 21
=n+1+ (xpy1 —1)(1 —21)
>n+ 1.

O

Nyni jiz muzeme vcelku snadno dokézat AG-nerovnost, a jesté ji
pritom obohatime o jeden prvek navic.
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Véta 1.2 (AGH-nerovnost). Necht n je prirozené éislo a x1, . .., T, jsou
kladna redlnd c¢isla. Oznacéme

A, =Dt
n
Gn = V1 Tn,
n
Hp =~ 1
ottt
Potom
Ap > Gy > Hy. (1.8)
Diikaz. Vezmeme-li pro kazdé i € {1,...,n} misto z; hodnotu ﬁ,

pak plati (1.6)). Podle lémmatu tedy plati také ((1.7). Odtud ihned
plyne prvni nerovnost v (1.8), tedy A,, > G,. Druha nerovnost v (|1.8)),

tedy Gy, > Hp, plyne z jiz dokézané prvni nerovnosti pomoci jednoduché
substituce x; — %, ie{l,...,n}. O

Vyraz H, z predchéazejici véty budeme nazyvat harmonickym primé-
rem Cisel x1,...,x,.

Véta 1.3. Necht n je prirozené ¢islo a w1,...,x, jsou kladnd redind
cisla splrugici Y p_ x < 1. Potom plati
n
1
S lae
=1 Tk
Dukaz. Nerovnost bezprostiedné plyne z nerovnosti H, < A, obsazené

v ([L3). O

Uzitetny specidlni piipad AG-nerovnosti je obsazen v nasledujicim
pozorovani.

Véta 1.4. Necht n je prirozené ¢islo a x je kladné rediné ¢islo. Potom
plati

2 2>+l (1.9)
x

Dukaz. Podle (|1.8)) plati (n séitancu):

/ 1 1

8~

1
Pl =
x x
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Véta skyta uzitecné nerovnosti typu z3 + % > 4, které se Casto

vvvvvv

otézka, jak mame na vhodnou tpravu vyrazu =3+ % prijit — mél by nam
byt napovédou faktor 3.

Jednim z nescetnych dulezitych dusledka véty je nésledujici
specidlni piipad takzvané Bernoulliovy nerovnosti.

Véta 1.5 (Bernoulliova nerovnost). Necht n je prirozené éislo a x je
kladné redlné cislo. Potom plati

(I14+2)" > 14 nx. (1.10)

Drikaz. Z AG-nerovnosti plyne, ze

Y1 +nz)-1---1<1+x ((n—1) jednicek pod odmocninou).
0

Je tfeba pfiznat, ze véta[L.5 neudédvéa Bernoulliovu nerovnost v plné
sile. Ta totiz plati nejen pro z kladné, ale dokonce az pro x € (—2,00).
Dukaz tohoto tvrzeni a dalsi detaily ¢tenaf nalezne napiiklad v [R], kde
je toto téma velmi pékné zpracovano.

Dalsim duleZitym disledkem lémmatu je nasledujici takzvand
permutacéni nerovnost.

Véta 1.6 (permutacéni nerovnost). Necht n je prirozené éislo axy, ..., oy
jsou kladnd redlnd c¢isla. Necht

m:{l,....,n} = {1,...,n}

je bijekce. Potom plati

n

Yo>n, (1.11)
i=1 )
Diikaz. Vezmeme-li pro kazdé i € {1,...,n} misto x; hodnotu xmi_),

pak plati (1.6)). Podle lémmatu tedy plati také ((1.7). Odtud ihned
plyne (L.11)). O

Dulezitym specidlnim ptipadem permutaéni nerovnosti (nebo nerov-
nosti ([1.9]), muzeme si vybrat) je nerovnost

1
T+ —>2, (1.12)
T

kterd plati pro kazdé kladné redlné ¢islo x. Jsme-li vyzbrojeni nerov-
nosti (1.12]), pak bychom neméli mit zddné potize s tilohami nasledujiciho
typu.
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Uloha 1.7. Nechf Y, z,w jsou kladnd redlnd ¢isla. Potom plati

(zy + zw) (1 + 1) > 4.

Tz  Yyw

Pozitivni mysleni uplatnime jesté jednou, a to v dukazu néasledujici
dilezité nerovnosti.

Véta 1.8 (Cauchyova nerovnost). Necht n je pFirozené ¢islo a x1, . .., xn
aYi,...,Yn jsou redlnd cisla. Potom plati
n 2 n n
(z y) ] (113)
k=1 k=1 k=1

Dikaz. Podle (1.1)) pro kazdé realné ¢islo x plati
n n n n
0<> (zpr +yp)” = <Z xi) z® +2 (Z azkyk> T+ (Z y,%) .
k=1 k=1 k=1 k=1

Protoze kvadratickd funkce na pravé strané predchézejici nerovnosti
je nezaporna pro kazdé redlné ¢islo x, plyne z definice diskriminantu
kvadratické rovnice, ze

(o) o5 )

coz je dokazovand nerovnost vyndsobend ¢tyimi. O

Nejkrésnéjsi nerovnost na svété, tedy (1.1), naléza Siroké uplatnéni
pii vySetfovani, pro které hodnoty parametru ma feSeni jista soustava
rovnic. Posud'me nésledujici tlohu.

Uloha 1.9. Urcete, pro které (redlné) hodnoty parametru a md soustava
TOUNIC

2 +y*=a
322 4 2y% = o

pro nezndmé x,y teSent v oboru redlnych cisel.
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Resend. Nejprve soustavu upravime na tvar
322 4+ 3y = 3a
322 + 2y = a?
a druhou rovnici odec¢teme od prvni. Dostaneme vztah

y? = 3a — a?,

ze kterého pomoci ([1.1)) dostaneme
3a—a® > 0,

a tedy
a € 0,3].
Nyni obdobné upravime soustavu na tvar
22% 4+ 2y? = 2a
322 + 2y2 =qa?
a prvni rovnici ode¢teme od druhé. Dostaneme vztah

22 = a? — 2a,

ze kterého pomoci (|1.1)) dostaneme
a? —2a >0,

a tedy
a € R\ (0,2).

Protoze musi platit obé podminky zaroveri, soustava ma feSeni praveé
tehdy, kdyz a € {0} U [2, 3]. O

Povsimnéme si, ze v zadani dlohy sice nebylo vyslovné uvedeno,
ze bychom meéli soustavu vyftesit, nicméné z naseho postupu je ziejmé,
ze za podminky a € [2,3] je FeSenim nékterd kombinace hodnot = =
+va? —2a ay = +v3a — a? a za podminky a = 0 je feSenim x = y = 0.
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2 Liberté, égalité, fraternité

Jednou ze zakladnich otézek, které je tieba si klast v souvislosti s nerov-
nostmi, je kdy (pfesnéji pro které proménné) v dané nerovnosti plati
rovnost. Naptiklad nerovnost prechazi v rovnost prave tehdy, kdyz
x = 0. Odtud ihned plyne, Ze v nerovnosti plati rovnost prave
tehdy, kdyz a = b. V nerovnosti nastavé rovnost prave tehdy, kdyz
b = aP~!. Podobné lze snadno ukézat, Ze v nerovnosti plati rovnost
pravé tehdy, kdyz

T1 =Ty ="+ "= Tp.
V nerovnosti (|1.12)) nastava rovnost prave tehdy, kdyz x=1. V nerovnos-
tech (|1.7) a (1.9) nastavé rovnost préavé tehdy, kdyz 1 = --- =z, = 1.

U nerovnosti (1.4}, (1.10)), (1.11) a ([1.13)) je situace slozitéjsi.

Rekneme, Ze nerovnost tvaru

Vl(xla s ,,In) < ‘/2(3717‘ . 'axn)

je nasycend (saturovand), jestlize existuji néjaké prvky yi,...,yn, pro
které davaji vyrazy Vi(y1,...,yn) a Va(y1,...,ys) smysl, a pfitom plati

Vl(y17 s 7y’n> = VQ(yh s 7yn>

Informace o nasycenosti dané nerovnosti ma velky vyznam z nékolika
davodu. Saturace nerovnosti je prvnim a zakladnim ukazatelem jeji kva-
lity. Neni-li nerovnost nasycend, pak obvykle jde o pfilis hruby odhad,
ktery si moznd u nékteré konkrétni ilohy mtzeme dovolit, ale jindy by se
nam mohl vymstit. U nasycenych nerovnosti naopak vime, ze v podstaté
nemd smysl se pokouSet o néjaké jejich pronikavé zlepseni. Abychom
tuto poznamku ale nechépali nespravné, uvedme nasledujici pozorovani.
To, ze je néjakd nerovnost nasycend, jesté neznamend, Ze pro urcité
specidlni pripady nelze mezi jeji levou a pravou stranu vmacknout néjaky
zajimavy netriviadlni vyraz. Posud me napiiklad ndsledujici tlohu.

Uloha 2.1. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati
n+1

Vi < Vnl < T (2.1)

Dvoji nerovnost tvaru budeme nazyvat sendvicem. Také sendvic¢
samoziejmé muze, nebo nemusi, byt nasyceny, a to dokonce jedno-
stranné, nebo oboustranné. Naptiklad sendvic je oboustranné
nasycen, a to jakoukoli konstantni n-tici kladnych ¢&isel.

V réamci feSen{ tlohy nejprve dokazeme nésledujici (obecnéjsi)
veétu.
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Véta 2.2 (sendvi¢ pro aritmetickou posloupnost). Necht {x,} je arit-
metickd posloupnost kladnych redlnych cisel. Potom

1+ Ty

Vo1z, < Yry-wy < 5

(2.2)
Diikaz. Druhd nerovnost sendvice (2.2)) je pfimym dusledkem nerovnosti
G, < A, a vzorce pro soucet ¢lent aritmetické posloupnosti. Prvni
nerovnost dokdzeme indukci. Pro n = 1 je nerovnost ziejmé. Piedpo-
klddejme, ze nerovnost plati pro néjaké n € N, tedy ze plati

(-Tlxn)n < (ml te xn)Q-

Dle indukéniho predpokladu jest

"
(@12n01)" " < (a1 - -%)2371;7:
n
Tedy staci dokazat, ze
n+1
n+1 < m?z—&-l'
n
Posledni nerovnost lze prepsat ve tvaru
d n—1
| 1l+—— <z1+ (n-—1)d.
1( a:1+(n—1)d> Szt )
Tuto nerovnost jiz lze snadno ovérit indukei. O

Resent tilohy[2.1 Pro kazdé i € {1,...,n} polozme x; = i. Potom {2}
tvori aritmetickou posloupnost kladnych redlnych ¢isel. Nerovnost ([2.1)
tedy bezprostiedné vyplyva z nerovnosti (2.2)). O

Informace o nasycenosti néjaké nerovnosti ma velky vyznam pii
feSen{ tloh vedoucich na nalezeni extrému urcitych vyrazu.

Uloha 2.3. Naleznéte nejmensi hodnotu vjrazu Y 5 _, l‘i za podminky
Y _xp = 1, kde n je prirozené é&islo a x4, ...,z jsou kladnd redlnd
k=1 Jep J

c¢isla.

Resend. 7 Cauchyovy nerovnosti plyne, Ze

n 2 n n n
1= <Z :ck> < Z 12y a7 = an% (2.3)
k=1 1 k=1

k=1 k=
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Odtud vyplyva, ze

3

xi >
k=1
Rovnost v nerovnosti (2.3) nastdva pro

S|

Tl =2 =" """ ==Tp = —.

Hledanou nejmensi hodnotou je tedy O

l.
n
Reseni tlohy je nazornou ukazkou, jak u takovych tloh obvykle
postupujeme. PovS§imnéme si, ze feSeni ma dva kroky, a sice odhad a
jeho nasyceni. Nejprve se snazime ziskat néjaky rozumny (ne moc hruby)
odhad nejlépe pomoci néjaké nerovnosti, jejiz nasycenost je ndm znama.
Poté, co takovy odhad ziskdme, se jej snazime nasytit, tedy nalézt
pripustné hodnoty proménnych, pro které odhad pirechazi v rovnost.

Uloha 2.4. Naleznéte nejmensi hodnotu vyrazu

2

V(.ZU) = 2$4 =+ W,

kde x je redlné cislo, a urcete, pro kterd redlnd ¢isla x vgraz V(x) této
hodnoty nabyvd.

Reseni. Vyraz nejprve upravime do tvaru

1+ 4zt 2 1
Viz) = -
(@) 2 1+4z1 2

Z nerovnosti (1.12)) pak plyne, ze pro kazdé redlné ¢islo x plati

Viz)>2— % _ g (2.4)

Z informaci o nasycenosti nerovnosti ([1.12]) je rovnost v ni nastdva prave
tehdy, kdyz je proménnd v ni vystupujici rovna jedné. Odtud plyne, ze
rovnost v (2.4) nastava pravé tehdy, kdyz
2
144zt 7

S — 4+ 1
tedy praveé pro x = i\/i' O
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Uloha 2.5. Naleznéte nejmensi hodnotu vijrazu
V(z,y) = 622 +y* — day + 4z + 3,

kde x,y jsou redlnd ¢isla, a urcete, pro kterd x,y vyraz V(xz,y) této
hodnoty nabyvd.

Resend. Upravime V(z,y) do tvaru
V(z,y) = (4a® —day+y*) +2(x* +22+1)+1 = 2z —y)? +2(x+1)*+1.

Z (1.1) ihned plyne, ze V(z,y) > 1 pro kazdd z,y € R. Naopak
z nasycenosti (1.1)) vyplyva, ze V(z,y) = 1 prave tehdy, kdyz 2z =y a
x = —1. To nastava pravé tehdy, kdyz z = -1 a y = —2. O
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O POCTU DVOJMISTNYCH DELITELU

ToMAS BARTA

Tento text obsahuje nékolik 1loh o poc¢tu dvoj- ¢i trojmistnych
délitelu pfirozeného éisla, tj. tiloh podobnych tloze 69-B-1-2 matema-
tické olympiddy:

Prirozené ¢islo n md aspori 78 dvojmistngch déliteli. Dokazte, Ze
jednim z nich je &islo 60. Uved'te rovnéz priklad c¢isla n, které md prdvé
78 dvojmistnijch délitelu, véetné ndlezitého zdidvodneénd.

Vsechny prezentované tlohy (a také tloha 69-B-1-2) jsou fesitelné
elementarnimi ivahami, tj. nepotiebuji témér zadnou teorii. Cilem to-
hoto textu je ukdazat, jak k tloham tohoto typu pristupovat a jaké
dilef otazky by si mél fesitel klast. Prvni ¢ast obsahuje sadu fesenych
uloh, po jejichz postupném vyfeseni (¢i nastudovani) by mél student
dokézat vyftesit tlohu 69-B-1-2. Druhd ¢ast textu obsahuje dalsi ilohy
teorie, proto na zavér uvadime odkazy na dva texty, které se zabyvaji
déliteli, délitelnosti a vlastnostmi prvocisel a které jsou volné piistupné
na internetu.

1 Navodné tlohy

Zkusme se nejprve zamyslet nad nésledujici tilohou.

Uloha 1.1. Prirozené ¢islo n neni délitelné sedmi. Ukazte, Ze md
nejuyse 85 délitelu mengich nez 100.

Resend. Pokud ¢islo neni délitelné sedmi, nemtize byt délitelné ani
¢trnacti, jedenadvaceti, ani zadnym jinym nasobkem sedmi. Kolik je
nasobkl sedmi mensich nez 1007 Pfesné 14, protoze nejvétsi nasobek
sedmi mensi nez 100 je 98 = 14 - 7. Pocet pfirozenych ¢isel mensich nez
100 je 99, vylou¢ime-li 14 nasobku sedmi, kterymi ¢islo n nemutze byt
délitelné, zbyva 85 ¢isel, které mohou byt déliteli ¢isla n. O

Poznamka 1.2. Uvédomme si, Ze jsme dokdzali ndsledugjici implikact,
kterd md velice blizko k iloze 69-B-1-2: Pokud md ptirozené ¢islo n aspon
86 délitelu, mensich nez 100, pak sedmicka je jednim z nich.
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Polozme si nyni otazku, zda ¢islo 85 v zadani Ptrikladu [1.1}je nejlepsi
mozné. Tedy: existuje pfirozené ¢islo n, které neni délitelné sedmi a ma
pravé 85 déliteli mensich nez 1007 Anebo lze tvrzeni ndvodné tlohy
dokézat, i kdyz ¢islo 85 nahradime néjakym mensim éislem?

Uloha 1.3. Najdéte prirozené cislo n, které neni délitelné sedmi a ma
pravé 85 délitelu mensich nez 100.

Reseni. Reseni predchazejici tlohy ndm ifks, ze téch 85 délitelu ¢isla n
musi byt pravé vSechna ¢isla mensi nez 100, ktera nejsou ndsobky sedmi.
Zkusme vSechna tato ¢isla mezi sebou vynésobit, polozme

n=1-2-3----6-8---. 13-15-----96-97.99. (1.1)

Nyni si sta¢i uvédomit, ze toto ¢islo n neni délitelné zadnym dalsim
¢islem mens$im nez 100 nez témi osmdesati péti. VSechna dalsi cisla
jsou totiz nasobky sedmi a nemohou tedy délit n, protoze n definované

souc¢inem (|1.1)) neni délitelné sedmi. O

Uvédomme si, ze posledni argument vyuziva faktu, ze sedmicka
je prvocislo. Zkusme nyni nahradit v piedchozich tlohdch sedmicku
napiiklad desitkou. Zjistime, Ze ¢islo, které neni délitelné deseti ma
nejvyse 99 —9 = 90 déliteltt mensich nez 100 (vyfadime vSechny nasobky
deseti mensi nez 100, téch je 9). To ale neni optimalni odhad. Chceme-
li totiz stejnou metodou jako vyse zkonstruovat ¢islo mig s 90 déliteli
mensimi nez 100, které neni délitelné deseti, vyradime vSechny nasobky
10 mensi nez 100 a polozime

no=1-2-3----- 9.11----19-21----99,

vidime, 7ze toto &islo je délitelné dvéma a péti, a tedy i deseti. Cislo
nedélitelné deseti mé tedy nutné méné nez 90 dvojmistnych délitelt
(mozné vyrazné méng). Jak ale ziskat ngjaky lepsi odhad? Odpoved lze
nalézt v feSeni néasledujiciho piikladu.

Uloha 1.4. Soucin nékolika navzdjem ruznych prirozenyjch ¢isel mensich
nez 20 neni délitelny deseti. Kolik nejvyse muze byt téchto éisel?

Reseni. Soucin neni délitelny deseti, pravé kdyz neobsahuje zédroven
¢initel délitelny dvéma a ¢initel délitelny péti. Bud tedy muzeme vyiadit
vSechna ¢isla délitelnd dvéma, pak dostaneme soucin nejvyse deseti ¢isel
1-3-5-----19, nebo do sou¢inu muzeme nékteré ¢islo délitelné dvéma
zahrnout, pak ale musime vyloucit vSechna ¢isla délitelnd péti, tj. 5, 10
a 15. V tom piipadé dostaneme soucin nejvyse Sestnacti ¢isel. Tim jsme
dokézali, ze ¢isel nemtze byt vice nez 16 a zdroven soucin vSech ¢&isel
s vylou¢enim 5, 10 a 15 vyhovuje, tj. 16 &isel je hledand odpoved. [
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1.1 Konstrukce ¢isel s predepsanym poctem déliteli

V niésledujicich ptikladech zkusime konstruovat ¢isla s pfedepsanym
poctem dvojmistnych délitelt.

Uloha 1.5. Najdéte ¢islo n, které ma pravé 3 dvojmistné délitele.

Resend. Nejjednodussi bude vzit soucin tif velkych dvojmistnych prvo-
Cisel, napt. n = 53-71-89. Je zfejmé, ze tato tii prvocisla déli n a ostatni
délitelé n jsou bud sou¢inem aspoini dvou prvocisel, pak jsou vice nez
dvojmistni, nebo je to jednicka, tj. jednomistné cislo. O

Uloha 1.6. Najdéte ¢islo n, které md prdvé 84 dvojmistnijch déliteli.

Resent. Cislo n ma byt délitelné skoro viemi dvojmistnymi ¢isly (az
na 6). Vezméme tedy za m soucin vSech dvojmistnych éisel, z néhoz
odstranime 6 nejvétsich prvocisel 97, 89, 83, 79, 73 a 71. Je ziejmé, ze
¢islo n bude délitelné vsemi dvojmistnymi ¢isly s vyjimkou pravé téchto
Sesti prvocisel. ]

Uloha 1.7. Najdéte ¢islo n, které ma prdvé 79 dvojmistnijch déliteli.

Resend. Postupujme jako v predchozim pifpadé, definujme n jako soucin
vSech dvojmistnych ¢isel, z néhoz odstranime 11 nejvétsich prvocisel 97,
89, 83,79, 73, 71, 67, 61, 59, 53 a 47. Mezi dvojmistnymi déliteli ¢isla n
bude chybét téchto jedenact prvocisel, ale navic jesté ¢islo 94 = 2 - 47.
Takové &islo tedy bude mit 78 dvojmistnych déliteli. Napravu zjedname
tak, ze do sou¢inu vratime jedno z prvocisel, které jsme odstranili (nikoli
47), napt. 97. O

Vidime, Ze je snadné najit ¢islo s pfedepsanym poctem dvojmistnych
déliteld, pokud je tento pocet velmi maly nebo naopak témér roven
poctu vSech dvojmistnych ¢isel. Pokud je tento pocet nékde mezi, feseni

zpusob, jak lze postupovat.
Uloha 1.8. Najdéte ¢islo n, které md prdvé 30 déliteli mensich nez 50.

Reseni. Definujme n jako soucin vech ¢isel mensich nez 50, kterd nejsou
délitelnd tfemi. Vylouéili jsme 16 nasobku trojky, ¢islo n mé tedy 49 —
16 = 33 déliteltt mensich nez 50. Pokud ze sou¢inu navic odstranime tii
nejvetsi prvocisla 47, 43 a 41, ziskame ¢&islo, které bude mit pravé 30
déliteld mensich nez 50. O

Myslenka vyloucit ndsobky néjakého ¢isla pochdzi z Piikladu a
Muzeme vyloucit libovolné ¢islo? Pro¢ jsme zvolili pravé trojku?
Dokazete najit ¢islo, které ma pravé 300 délitela mensich nez 5007
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2 Dalsi dlohy

Uloha 2.1. Najdéte vsechna prirozend c¢isla n, pro nézZ md n! wvice
dvogmistngch déliteli nez (n — 1)!.

Reseni. Ptame se, jestli po vyndsobeni &fsla (n — 1)! éislem n piibude
¢islu néjaky dvojmistny délitel. Pokud n je prvoéislo, je odpovéd celkem
snadnd: Pokud n je dvojmistné prvocislo, pak piibude délitel n. Pokud
je n vice nez dvojmistné, pak zadny délitel nepiibude. Jednomistna
prvoéisla vysetiime kazdé zvlast: pro n = 2 a n = 3 evidentné nepiibude
(n! < 10), pro n = 5 piibude napiiklad délitel 5 -4 a pro n = 7 délitel
2-7.

Je-li n ¢&islo slozené, muze se pocet dvojmistnych délitelu zvétsit
z duvodu, ze nékteré prvocislo se v rozkladu n! vyskytuje ve vyssi moc-
niné nez v rozkladu ¢isla (n — 1)!, a tedy muze existovat novy délitel,
ktery mé ve svém rozkladu tuto vyssi mocninu prvocisla. Protoze n neni
prvocislo, tato vys$i mocnina prvocisla musi byt asponn druhd mocnina
a mé tedy smysl zkoumat prvocisla p mensi nez 10, aby p? bylo nejvyse
dvojmistné. Pro p = 7 nas zajiméa ¢islo n = 14, které zvySuje mocninu
p = 7 v rozkladu éisla n! z prvni na druhou (13! neni délitelné 72, ale
14! ano). Pro p = 5 je to ¢islo n = 10. Pro p = 3 ¢islo n = 6 zvysuje
mocninu z 1 na 2 (a pfindsi nového délitele 18) a ¢islo n = 9 zvysuje
mocninu z 2 na 4 (3* = 81 < 100), vyssf mocniny trojky uz jsou vétsi
nez 100, a tedy nas nezajimaji. Pro p = 2 zvysuje n = 4 mocninu dvojky
na 3 (a pfindsi nového délitele 24), n = 6 na 4 (novy délitel 16), n = 8
na 7 (novy délitel 32).

Zkoumanou vlastnost tedy maji ¢isla 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 14 a vSechna
dvojmistna prvocisla. O

Uloha 2.2. Ezxistuje prirozené cislo, které md prdavé 4 jednomistné
délitele, prdvé 50 dvojmistnych délitelu a praveé 600 trojmistnych délitelu?

Resend. Takové &islo neexistuje. Predpokladejme pro spor, ze mame &fslo
n s uvedenou vlastnosti. Kdyby n nebylo délitelné tfemi, pak nebude
délitelné ani zadnym nésobkem trojky, coz vylucuje 300 z celkovych
900 moznych trojmistnych déliteli. Cislo n by pak muselo byt délitelné
v8emi trojmistnymi ¢isly, kterd nejsou délitelna tfemi, specidlné i ¢isly
128 a 5 - 128. Pak ale je n délitelné ¢isly 1, 2, 4, 5, 8, coz je spor. Cislo
n tedy musi byt délitelné tiemi.

Jesté jednodussi je ukazat, ze m musi byt délitelné dvéma: kdyby
nebylo, museli bychom rovnou vyloucit 450 sudych trojmistnych ¢&isel,
kterda by nemohla byt déliteli. Takze n musi byt délitelné dvéma i tfemi,
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a tedy i Sesti, coz spolu s jednickou uz jsou ¢tyfi jednomistni délitelé.
Cislo n pak neni délitelné ani ¢tyimi ani péti. Neni tedy délitelné zadnym
trojmistnym ¢islem, které je délitelné ¢tyrmi nebo péti a takovych ¢isel

Je
900 900 900
2t T 70

(¢isla deélitelnd dvaceti jsme pocitali dvakrat, museli jsme tedy jejich
pocet odecist). Tedy ¢islo n ma nejvyse 900 — 360 = 540 trojmistnych
délitela, coz je spor. O

Uloha 2.3. Najdéte ¢islo, které md prdvé 20 trogmistnich délitelu, jez
jsou rovny soucinu dvou ruznych prvocisel?

Resend. Pro snazsi vyjadfovani nazvéme é&islo, které je rovno soucinu
dvou prvocisel, dobré. Predpokladejme, ze n je délitelné k raznymi
prvocisly. Pak n mé prave %k(kz — 1) dobrych délitelu. Nékteii z téchto
délitela ale nemusi byt trojmistni. Dostavame podminku k > 7. Pro k =
7 mame 21 dobrych délitelt. Zkusme tedy najit 7 prvocisel, aby souc¢in
libovolnych dvou z nich kromé jedné dvojice byl trojmistny. Vétsina
z téchto prvocisel tedy musi byt mezi [v/100] = 10 a [/999] = 31.
Snadno zjistime, ze Sestici 11, 13, 17, 19, 23, 29 muzeme doplnit ¢islem
37 (29 - 37 je jediny ctyFmistny soucin), pfipadné Sestici 13, 17, 19, 23,
29, 31 ¢islem 7 (7-13 je jediny dvojmistny soucin). Zadéni tedy vyhovuji
napft. ¢éisla 11-13-17-19-23-29-37a 7-13-17-19-23-29 - 31. O
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KRUZNICE, TROJUHELNIKY A UHLY

SARKA GERGELITSOVA

Ijlohy z geometrie, jakkoli krasné, byvaji pro mnohé fesitele obtizné.
Prestoze pro jejich uspésné vyfeseni vétSinou staci vhodné pouzit jen
nékolik dobfe znamych poucek, obvykle vyzaduji delsi hledani vhodnych
vztaht a souvislosti v zadané konstrukeci. Pii feSeni tloh doméci ¢asti
Matematické olympiddy nemusime zavodit s ¢asem a muzeme potiebné
vztahy zevrubnéji prozkoumat. Uloha 69-B-1-3 matematické olympiady
zni:

Necht AC je primeér kruZnice opsané tétivovému ctyrihelniku
ABCD. Predpokladejme, Ze na poloptimkdch opacéniych k poloprimkdam
AD a DC existuji po Tadé body A" # A a C' # D takové, Ze plati
|AB| = |A’B| a |BC| = |BC’|. Dokazte turzeni:

a) Body A’, B, C' a D lezi na téze kruznici k.
b) Je-li O stred kruznice k a O4, O¢ jsou po Tadé stredy kruznic opsa-
nyjch trojihelnikum AA'B, CC'B, pak plati OO 1L OO¢.

Pfi feSeni tlohy patrné vyuzijeme vlastnosti tétivového ¢tyiihelniku
(vétu o stiedovém a obvodovém thlu) a budeme hledat pravé uhly.
Pripomerime si tedy potfebné definice a véty.

1 Stiedové a obvodové thly (a thel tsekovy)

Definice 1.1. ljhel, jehoz vrcholem je stied S kruznice k a jehoZ ramena
prochdzent krajnimi body oblouku AB kruznice k, se nazyjvd stredovy
whel prislusny k tomu oblouku AB, ktery v tomto uhlu leZi.

Definice 1.2. Kazdj dhel AV B, jehoZ vrcholem V je bod kruznice k
a jehoZ ramena prochdzeni krajnimi body oblouku AB kruZnice k, se
nazyjvd obvodovy uhel prislusny k tomu oblouku AB, ktery v tomto
dhlu leZi.

Véta 1.3. Vsechny obvodové ihly prislusné k danému oblouku AB

jsou shodné a jejich velikost je rovna poloviné velikosti stredového uhlu
prislusnému k témuz oblouku.

Odtud specidlneé:

Véta 1.4. Viechny obvodové dhly prislusné k pulkruznici AB jsou pravé.
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Véta 1.5. Viechny obvodové ihly prislusné ke shodngm obloukim jsou
shodné.

Véta 1.6. Vsechny tétivy vytaté na kruZnici k shodniymi obvodovimi
uhly jsou shodné.

.....

Definice 1.7. Necht AB je tétiva kruinice k. [jhel, jehoZ jednim
ramenem je poloprimka AB a druhé rameno leZi na teéné kruznice k
v bodé A, se nazyvd usekovy uhel prislusny k tomu oblouku AB,
ktery v tomto uhlu leZi.

Véta 1.8. Usekovy’ thel prislusny k danému oblouku AB je shodni s 0b-
vodovymi thly prislusnymi k témuz oblouku.

Tétivovy ¢tyiruhelnik
Definice 1.9. Konvexni étyruhelnik, jemuz lze opsat kruznici, se nazyvd
tétivovy.

Véta 1.10. Soucet welikosti protilehlijch wvnitrnich dhli konverniho
ctyruhelniku je 180°.

Rovnoramenny lichobéznik

Pfipomenme si jesté jedno znamé tvrzeni (jeho dukaz ponechdvame
Ctendfi).

Tvrzeni 1.11. Lichobéznik je tétivovy praveé tehdy, je-li rovnoramenny.

2 Ijlohy

Vytesme nékolik vice ¢i méné znamych tloh — jak tloh jednoduchych,
jejichz feseni z uvedenych pravidel plynou piimo, tak tdloh obtiznéjsich,
kde budeme hledat dalsi vztahy. Dalsi naméty najdeme ve sbirkach,
velmi podnétnd je napiiklad sbirka [Pra], v minulych roénicich olympidd
[MO], ¢i v casopisech, napi. [MFI124], [MFI25].

Uloha 2.1. V ostrothlém trojuhelniku ABC' oznacime Py patu visky na
stranu b a O po stied opsané kruznice.
Dokaszte, ze uhly ABP,, OBC jsou shodné.
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Obr. 1a: Podobné trojuhelniky

Nékteré tulohy stac¢i trochu dorysovat a feSeni vidime okamzité.
Vytesme tedy trochu jinou tlohu (trojihelnik AC' P, neni pro feseni
puvodni tlohy tieba).

Jina formulace: V ostrothlém trojuhelniku ABC oznacéime Py, P.,
Sa, O po tfadé paty vysSek na strany b, ¢, stfed strany a a stfed opsané
kruznice.

Dokazte, ze trojuhelniky ACP., ABP,, BOS,, COS, jsou podobné.

Obr. 1b: Podobné trojihelniky

Resend. Trojihelniky ACP,, ABP, jsou pravoihlé se spoleénym vniti-
nim uthlem « a shodné trojuhelniky BOS,, COS, jsou pravouhlé
s vnitinim dhlem, ktery je polovinou stfedového uhlu odpovidajiciho
témuz oblouku BC' opsané kruznice jako obvodovy thel a. Obsahuji
tedy také vnitini thel o velikosti . O



B3 68

Uloha 2.2. Osa vnitiniho thlu o pri vrcholu A trojihelniku ABC
protind kruznici o trojihelniku opsanou v bodé A’. Oznacme S stred
kruznice vepsané danému trojuhelniku.

Dokazte, Ze trojihelnik CA'S je rovnoramenny).

Resend. Velikosti vnitinich Ghli v trojihelniku CA’S uréime nejprve
pfimo.

Protoze je bod S stfed kruznice vepsané, jsou primky B.S a CS osy
vnitinich dhlu trojihelniku ABC' (viz obr. 2a). Proto |<SCB| = v/2.
Body B, A, C, A’ lezi na jedné kruznici a body A, C lezi na stejném
oblouku nad tétivou BA’, proto je |[<BCA'| = |[<BAA'| = a/2. Proto
|<SCA'| = (a+7)/2.

Uhel CSA’ je vedlejsi k tihlu C'SA, jehoz velikost je 180° — (a+7)/2,
proto |<CSA'| = (a+ 7)/2. Trojihelnik CA’S je rovnoramenny. O

Obr. 2a: Uhly mezi osami

Tvrzeni dokdzeme jesté jinak: pfipomeneme si, ze bod A’ je stredem
oblouku BC' opsané kruznice (protoze |<CAA'| = |<A’AB|). Podobné
prusecik B’ osy vnitfniho thlu pfi vrcholu B a opsané kruznice
je stfedem oblouku AC (viz obr. 2b). Tudiz jednak |<CA'B/| =
|<B'A’A| = |«B'A’'S|, jednak |<CB'A'| = |<A'B'B| = |<A'B'S)|.
Trojthelniky A’CB’, A’SB’ jsou proto shodné podle véty wu,s,u,
trojihelnik C'A’S je proto rovnoramenny. Navic ¢tyitihelnik SB'C A’
je deltoid, pifimka B’A’ je osou usecky CS. O

Poznamka 2.3. Pripomenime, Ze bod A’, stred oblouku BC, je také
bodem osy strany BC'.
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Obr. 2b: thly mezi osami

Dokézeme jesté jedno tvrzeni: Je-li bod D prusecik strany AC' s osou
usecky CS, lezi body A, B’, D, S na kruznici (obr. 2c).
Reseni: Staci dokazat, ze thly B’DA a B’SA jsou shodné. To snadno
vidime z toho, Ze trojihelnik DEC na obr. 2c je pravouhly, a tudiz
|<B'DA| = |[<EDC| = 90° —~v/2 = (. + ) /2.

Uhel B'SA je vedlejsi k dhlu ASB, jehoz velikost je 180° — (a+p)/2,
proto |<B'SA| = (a+ B)/2. O

Obr. 2c: Body na kruznici
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Uloha 2.4. Vicholem A ostrotihlého trojihelniku ABC vedeme vnitikem
vnéjstho uhlu trojuhelniku ABC' primku p. Sestrojime paty kolmic Q, R
vedengch k primce p po Tadé vrcholy B, C trojihelniku. Oznacme P patu
vysky z vrcholu A na stranu BC.

Dokazte, zZe trojuhelniky ABC, PQR jsou podobné.

Obr. 3a: Podobné trojuhelniky

Resend. Uhly BQA, APB jsou pravé, proto body AP BQ lezi na kruznici
(Thalétové) nad prumérem AB. Pro Q = A je |[<PQR| = 90° —
|<BAP| = (. Jinak lezi-li body B, @ v téze poloroviné s hrani¢ni
piimkou AP, coz nastava v nasem zadani, jsou ihly PQA, PQR totozné
a uhly PBA, PQA shodné. Lezi-li body B, @) v opa¢nych poloroviniach
s hrani¢ni piimkou AP, jsou uhly PQA, PQR vedlejsi a soucet ve-
likost{ tthlid PQA, PBA je 180°. Uhly PQR, PBA jsou proto shodné
pro p £ BC.

Podobné dokazeme shodnost ihla PRA, PCA. O

Ruzné lichobézniky se objevuji i v ulohdch MO. Mezi ndvodnymi
ulohami (k tloze 69-B-I-5) najdeme odkaz na tlohy z 58. ro¢niku MO
kategorie C, v nichz zkoumdme (ruzné) pravoihlé lichobézniky.

e 58-C-I-2: Pravouhlému trojihelniku ABC s pfeponou AB je
opsana kruznice. Paty kolmic z bodu A, B na teénu k této kruznici
v bodé C' oznac¢me D, E. Vyjadiete délku tsecky DE pomoci délek
odvésen trojuhelniku ABC'.

e 58-C-II-4: Pravouhlému trojuhelniku ABC' s pfeponou AB a ob-
sahem S je opsana kruznice. Te¢na k této kruznici v bodé C' protina
tecny vedené body A a B v bodech D a F. Vyjadiete délku tisecky
DFE pomoci délky ¢ pfepony a obsahu S.
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Lichobéznik v tloze 58-C-I-2 je zvlastnim ptipadem lichobézniku
BQRC v predchozi tloze 3. Uplné feSeni uloh je na webu MO, zde
uvadime jen obrazky.

Na obr. 3b (58-C-1-2) jsme vyznacili dhly, na obr. 3¢ (58-C-11-4) shodné
usecky.

Obr. 3b, c: Pravouhlé lichobézniky

Uloha 2.5. V konveznim ctyrihelniku ABCD plati |CD| = |BC| +
|AD|. Dokazte, Ze je-li E bod strany CD, pro ktery plati |CB| = |CE|
a |AD| = |ED| a F prisecik os vnitinich dhlu ¢tyrihelniku pri vrcholech
A, B, lezi body A, B, E, I na téze kruznici.

Reseni. Zadéani dlohy nepfedpoklddd, ze by byl ¢tyfihelnik ABCD li-
chobéznik, jde o obecny ¢tyiuhelnik s danou vlastnosti. Pokud je £ = F,
plati tvrzeni trividlné.

Trojuhelniky AED, EBC jsou rovnoramenné, proto oznacime-li ve-
likosti thlu jako na obrazku 4, tj. ¢ = |<BEC|, ¢ = |<DFEA]|, plati:
©=90°—~/2,e =90°—§/2. |<AEB| = 180° — (p+¢) = v/2+ §/2.
V konvexnim ¢tyithelniku je a + 8 + v 4+ 0 = 360°. Proto |[<AFB| =
180° — (a/2 4+ /2) = ~/2 + 6/2. A protoze body E, F lezl v téze
poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB, lezi na tomtéz oblouku nad tétivou

AB. O

Obr. 4: Specialni ¢tyiuhelnik a prusecik os thlu
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Uloha 2.6. V tétivovém étyiihelniku ABCD plati |CD| = |BC|+|AD].
Dokazte, zZe je-li F' prusecik os vnitinich uhld ctyrihelniku pii vrcholech
A, B, lezi bod F na strané CD.

Resend. Do zadani predchézejici ilohy pfibyla podminka existence opsa-
né kruznice danému Ctyidhelniku, proto bude mit bod F' navic dalsi
vlastnost.

Obr. ba: Nacrtek, kde pro bod F' neplati tvrzeni tlohy

Pfi feseni podobnych loh délaji resitelé ¢asto tu chybu, ze si zadani
nacrtnou tak, ze spliuje dokazovanou vlastnost (spliuje ji, takze je
tezké zakreslit opak), pak ale pfi dukazu vyjdou ze situace zobrazené
v nacrtku, a ¢asto pak vyuziji nejen dané vztahy, ale i néjakou vlastnost
vyplyvajici z dokazovaného tvrzeni. Takové feSeni je pak zcela Spatné.
Proto jsme si v nasem obrdzku (obr. 4, 5a) znézornili situaci, kde bod
F na strané C'D nelezi.

Pro F = F tvrzeni plati. V minulé 1loze jsme dokazali, ze body A,
F, E, B lezi na kruznici. Oznac¢me ji f. Z provedeného dukazu déle vime,
ze |[KAEB| =7v/2+40/2 a ze |[<DEB| = 180° — ¢ = 90° + /2.

Pokud je € > /2, tj. pokud 180° —§ = 8 > a (ABCD je tétivovy),
lezi body na oblouku kruznice f v uvedeném poradi (viz obr. 5a). V tom
pripadé: |[<FEB|=180° — |[<FAB| = 180° — «/2.

Znovu vyuzijeme toho, ze ¢tyiihelnik ABCD je tétivovy (viz obr. ba):
Protoze oo + v = 180°, je ¢ = 90° — v/2 = /2.

Tudiz: |[<FEB| =180° — a/2, |[<DEB| = 180° — ¢ = 180° — /2. Proto
bod F' lezi na usec¢ce C'D.
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Obr. 5b: Druhé poloha zadani

Pokud je 180°—4 = 8 < a, lezi body na oblouku kruznice f v potadi
A, E, F, B (viz obr. 5b). Potom muzeme vést analogickou ivahu pro
velikosti thlu [<CEA| a |[<FEA|. O

Uloha 2.7. KruZnice k, I se protinaji v bodech A, B. Body A, B vedeme
primky a, b, které protnou dané kruznice v dalsich bodech: primka a
protne kruznici k v bodé Ay a kruznici I v bodé A;, primka b protne
kruznici k v bodé By, a kruznici l v bodé B;.

Dokazte, Ze primky ¢ = Ax By, d = A;B; jsou rovnobézné.

Obr. 6a: Uhly ve dvou kruznicich

Reseni tak, jak ho naznacuje sestrojené zadani na obr. 6a, vypads
snadné:

Protoze konvexni ¢tyfuhelnik AAp BB je tétivovy, je soucet velikosti
protilehlych vnitinich uhlu BBy Ay a Ay AB roven 180°.

Protoze je konvexni ¢tyidhelnik AA;B;B tétivovy, je soucet velikosti
protilehlych vnitinich uhlu BAA; a A;B;B roven 180°.
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Uhly ALAB a BAA; jsou vedlejsi, proto jsou uhly BB,A, a BAA;
shodné. Soucet ihlu BB Ay a A;B;B je tudiz 180°, a proto jsou piimky
A By, A;B; rovnobézné.

Takové fesenf vSak nenf iplné, nebot nebere v tivahu vSechny mozné
vzéjemné polohy danych a sestrojenych bodu. Navic, je tfeba doplnit,
ze tloha neni formulovana zcela korektné, protoze v piipadech Ay = B
¢i A; = Bj nedostavame dvojici piimek.

Uplna diskuse vzdjemné polohy danych a sestrojenych bodu na
kruznicich (a tedy ruznych tétivovych ¢tyfthelniki) bude mnohem
¢lenitéjsi nez diskuse u predeslé tlohy (viz obr. 6b—e).

Obr. 6d,e: Ijhly ve dvou kruznicich

Protoze mame dokéazat rovnobéznost primek, zkusme tedy misto
ruznych konvexnich étyiuhelnika zkoumat thly piimek uréenych body
na kruznicich. Pfipomenme si definici odchylky primek.

Definice 2.8. Odchylkou dvou ruznobéiniych primek nazjvdme ve-
likost ostrého nebo pravého uhlu, ktery primky sviraji. Odchylka dvou
rovnobéezZnych primek je nula.

Ozna¢me ¢ odchylku piimek a = A A, p = AB. Body By, A, A,
B lezi na kruznici k, body Bj, A;, A, B lezi na kruznici [. Z vlastnosti
obvodovych thli nad tétivou B Ay plyne, ze odchylka piimek ¢ = Ay By,
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b = B;Bj; a odchylka ptimek a, p jsou shodné, rovné ¢. Z vlastnosti
obvodovych thla nad tétivou BA; plyne, ze odchylka piimek d = A; By,
b a odchylka pfimek a, p jsou shodné, rovné .

Tedy pfimky ¢, d maji s pfimkou b stejnou odchylku. Z toho ale
jesté neplyne, Ze jsou rovnobézné, mohly by také tvofit strany rovno-
ramenného trojihelniku se zdkladnou na piimce b. Vezmeme na pomoc
orientované thly, v nichz zalezi na pofadi ramen. Orientovany tihel dvou
piimek a, b bude hel, o ktery je tfeba otocit ptimku a v kladném sméru,
aby byla rovnobézna s piimkou b. Velikosti (konvexniho) orientovaného
thlu raznobézek a, b muze byt bud odchylka téchto piimek, nebo jeji
doplnék do 180°. Orientovany iihel ruznobézek a, b a orientovany tihel
ruznobézek b, a jsou ihly vedlejsi. Orientovany tihel rovnobézek je nula.

Obr. 6f Orientované tihly

Zopakujeme-li predchozi ivahu o obvodovych thlech nad tétivami
BA, a BA;, zjistime, Ze plati beze zmény i pro velikosti orientovanych
uhla zminénych piimek (viz obr. 6f). Tedy piimky ¢, d sviraji s piimkou
b shodné orientované 1hly, a proto jsou rovnobézné. Viz [Pra). O

Uloha 2.9 (IMF125]). Kruznice a, b se stredy po fadé A, B prochdzeji
navzdjem jedna stiedem druhé a protinaji se v bodech C', D. Bodem E
uvnit? poloptimky opacné k poloptimce AB vedeme primku ED, kterd
protne kruznice a, b po Tadé v dalsich bodech G, H. Prusecik usecky EA
s kruznici a oznacime F'. Dokazte, Ze:

a) Trojihelnik CGH je rovnostranny.

b) Usecky FG, DH jsou shodné.

c) Body E, G, A, C lezi na jedné kruznici.

d) Uhly HEB, HCB jsou shodné.
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Obr. Ta: Uhly ve dvou kruznicich

Reseni a): Kruznice a, b jsou shodné a jejich spoleénd tétiva CD
je strana rovnostranného trojuhelniku CDF, piislusi tedy pro veétsi
oblouky kruznic obvodovym thlim velikosti 60°. Body G, H lezi na
vétsich obloucich shodnych kruznic nad spoleénou tétivou CD. [’Jhly
pii vrcholech G, H maji velikost 60°, tudiz je trojtihelntk CGH rovno-
stranny (obr. 7b). O

Reseni b): Trojthelniky FCD, GCH jsou rovnostranné, proto jsou
uhly FCG, DCH shodné. Tyto uhly jsou shodné obvodové uhly ve
shodnych kruznicich, proto jsou také jim piislusné tétivy FG, DH
shodné (obr. 7b). O

Obr. 7h: Uhly a délky ve dvou kruznicich

Resend c): Uhel EGC je vedlejsi k thlu HGC, proto je jeho velikost
120°, stejné jako velikost thlu FAC. Body G, A lezi v téze poloroviné

s hrani¢ni piimkou EC, lezi tedy na stejném oblouku kruznice s tétivou
EC (obr. Tc). O
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Diisledek: Uhly GEB, GC A jsou shodné.

Resend d): Ukazeme, ze trojihelniky GC A, HC B jsou shodné (obr. 7c).
Jsou rovnoramenné s ramenem délky poloméru kruznice a z ¢ésti a)

vime, ze |GC| = |CH|. O

Obr. 7¢: Uhly a shodné trojuhelniky
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DELITELNOST

JAN KREJCT

Na nasledujicich strankdch budou na feSenych piikladech ukazany
nékteré zakladni techniky pouzivané k feSeni piikladi na délitelnost.
Na zavér prispévku jsou pak uvedeny ilohy pro samostatné procviceni.
Zadaii-li se, pak by mél byt ¢tenaf vyzbrojeny popsanymi technikami
schopen vyfesit i olympiadni dlohu 69-B-1-4, ktera se k tomuto piispévku
vaze.

Necht p, q jsou dand nesoudélnd prirozend ¢isla. Dokazte, Ze pokud md
rovnice

pr’ —(p+qr+p=0

celociselny koren, potom md celociselny koten i rovnice

pr? +qr+p° —q=0.

1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Zactneme tim, zZe si zavedeme (osvézime) pojmy, které ndm s feSenim po-
mohou a bez ditkazu uvedeme zdkladni vlastnosti tykajici se délitelnosti.

Definice 1.1 (Zakladni pojmy). Rekneme, Ze piirozené &islo a déli
prirozené cislo b, nebo také a je délitelem b, pokud existuje prirozené
¢islo ¢ takové, ze b = ac (znacime a | b). Nejuétsi spolecny délitel ¢isel a
a b je nejvétsi takové prirozené ¢islo, které déli obé tato ¢isla. Prirozend
Cisla a, b jsou nesoudélnd, pokud jejich nejvétsi spoleény délitel je 1.
Prirozené ¢islo p je prvocislo, pokud jeho jedini délitelé jsou 1 a p.

Véta 1.2. Pro prirozend cisla a, b, ¢, d a prvocislo p plati:
(1) ala,
(i) Pokud a | b a také b | c, pak a | c,

(11i) Pokud a | b a také a|c, pak a | b+ c,

(iv) Pokud a | b a také c|d, pak ac | bd,

(v) Pokud p | ab, pak bud p | a a nebo p | b.



B4 80

Dukaz piedchoziho tvrzeni neni tézky. Krom posledniho bodu si
vystacime s definici délitele ¢isla a v poslednim ptipadé k tomu vyuzijeme
jesté definici prvocisla.

2 Priklady na délitelnost

Uloha 2.1. Pro prirozend ¢isla a, b, ¢ plati, e a’>c+c—ab = 0. Dokazte,
Ze a | c.

Resend. Abychom né&jakym zpusobem mohli vyuzit vlastnosti zminéné
vyse, pievedeme rovnost do (pro nds) vhodnéjsiho tvaru. Z predpokladu
tilohy plyne, ze a’c + ¢ = ab a tedy také, ze c(a® + 1) = ab.

Tento tvar je pro nas zajimaveéjsi, protoze dava do souvislosti ¢isla a
a c. Navic diky rovnosti plati, ze &islo a musi délit soucin c(a® + 1)@

Vime, ze a | a®. Tedy kazdy délitel &isla a déli i éislo a?, a proto kazdy
délitel ¢fsel a a a? + 1 musi nutné délit éislo 1. OvSem jediné pFirozené
Cislo, které déli jednicku, je jednicka. Tedy nejvétsi spoleény délitel ¢isel
a a a’®+ 1 je ¢fslo 1. Pokud je a = 1, pak automaticky déli ¢ a pokud

neni, pak a | ¢, protoze plati, ze a | c(a® + 1). O

Je dulezité si uvédomit, ze obecné neplati, ze z a | be plyne, ze a | b
nebo a | ¢. Napiiklad 6 | 4 - 3, ale neplati, ze 6 | 4 nebo 6 | 3.

Uloha 2.2 ([MKS], 32-1-4). Aléa napsala v néjakém poradi na papir
¢isla 1 az 10 (kazdé jednou), pricemz zacala sedmickou. Neuslo ji, Ze pro
kazdé k =1,...,9 byl soucet prunich k cisel délitelny tim ndsledujicim.
Dokazte, Ze poslednim cislem na papire byla urcité pétka.

Reseni. Po sedmicce, kterd je dle zaddni prvni, mohou nésledovat jen
jeji délitele 1 nebo 7. Protoze se sedmicka nesmi v posloupnosti opakovat,
musi byt druhym éislem 1.

Daéle ozna¢me posledni ¢islo z a (za pomoci vzorce pro soucet n po
sobé jdoucich ¢isel) vypoctéme soucet vSech ostatnich ¢isel.

10-11

1+2+---4+10—2 = —x =55 — .

Cislo 55 — = musi byt dle predpokladu délitelné éislem x. Vime, ze z
déli z, a proto také x déli 55 = 1-5-11. Jednicka uz byla pouzita a = je
Cislice, tedy nutné x = 5. O

10 Plati to i pro ¢islo b a naopak ¢isla ¢ a a® + 1 musi délit souéin ab, ale pro
potieby této tlohy to neni dulezité.
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Uloha 2.3 (]MKS], 36-8-2(a)). Tonda narazil na n po sobé jdoucich
prirozenych cisel, jejichZ souctem je prvocislo. Urcete vSechny mozZné
hodnoty n.

Reseni. Ukazeme, 7e jediné hodnoty, kterych n miize nabyvat, jsou
jedna a dvé. Vime, ze prvocislo 43 lze trividlné napsat jako soucet
jednoclenné posloupnosti ¢isel obsahujici ¢islo 43, navic jej lze napsat
jako soucet dvouélenné posloupnosti 21 + 22. Tedy pro n rovno jedné ¢i
dvéma tedy takova posloupnost opravdu existuje.

Pro n > 2 uvazme néjakou posloupnost n po sobé jdoucich ¢&isel
a nejmensi z nich ozna¢me k. Potom mizeme soucet téchto ¢isel napsat
ve tvaru:

n-(k+k+n-1)
2

-1
:Z(2k+n1):n-<k+n2 >

Je-li n sudé cislo, pak jsou 5 i 2k +n — 1 vétsi nez jedna. Pro n
liché je n > 1 z pfedpokladu a k + ”T_l je prirozené Cislo vétsi nez jedna.
V obou piipadech jsme schopni soucet uvazovanych n ¢isel napsat jako
soucin dvou prirozenych ¢isel, ktera jsou vétsi nez jedna, takze se nemuze

jednat o prvocislo. O

V pfedchozich dvou piikladech vySe jsme vyuzili elementdrni vlast-
nosti (4ii) z véty a faktu, ze prvocislo ma pouze dva délitele. Druhy
lze vyuzit i obracené — vim-li, ze sou¢in dvou ¢isel ma byt prvocislo, pak
jeden z ¢initeld musi byt nutné jednicka. Kromé znalosti z délitelnosti
jsme také vyuzili vzorec pro soucet n po sobé jdoucich &isel, ktery je
také uzitecny.

Uloha 2.4 ([MKS], 36-2-5). Cislo n md tu vlastnost, ze 2n+1 i 3n+1

jsou druhé mocniny prirozenych ¢isel. Ukazte, Ze bn + 3 neni prvocislo.

Reseni. Oznaéme a, b piirozend ¢&fsla, pro kterd plati a®> = 2n + 1
a b> = 3n + 1. Pak

5n+3=4(2n+1) — (3n+ 1) = 4a®> — b* = (2a — b)(2a + b).

Vyjadiili jsme tedy 5n + 3 jako soucin dvou ptirozenych ¢isel. Abychom
dokazali, ze 5n + 3 neni prvocislo, zbyva ukazat, ze ¢isla 2a —b a 2a + b
nejsou rovna jedné. Cislo 2a + b je uréité ruzné od jedné, protoze a i b
jsou pfirozena.

Ptedpokladejme pro spor, ze 2a — b = 1. Pak

Sn+3=(2a—-0b)(2a+b)=1b+1+4+b) =2b+1,
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tedy 5n 4+ 2 = 2b. Odtud a z definice b dostavame
(5n 4 2)? = 4b* = 12n + 4.

Po tpravé dostaneme n (251 + 8) = 0. Posledni uvedend rovnost je ve
sporu s tim, ze n je celé ¢islo vétsi nez nula. Proto ani 2a — b neni rovno
jedné, tudiz 5n + 3 neni prvocislo. O

Jak je z tohoto ptikladu patrné, velmi dulezitou technikou pro feseni
piikladu je umét si zadané vyrazy zapsat tim ,spravnym® zpusobem
(vzhledem k tomu, co mame zadéno). V piikladu vyse je to 5n + 3 =
42n+1) — B3n+1).

Uloha 2.5 ([MKS], 36-2-6). David md n hrusek a Martin s Tondou
mu je stridavé ujidaji. Martin zacind a ten, kdo je ma tadé, si vy-
bere méjaké prvocislo p a sni p — 1 hruSek. Oba loupeznici se snazi
snist posledni hrusku. DokaZte, Ze pro mekoneéné mnoho n toho maiize
dosdhnout Tonda, af se mu v tom Martin snaZi sebevic zabrdnit.

Reseni. Hra je urcité koneénd (hraci ziejmé hrusky nékdy dojf, vidy
musi snist alesponi jednu). Definujme pozici, ve které se hra nachazi,
jako pocet zbyvajicich hrusek. Muzeme si tedy jednotlivé pozice rozdélit
do dvou skupin. Pozice n je vyhravajici, jestlize hrac, ktery je na tahu
na pozici n, ma vyhravajici strategii (tedy umi ur¢ité vyhrat nezavisle
na tazich protihrdce). Naopak n oznac¢ime jako prohrévajici, pokud
hra¢ nachézejici se na tahu nemé pii spravné hie druhého hréice Sanci
na vitézstvi. Plati, Ze muzeme-li z pozice n piipustnym tahem pfejit
na néjakou prohravajici pozici, pak je pozice vyherni. Naopak, pokud
z néjakého n neexistuje zadny pripustny tah do prohravajici pozice, je
toto n pozice prohravajici. Pozici 0 definujeme jako trividlni prohrévajici
pozici — hrac, pred kterym je nula hrusek, je ten, ktery praveé sledoval,
jak je ten druhy dojedl — tedy prohravajici.

Chceme dokazat, ze existuje nekone¢né mnoho prohravajicich pozic
(to jsou presné ty, ve kterych vyhraje Tonda, protoze Martin zac¢ind).
Neni tézké si vSimnout, Ze pozice 3 je prohravajici, stejné jako napt. 8
a 11. Predpokladejme, ze prohravajicich pozic je jen konetné mnoho.
Potom ziejmé néjaka nejvyssi z nich, oznaéme si ji tfeba x. VSechny
vySSi pozice nez z jsou z tohoto predpokladu vyhravajici.

Nyni zkoumejme pozici (z +2)! + (x +1). Je to zFejmé vétsi hodnota
nez x, méla by tedy byt vyhravajici, tj. mél by z ni existovat tah do jedné
z prohravajicich pozic. Prohrévajici pozice jsou néktera ¢isla z ¢isel 0, 1,
2, ..., z. Rozdil (z +2)! + (z + 1) a nékterého z téchto ¢isel tedy nutné
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musi byt roven p — 1 pro néjaké prvocislo p. Pro néjaké i od 0 do x tedy
mame
(x+2)!+(x+1)—i=p—1.

To se da upravit na
(x+2)!+(x+2)—i=p.

Pro kazdé i z uréeného intervalu se bude rozdil (z + 2) — i nachdzet
v rozmezi od 2 do (z+2) a timto ¢islem bude délitelné i (x +2)!, které je
vétsi nez (z+2). Po vytknuti tedy na levé strané dostaneme souéin dvou
Cisel vétsich nez jedna, coz se nikdy nemuze rovnat prvocislu. Dostali
jsme spor, a prohravajicich pozic tedy nemuze byt koneéné mnoho. Exis-
tuje tedy nekone¢né mnoho pozic, pro které Tonda vyhraje nezdvisle na
Martinovych tazich! O

Posledni piiklad je ilustraci toho, Ze nékdy je délitelnost schovana
i tam, kde by ji ¢lovék necekal.

3 Navodné ulohy

Pro tiplnost uved'me i (oficidln{) ndvodné tlohy, které by mély vést pifmo
k vyfeSeni olympiddni ulohy.

Uloha 3.1. Dokazte, Ze pokud pro prirozend cisla a, b plati, Ze a | b a
b|a, pak a="b.

Uloha 3.2. Necht a je prirozené cislo. 'V zavislosti na éisle a urcete
nejuétsiho spolecného délitele éisel a, a® + 4.

Uloha 3.3. Necht p je prirozené &islo. Najdéte koreny rovnice

px2+(p2—p+1):c+p—1:O.

Pro vyteseni prvniho piikladu je dobré si uvédomit, ze z a | b plyne,
7e |a| < |b|. Ve druhém pifkladu, ze kazdy spoleény délitel éisel a a a®+4
musi délit &fslo 4 (viz vlastnost (i) véty [1.2)). Posledn{ pifklad pak lze
vyfesit faktorizaci levé strany nebo pouzitim vzorce pro vypocet kofentu
kvadratického polynomu.
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4 Priklady na procviceni

Autorskd feSeni piikladu lze najit na strankdch matematického ko-
respondenc¢niho seminéfeE-I v sekci Matematika/Minulé roéniky.

Uloha 4.1 (IMKS], 37-4-2). Mocny rytit Karolin bojuje se zdkerngm
sedmatricetihlavym drakem Smudlou. Jednim svihem miize drakovi usek-
nout 3, 5 nebo 8 hlav. Ucini-li tak, pak v 1. pripadé drakovi naroste
9 hlav, v 2. pfipadé mu narostou 2 a v poslednim mu naroste dokonce
11 hlav. Drak zemre, pokud ztrati vSechny své hlavy. Rozhodnéte, zda
muze Karolin porazit Smudlu.

Uloha 4.2 ([MKS], 36-8-5 (a)). Na skalni #imse lezi tii hromddky o 51,
49 a 5 kamenech. V kazdém kroku mizeme bud sloucit dvé hromddky,
nebo rozdélit hromddku se sudym poctem kameni na dvé stejné velké.
Mizeme takto vytvorit 105 hromddek po jednom kameni?

Uloha 4.3 (IMKS], 37-4-7). Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel
(n, k) spliugict rovnici

nk = (n—-1)!+1.

Literatura

[MKS] Matematicky korespondenéni seminai MFF UK (MKS), tlohy
z ruznych roénika uvadéné ve tvaru rocnik-série-¢islo tilohy
mks.mff.cuni.cz

[MO] Matematickd olympidda, ndvodné ilohy k 69. ro¢niku kat. B
matematickaolympiada.cz/

Y http://mks.mfF.cuni.cz/archive/archive.php



B5 85

PODOBNOST, TECNY A OBSAHY

SARKA GERGELITSOVA

Pro dvé kruznice a jejich spoleéné tecny dokdzeme najit mnohé
vztahy, k jejichz odvozeni sta¢i vlastnosti pravouhlého trojuhelniku
a podobnost (trojihelniki). Uloha 69-B-I-5 matematické olympiddy zni:

Jsou ddany kruznice a(A;ry), b(B;ry), které se vné dotykaji v bodé T.
Jejich spolecnd vnéjsi tecna se dotykd kruznice a v bodé T, a kruznice b
v bodé Ty,. Pomoci rq, 1, vyjddiete pomér poloméri kruznic kq, ky opsa-
nych po radé trojuhelnikum T, AT, T,BT.

1 Tecény kruznic

V navodnych tlohéch k iloham domaéciho kola 69. ro¢niku MO najdeme
pro tuto tlohu nésledujici cviceni (mé ¢islo 3).

Uloha 1.1. Kruznice ky lezi vné kruznice k, a je s ni disjunktni. Necht
jejich vnéjsi spolecné teény ToTy a TaTp (T, Ta € ka, Ty, Tp € ky,
T, #Ts a Ty, # Tp) protinaji jejich spolecnou wvnitrni teénu V,V
(Va € ka, Vi € k) po Tadé v bodech A a B. Dokazte, Ze

T, Ty| = |TuTx| = |AB|.

Obr. 1: Spole¢né te¢ny dvou kruznic
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Resend. Text obsahuje i ndvod k feseni. Piebirdme ho zde, protoze z néj
budeme odvozovat dalsi vztahy: Prvni rovnost plyne ze soumérnosti po-
dle piimky prochéazeji stiedy obou kruznic. Déle ze soumérnosti (podle
piimek O,A, OpA, OB, OyB) plati [T, A| = |V, A|, |ThAl = |V,A|,
|TaB| = |VoB|, |TgB| = |V,B|. Settenim téchto rovnic dostaneme
|ToA| + |ThA| + |TaB| + |TsB| = |V, A| + [VWA| + |VoB| + |V, B|. Na
levé strané rovnice je soucet (stejnych) délek |T,T3| a |T4Tg|, na pravé
dvojnédsobek |AB|, odtud tak plyne druhéd dokazovana rovnost. O

7 uvedenych rovnosti plynou dale uvedena tvrzeni.
Tvrzeni 1.2. |AT,| = |BTg|.

Drikaz. Tvrzeni plyne ze vztahu:

|AVy| + [VoB| = [AB| = |T.Ty| = [TaA| + |[ATy| (tvrzeni |AB| = [T, Ty
jsme dokézali vyse), a |ATy| = |AV;|, |BTg| = |V, B|. Tudiz také |AT,| =
|BVy| = |BTB|. O

A protoze |AT,| = |AV,|, tak také
|AVal = | BV|.

Porovnejte toto tvrzeni s vlastnosti dvojice kruznic — kruznice vepsané
a pripsané trojihelniku:

Body dotyku kruznice vepsané trojuhelniku ABC a kruznice wné
pripsané dané strané jsou stredové soumérné podle stredu této strany.
(Viz obrazek 2, kde jsme prusecik vnéjsich tec¢en kruznic oznagcili C.)

Obr. 2: Body dotyku vepsané a piipsané kruznice
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Tvrzeni 1.3. Pomér obsahi ctyrihelniku T,AV,O,, T BV;,Oy je roven
pomeéru poloméri kruinic rq, rp.

Diikaz. Vime (viz obr. 3):

Obsah trojuhelniku AV,0, je roven poloviné obsahu ¢&tyithelniku
T,AV,O,. Obsah trojuhelniku BV;Oy je polovinou obsahu ¢tyithelniku
TpBV,0y. Pravouhlé trojihelniky AV,0,, BV;,0Op maji shodné zékladny
a jejich vysky jsou rg, rp. O

Obr. 3: Pomér obsahu

Tvrzeni 1.4. Ctverice bodi dotyku T'a T, T, T’ vnéjsich tecen s kruzni-
cemi, a étveFice priseciki vnitrnich teéen s vnéjsimi tecnami A,A',B,B’
leZi na soustrednych kruznicich.

Druikaz. Ze soumérnosti podle stiedné kruznic plyne, ze Ctyidhelniky
TAT, T, T a AA'BB’ jsou rovnoramenné lichobézniky, a tudiz jsou
tétivové. Stiedy jejich opsanych kruznic lezi na osdch jejich stran, a
tudiz na (spolecné) ose pifmek T,74 a AA’, kterou je strednd 0,0y
kruznic (viz obr. 4).

Obr. 4: Soustiedné kruznice



B5 88

Ze shodnosti tsecek Ty A', BT navic plyne, ze tusecky T4Tp, A’ B maji
spole¢nou osu. Proto jsou obé opsané kruznice soustiedné. ]

7 vlastnosti tecen a z podobnosti muzeme odvodit nékterda dalsi
tvrzeni.

Tvrzeni 1.5. Usecka 0,0 je prumérem kruznice opsané ctyriuhelniku
AA'BB'.

Dukaz. Vime, ze pitimka A’O, je osou uhlu T4 A'Vy, pitimka A'Oy je
osou tthlu VgA'Tg, jsou to tedy osy soumérnosti tecéen t1, vy, tedy kolmé

pifmky. Proto lezi bod A’ na Thalétové kruznici nad prumérem O,O,
(viz obr. 5).

Obr. 5: Thalétova kruznice

Podobné dokézeme, ze bod B (viz obr. 6) lezi na Thalétové kruznici
nad prumérem O,O0y. O

Obr. 6: Soustfedné kruznice
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Tvrzeni 1.6. Ctyrihelnik VaV,VgV, je tétivovy a stied jeho opsané
kruznice je stred tsecky OqyOp.

Druikaz. Ze soumérnosti podle stiedné kruznic plyne, ze VAV, VpV; je
rovnoramenny lichobéznik, tudiz je tétivovy. Stied jemu opsané kruznice
lezi na osach stran, tj. na spole¢né ose tsecek V4V, a VgV, coz je stiedna
kruznic (viz obr. 6).

Stted opsané kruznice lezi také na ose usecky VaVp (je to tétiva
opsané kruznice).

Piimka V4Vp je teénou obou kruznic, proto jsou body Viu, Vg
kolmymi pruméty stfedu O,, Op na tuto piimku (viz obr. 7).

Stied usecky O,Oy se kolmo promitéa do stiedu jejtho prumétu V4 Vg,
proto prochazi osa usetky V4 Vp stiedem usecky O,Op. O

Poznamka 1.7. Stejné jsme mohli dokdzat tvrzeni, Ze stred kruznice
opsané lichobézniku TAT, Ty T je stred usecky OquOy.

Vsechny tfi kruznice opsané lichobéznikum TaT, Ty T, VaVeVeVs,
AA’BB’ jsou soustiedné.

Obr. 7: Thalétova kruznice

Tvrzeni 1.8. Kruznice kq, ky jsou podobné v podobnosti s koeficientem
rovngm poméru jejich poloméri.

Tvrzeni 1.9. KruzZnice k, je obrazem kruzZnice ky ve dvou stejno-
lehlostech, jejichz stredy jsou v pruseciku wvnéjsich spoleéngch tecen
kruznic (H(S1;7rq/m)) a v priseciku vnitinich spolec¢nijch tecen kruznic
(H(S2; —1r4 /7)), viz obr. 7. Proto:

e |0,51] : |OpS1| = rq : 1y (vidime to naptiiklad z podobnych
trojuhelniku O,71,S1, OpT351).
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e |0,52] @ |OpS2| = rq : 1y (vidime to napiiklad z podobnych
trojihelnikia O,V4Ss, ObVBSQ).

e Poméry obsahu trojihelniki O,T,S1, OpTyS1) jsou Tg : r?.

2 Rovnobézné tecny a obsahy

Mezi ndvodnymi ilohami k dloham doméciho kola 69. roé¢niku Matema-
tické olympiddy najdeme také odkaz na tlohu krajského kola 58. ro¢niku
MO kategorie C:

Uloha 2.1 (58-C-11-4). Pravoihlému trojiuhelniku ABC' s preponou AB
a obsahem S je opsdana kruznice. Tec¢na k této kruznici v bodé C protind
teény vedené body A a B v bodech D o E. Vyjddrete délku usecky DE
pomoct délky ¢ prepony a obsahu S.

Ulohy MO jsou na webu MO zvefejnény véetné (vétsinou nékolika
ruznych) uplnych feseni, zde struéné piebirdme jen jedno mozné fesent,
a poté vyuzijeme zadéani dlohy ke hledani dalsich vztahu.

\D
o
e C
L
o/ |y,
b d a
B
A c O P B

Obr. 8a: Podobné pravoihlé trojihelniky

Resend. Jak jsme jiz v tomto textu ukézali, trojihelniky ABC, DEO
jsou podobné (viz obr. 8a). Proto |DE| : |[AB| = 0 : ¢ = v, : v..
Maéame-li uvedeného pomér vyjadfit pomoci obsahu S trojiuhelniku ABC,
vyuzijeme vztah v, = 2S/c. Trojihelniky jsou pravouhlé. Protoze DE
je tecna opsané kruznice pravouhlému trojuhelniku ABC, je v, polomér
této kruznice, pro ktery plati v, = ¢/2. Odtud po dosazeni do rovnosti

v 5 3
|IDE| : ¢ =, : v. dostdvdme |[DE|=c- > =c- 2 = O
C

2 _ =
25 48"
C
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V konstrukci podle vySe uvedené tlohy budeme hledat podobné
trojuihelniky a urcovat poméry jejich obsahu. Na obr. 8b jsme stiedy
stran a = BC, b = AC oznacili po fadé O, Op.

D

IS

A 0] B

Obr. 8b: Podobné pravoihlé trojuhelniky

Trojihelniky AOO,, COO,, OCO,, OBO, jsou ziejmé shodné
(ze symetrif). Stejné tak jsou shodné trojuhelniky AO,D, CO,D
a trojihelniky CEO,, BEO,.

2.1 Podobné trojihelniky a jejich obsahy

Najdéme podobné trojuhelniky a uréeme poméry v nich obsazenych
délek a jejich obsahu.

Cviceni 2.2. Zdivodnéte ndsledujici vztahy:

e AABC ~ AAOO, ~ ADAOy ~ ACEO, ~ ADEO ~ ADOA ~
AOEB.

|DOy| : |[AOy| = b : a, |[DOy| : |AOp| = |AOy| : |OOy| (Eukleidova
véta o vysce v trojuhelniku DOA).

Sg . So :SO : Sl :b2 . a2. Proto SOZ \/Sl -SQ.

Sapc : Saoc = Spoc : Spec = b : a®. (Ziejmé Saoc = Spoc.)

|AD|: |CO|=|CO|: |BE|=b:a.

|AD|: |BE| = b2 : a2,

ANADC ~ ABOC, AAOC ~ ABEC.






B6 93

ULOHY O STRELCICH

ANTONIN SLAVIK

Sachové tlohy jsou tradiéni soucésti rekreaéni matematiky. Vétsinou
jde o tlohy inspirované Sachem, k jejichz feseni vSak nejsou zapotiebi
zadné Sachové dovednosti — sta¢i znét zpisob, jakym se pohybuji
jednotlivé sachové figury. K nejzndméjsim problémum patii (kromé
prochézek po sachovnici) tlohy tykajici se rozmisténi maximalniho poctu
neohrozujicich se figur a dale ilohy zaméfené na rozmisténi minimalniho
poctu figur tak, aby ohrozovaly vSechna pole Sachovnice. Uloha 69-B-1-6
matematické olympiddy zni:

Figurka strelce ohroZuje ma Sachovnici libovolné pole diagondly, na
niz strelec stoji. Pokud ovsem ma nékterém poli diagondly stoji veéz,
strelec uz pole za ni neohrozuje. Urcete nejuétsi mozZny pocet strelcu,
které muzeme spolu se ctyrmi véZemi umistit na Sachovnici 8 X 8 tak,
aby se strelci navzdjem neohroZovali.

V tomto textu se zaméfime na pifbuzné ilohy souvisejici s figurou
strelce; jde o klasické tlohy prevzaté z [Chl], [Ch2], [JJ], [Wal. V téchto
zdrojich ¢tenaf najde téz tlohy vénované dalsim figuram. Jak je zminéno
v zadani soutézni tlohy, stielec se v jednom tahu muze posunout o libo-
volny pocet poli, a to v ithlopticném sméru. Barvy figur obvykle nehraji
v matematickych tlohach zadnou roli, proto budeme v obrazcich vSechny
stielce znazornovat ¢ernou barvou bez ohledu na to, zda stoji na ¢erném
nebo bilém poli.

1 Maximalni pocet neohrozujicich se strelct

Uloha 1.1. Dokazte, e maximdlni pocet stielcu, které lze rozmistit na
Sachovnict 8 x 8 tak, aby se navzdjem neohroZovali, je 14.

Resend. Sachovnici 1ze rozdélit na 15 navzajem rovnobéznych thlopFicek
tak, jak ukazuje obr. 1.

Na kazdé z uhlopticek muze stat nejvyse jeden stielec. Jelikoz pole
v levém dolnim a v pravém hornim rohu lezi na jedné thlopiicce, muze
byt stielcem obsazeno nejvyse jedno z nich. Vidime, ze stielci nemuze
byt vice nez 14. Obr. 2 ukazuje jeden mozny zpusob, jak tohoto poctu
dosahnout. O
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Obrézek 1: Sachovnice rozdélens na 15 thlopficek vyznacenych stiidave
Srafované a barevné

Obrézek 2: Rozmisténi 14 neohrozujicich se stielct

Uloha 1.2. Dokazte, Ze pokud je na Sachovnici 8 X 8 rozmisténo 14 ne-
ohrozujicich se strelcu, pak vsichni stoji na okraji Sachovnice.

Resend. Kazdému poli achovnice pfifadime celé ¢islo udavajici pocet
stielen, ktefi toto pole ohrozuji. (Dohodnéme se pritom, ze kazdy stielec
ohrozuje pole, na kterém stoji.) Kazdé z téchto ¢isel je kladné — pokud
by nékteré pole nebylo ohrozeno zadnym stielcem, mohli bychom na
toto pole umistit dalsi figuru, coz by bylo ve sporu s piredchozi 1lohou.
Zaroven je ziejmé, ze zadné pole neni ohrozeno vice nez dvéma stielci.

Poli, na kterych stoji stielec, je 14 a maji ¢islo 1. VSechna rohova pole
maji také ¢islo 1 a aspon dvé z nich nejsou obsazena stielcem. Celkem
tedy mame asponn 16 poli s ¢islem 1 a nejvysSe 48 poli s ¢islem 2. Pro
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soucet S vSech ¢isel na Sachovnici tedy plati
S<1-164+2-48 =112. (1.1)

Vsimnéme si, ze stielec stojici na libovolném krajnim poli sachovnice
ohrozuje pravé 8 poli. Naopak stielec stojici jinde nez na krajnim poli
ohrozuje aspon 10 poli. Oznaéime-li pismenem a pocet stielcii stojicich
mimo okraj Sachovnice, pak z pfedchozich pozorovani plyne

S>a-10+ (14 —a) -8 = 2a + 112. (1.2)

Obeé nerovnosti (|1.1)) a (1.2) mohou platit soucasné jen tehdy, kdyz
a =0, tj. kdyz vSech 14 stfelcu stoji na okraji Sachovnice. O

Uloha 1.3. Dokazte, Ze pocet zpusobu, jak na Sachovnici 8 X 8 rozmistit
14 strelcu tak, aby se navzdjem neohroZovali, je 256.

Resend. 7 predchozi dlohy vime, ze vech 14 stielcti musi stdt na okraji
Sachovnice. Zaméiime se na jeji horni fddek. Na prvnim (resp. po-
slednim) poli tohoto fadku stoji stielec pravé tehdy, kdyz posledni
(resp. prvni) pole dolniho fadku je volné.

Uvazujme déle nékteré ze Sesti poli horniho fadku, které neni na
okraji; necht jde o k-té pole zleva. Toto pole je souédsti dvou thlopiicek,
jejichz zbyvajici koncova pole lezi na levém a pravém okraji Sachovnice,
viz obr. 3. Tato dvé pole lezi na dalsich dhloptickach, které se protinaji
v dolnim Tfadku Sachovnice, a to na k-tém poli zprava, viz opét obr. 3.
Je-li na Sachovnici rozmistén maximalni pocet neohrozujicich se stielcu,
znamena to, Ze ze ¢tyf zminénych poli jsou obsazena bud’ pole u horniho
a dolniho okraje, nebo pole u levého a pravého okraje.

Vidime, Ze informace o pozicich stielcii v hornim fdadku jiz jedno-
znatné urcuje rozmisténi vSech ostatnich stfelci. Pocet moznosti, jak
obsadit ¢ neobsadit pole v hornim fadku, je 28 = 256. 0

2 Pokryvani sachovnice stielci

Budeme fikat, ze danéd skupina stielct pokryvé jistou mnozinu poli na
sachovnici, pokud kazdé uvazované pole bud obsahuje stielce, nebo je
nékterym stielcem ohrozeno.

Uloha 2.1. Dokazte, Ze nejmensi pocet strelcu, kterymi lze pokrijt
Sachouvnici 8 X 8, je 8.
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Obrézek 3: Piitomnost ¢i nepfitomnost stfelce na vyznaceném poli
v hornim fadku jednozna¢né urcuje obsazenost vyznaenych poli
u zbyvajicich t¥i okraja Sachovnice

Resent. Kazdy stielec stojici na bilém (resp. ¢erném) poli ohrozuje
pouze bild (resp. ¢ernd pole). Potiebujeme tedy zjistit, kolika stielci
1ze pokryt pole kazdé ze dvou barev.

Piedstavme si, ze celou Ssachovnici oto¢ime o 45 stupnu. Stielci se
pak z naSeho pohledu pohybuji vodorovné ¢i svisle. Uprostied otocené
Sachovnice se nachéazi obrazec slozeny z ¢ernych poli tvofeny ¢tyimi
tfadky a péti sloupci, viz obr. 4 vlevo. K pokryti tohoto obrazce jisté
potfebujeme aspon 4 stielce stojici na cernych polich.

Podobné k pokryti vSech bilych poli potiebujeme dalsi 4 stielce.
8 stielcu jiz staci k pokryti celé sachovnice, viz obr. 4 vpravo. O

Uloha 2.2. Dokaste, Ze pocet zpiisobii, jak pokryt Sachovnici 8 X 8 po-
moci 8 strelct, je 11 664.

Reseni. Ukdzeme, Ze pocet zpisobi, jak pokryt Gernd pole pomoci
4 strelcu, je 108. Diky symetrii je stejny i pocet zpusobu, jak pokryt
bila pole, a vysledny pocet pokryti celé sachovnice je 1082 = 11 664.
Stejné jako v feSeni predchozi tdlohy vyuzijeme toho, ze po otoceni
Sachovnice o 45 stupnu se stielci pohybuji vodorovné ¢&i svisle.
Uvazujme pouze ¢ernd pole na otoc¢ené Sachovnici. Prostfedni ¢étyfii
radky v tomto obrazci jsou pokryty 4 stielci jen tehdy, kdyz kazdy z nich
obsahuje jednu figuru (v opa¢ném piipadé existuje radek a sloupec neob-
sahujici sttelce, a tedy jejich spole¢né pole neni pokryto zadnou figurou).
Podobné plati, ze prostiedni tii sloupce jsou pokryty 4 stielci jen tehdy,
kdyz kazdy z nich obsahuje aspon jednu figuru. Pokud naopak kazdy
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Obrazek 4: Otocend Sachovnice s vyznacenym obrazcem o rozmérech
4 x 5 (vlevo); pokryti sachovnice 8 stielci (vpravo)

ze zminénych tii sloupcu a ¢tyt fadka obsahuje jednu figuru, pak jsou
pokryta vSechna ¢erna pole.

Nyni je zfejmé, ze pii pokryti ¢ernych poli 4 stielci vzdy nastane
jedna z néasledujicich moznosti:

e Vsechny 4 figury jsou v prostfednich tiech sloupcich (a zaroven
v prostiednich ¢tyfech fadcich). V jistém sloupci tedy stoji 2 figury.
Pocet rozmisténi tohoto druhu je 3 - (;1) -2 = 36.

e V prostiednich tfech sloupcich jsou 3 figury a ¢tvrtd stoji jinde
(pficemz vSechny 4 figury jsou v prostiednich ¢tyfech Fadcich).
Pocet poli mimo prostiedni tii sloupce, na kterd lze umistit jed-
noho strelce, je 12. Pocet rozmisténi vSech ¢tyr figur je tedy

123! =T72.
Ukézali jsme, ze celkovy pocet zpusobu, jak pokryt ¢ernd pole 4 stielci,
je 36 + 72 = 108. O
3 Zaver

Matematické tlohy o Sachovych figurich lze feSit nejen na klasické
Sachovnici o rozmérech 8x 8, ale téZ obecnéji na ¢tvercovych Sachovnicich



B6 98

n x n (¢i dokonce obdélnikovych sachovnicich m x n). Ctenaf se miize
pokusit zobecnit tlohy z tohoto textu a odpovédét na nasledujici otazky:

e Jaky maximalni pocet stielct lze rozmistit na Sachovnici n x n tak,
aby se navzajem neohrozovali? Kolika zptsoby toho lze dosdhnout?

e Jakym nejmensSim poctem stielcu lze pokryt Sachovnici n x n?
Kolika zpusoby to lze udélat?

Piislusnd feseni lze dohledat v [Chl], [Ch2], [JJ], [Wa].

Literatura

[Chl] L. Chybova: Sachové iilohy v kombinatorice. Diplomové préce,
MFF UK, 2017. Dostupné z: http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/
diplomky/lucie_chybova_dp/sachove-ulohy.pdf.

[Ch2] L. Chybova: Sachové ilohy v kombinatorice. Pokroky matematiky,
fyziky a astronomie 63 (2018), 125-147. Dostupné z:
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/147328.

[JJ] A. M. Jaglom, I. M. Jaglom, Challenging Mathematical Problems
with Elementary Solutions, Vol. 1: Combinatorial Analysis and
Probability Theory, Dover Publications, Inc., 1964.

[Wa] J. J. Watkins: Across the Board: The Mathematics of Chessboard
Problems, Princeton University Press, 2004.


http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/lucie_chybova_dp/ sachove-ulohy.pdf
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/lucie_chybova_dp/ sachove-ulohy.pdf
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/147328

Kategorie

C






C1 101

CISLA, CISLICE A CIFERNE SOUCTY

ANTONIN JANCARIK

1 Prirozena cisla a jejich zapis

Prirozend ¢isla vyjadiuji pocty objekti, muzeme si je predstavit jako
pocet ¢arek na listku v restauraci. Aby se ndm s nimi lépe pocitalo, za-
pisujeme je nikoli pomoci ¢arek, ale pouzivame zapis vyuzivajici ¢islice.
Ackoli je prirozenych ¢isel nekonetné mnoho, staéi nam pro jejich popis
koneény pocet ¢islic. V nékterych piipadech vSak musim pouzit vice nez
jednu ¢islici. Zapis ¢isel, ktery bézné pouzivame, je zapisem v desitkové
soustavé (nebo také v soustaveé o zakladu deset). V ném pouzivame deset
¢islic. O tom, jaké ¢islo je zapsané, nerozhoduji jenom pouzité ¢islice, ale
také jejich poradi. Napfiklad pokud ¢islo 536 je zapisem ¢isla v desitkové
soustavé, tak potom &islo 5-10% +3- 10! 4-6 - 10° je rozvojem toho é&isla
v desitkové soustavé.

V matematické olympiadé se nékdy setkdvame s tlohami, ve kterych
se nepracuje pouze se samotnym ¢islem, ale také s ¢islicemi jeho zapisu.
Nejjednodussi operaci, kterou muzeme provést s jednotlivymi ¢islicemi,
ze kterych se ¢islo skldda, je tyto ¢islice secist, ¢imz dostavame takzvany
ciferny soucet. Napiiklad cifernym souctem ¢isla 536 je ¢islo 14 (54+3+6).

Ciferny soucet ma tu vlastnost, ze kdyz v zapisu ¢isla zménite jednu
¢islici, tak se zméni i ciferny soucet ¢isla. S cifernimi soucty jste se jisté
setkali pfi vySetfovani délitelnosti &isly tii a devét. Cislo je délitelné 3
(resp. 9), pravé tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny 3 (resp. 9).

V praxi se nékdy pouzivaji ciferné soucty s vahami. To znamen4,
ze jednotlivé ¢islice zapocitame do ciferného souctu v zavislosti na tom,
na jaké pozici se nachazi. Nejjednodussim piipadem je tzv. alternovany
ciferny soucet, v ném jednotlivé &islice stiidavé pricitame a odecitame
(napf. alternovany soucet 536 = 5 — 3 + 6 = 8). Alternovany ciferny
soucet lze pouzit na ovéreni délitelnosti 11. Cislo je délitelné 11 préve
tehdy, kdyz je 11 délitelny jeho alternovany ciferny soucet.

Alternovany ciferny soucet mé nejen tu vlastnost, ze kdyz v ¢isle
zaménite jednu Cislici, tak se zméni alternovany ciferny soucet ¢isla, ale
alternovany ciferny soucet se zméni i v piipadé, pokud zaménite potradi
dvou vedle stojicich ruznych éislic.

Ciferné soucty s vahami se vyuzivaji jak pro ovéreni délitelnosti ¢isla,
tak jako tzv. kontrolnf soucty. Alternovany soucet je napiiklad vyuzivan
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pro kontrolu rodnych ¢isel, s jinymi aplikacemi se muzete setkat pii
kontrole ¢arovych kédu, letenek, ¢i ISBN a ISSN knih a ¢asopisu.

Nyni se ale podivejme, kolik je ruznych ¢isel se stejnym cifernym
souctem.

Uloha 1.1. Méjme ctyrmistné cislo abed, jehoZ ciferny soucet je 14.
Kolik takovych éisel existuje?

Resend. Je ziejmé, 7e soucet cislic a + b+ ¢ 4 d musi byt roven ctrnécti
a prvni ¢slice @ musi byt nenulova. Uloha je tak ekvivalentni wloze,
kolika zpusoby lze rozdélit 14 sirek na hromdadky oznacené a — d tak,
aby prvni hromadka nebyla priazdna. Protoze chceme, aby pocet sirek
na jedné hromadce predstavoval ¢islici v zapisu ¢isla, musime dodat jesté
doplnujici podminku, Ze pocet sirek na zadné hromadce neni vétsi nez 9.

Ulohu nejprve vyiesime bez této posledni podminky a nésledné
odeCteme pocet rozdéleni, ve kterych je na jedné hromadce vice nez
devét sirek.

Protoze prvni hromédka a nesmi byt prédzdna, musime na tuto
hromadku polozit alesponi jednu sirku. Pokud tak u¢inime, zbyva nam
rozdélit 13 sirek na 4 oznacené hromdadky. Pocet rozdéleni je tak ek-
vivalentni poctu moznosti, kterymi lze rozdélit 13 sirek na hromadky
oznacené a — d.

Nyni si predstavte, ze berete sirky postupné a davate je nejprve na
hroméadku a, potom na hromadku b, ¢ a nasledné vSechny zbylé sirky
déte na posledni hromédku d. Pocet zpusobu, kterymi toto muzete ucinit
je zjevneé stejny, jako zpusob rozdéleni sirek na hromadky.

a b o} d
KT LARR RIXKK] 20109

Obr. 1: Reprezentace ¢isla 3 344

A nyni jiz staéi prejit k zapisu uvedeného postupu. Vsech t¥inact
sirek si sefadime do fady a v misté, kde jsme ptestali davat sirky do jedné
hromadky a zacali davat do nasledujici, vlozime zardzku. Celkem tak
mame v fadé 16 predmeéti — 13 sirek a 3 zarazky. Kazdému rozdéleni sirek
na hromadky odpovida jednoznacné umisténi zardzek do tfady. Pocet
jednotlivych rozdéleni je tak stejny, jak pocet umisténi zardazek do rady,
coz je (136) = 560 moznosti.
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A nyni se vratme k podmince, Ze na zddné hromadce nemuze byt vice
nez devét sirek. Je zjevné, ze vice nez 9 sirek nemuze byt soucasné na
vice nez dvou hromadkach. Situaci si rozdélime na 2 ptipady, na situaci,
kdy je vice nez 9 sirek na hroméadce a a na situaci, kdy je vice nez 9 sirek
na nékteré z hromadek b — d.

Pokud vime, Ze na hroméadce a je vice nez 9 sirek, pocet moznosti
spoCteme tak, ze na hromadku umistime 10 sirek a zbylé 4 sirky
rozmistime na 4 hromddky, coz muzeme uéinit (g) = 35 zpusoby.

Pokud je vice nez 9 sirek na nékteré z hromadek b—d, zvolime si jednu
z téchto hroméddek a umistime na ni 10 sirek. Déle umistime 1 sirku na
hromédku a, protoze ta nesmi byt prazdnd a zbylé 3 sirky rozmistime
(g) = 20 zpusoby na zbylé 4 hromadky.

Celkem jsme tak nalezli 35+ 3-20 = 95 zapoc¢tenych moznosti, které
nespliiuji podminku, Zze na zadné hromadce neni vice nez 9 sirek.

Nyni jiz mizeme odpovédét na otdzku ze zadéni. Celkem existuje
560 — 95 = 465 ctytcifernych ¢isel, jejichz ciferny soucet je rovny 12. [

Uloha 1.2. Méjme ctyrmistné cislo abed, jehoZ ciferny soucet je 14.
Kolik takovyjch cisel existuje, pokud vime, Ze soucet prunich dvou éislic
se rovnd souctu druhych dvou éislic?

Reseni. Pokud je soucet viech &islic 14 a soucet prvnich dvou je stejny
jako dalsich dvou, tak soucet prvnich dvou ¢&islic musi byt 7 a soucet
druhych dvou ¢islic musi byt také 7. Je zjevné, Ze soucet 7 davaji jen
nasledujici dvojice ¢isel: (7,0),(6,1),(5,2) a (4, 3).

U druhé dvojice mohou byt v uvedeném, nebo opaéném poradi.
Existuje tedy 8 moznosti, jak mohou byt obsazeny &islice cd.

U prvni dvojice prvni ¢islice nesmi byt nula. Existuje tedy jen
7 moznosti, jak mohou byt obsazeny &islice ab.

Celkem tak existuje 56 ¢isel, které splinuji uvedenou podminku. [J

Uloha 1.3. Méjme ctyrmistné éislo abed, jehoZ ciferny soucet je 14.
Kolik takovych cisel existuje, pokud vime, Ze soucet prunich 2 cislic je
o jedna vétsi nez soucet druhgch dvou éislic?

Reseni. Pokud je soucet prvnich dvou ¢islic o jedna vétsi nez soucet
druhych dvou é&islic, tak soucet vSech éislic je liché ¢islo a nemuze byt
roven ¢trnécti. Uloha tak nem4d feSeni. O

Uloha 1.4. Méjme ctyrmisiné cislo abed délitelné 12, tvorené ctyrmi
navzdjem ruznymi cislicemi a,b,c,d, o kterém vime, Ze |ab — cd|=1.
Najdéte vsechna takovd cisla.
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Reseni. Uvazujme nejprve piipad, kdy ab — cd = 1.

Pripad b = d + 1 nemuze nastat, protoze pak a = ¢ a ¢islo neni
tvofeno ¢tyfmi navzajem ruznymi ¢islicemi.

Pifjpad b = 0 a d = 9 nemulze nastat, protoze pak ¢islo abed nenf
délitelné 2 a tudiz ani 12.

Zbyvé provérit pifpad, kdy cd — ab = 1. Opét, piipad d = b + 1
nemuze nastat, protoze pak a = b a ¢islo neni tvofeno Ctyfmi ruznymi
Cislicemi. Zbyva ndam piipad, kdy d=0,b=9ac=a+ 1.

Protoze ¢islo musi byt délitelné 4, mohou nastat nésledujici moznosti:
1920, 3940, 5960, 7980.

Pouze ve dvou piipadech je hledané ¢islo délitelné 12, a to u Cisel
1920 a 7980. O

Uloha 1.5. Méjme ctyrmistné cislo abed jehoZ éislice jsou menulové,
o kterém vime, Ze ab— cd = 1 a jeho ciferny soucet i soucin je délitelny
sedmi. Dokazte, Ze potom toto ¢islo je délitelné tremi.

Reseni. Pokud je &fslo tvofeno nenulovymi &slicemi a,b, ¢, d a jejich
souéin je délitelny 7, tak alespon jedna z nich musi byt rovna sedmi.
Dale rozdélime naSe feSeni do ¢tyfech pod skupin, podle toho, ktera
z ¢islic je rovna 7.

a="7

Pokud je a = 7, tak mohou nastat dvé moznosti: c=7a b=d + 1.
Soucasné vime, ze soucet vSech ¢islic musi byt také délitelny 7, tedy i 7
déli 2d + 1, a proto d = 3. Hledanym c¢islem je 7473, které je délitelné 3.

c=6,b=0,d=29. Toto ¢islo vSak nespliiuje podminky zadani,
zaprvé neni tvoireno nenulovymi ¢islicemi a zadruhé jeho ciferny soucet
neni délitelny 7.

b="7

V tomto piipadé d = 6 a a = c. Protoze ciferny souc¢et musi byt
délitelny 7, prichazi v tivahu jediné feseni a = 4 = c¢. Hledané ¢&islo 4746.
A ¢islo 4746 je délitelné 3.

c=7

V tomto pripadé mame opét dvé moznosti, prvni pro a = 7 jiz mame
vyfeSenu. Zbyva tak dofesit pripad 8079. Zde opét muzeme konstatovat,
Ze toto feseni nespliiuje podminky zadéni. Cislo neni tvofeno nenulovymi
Cislicemi a neni délitelné tiemi.
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d=7

V tomto piipadé b = 8 a a = ¢. Z podminky délitelnosti ciferného
souctu cisla 7 dostavame jediné feSeni, a to ¢islo 3837. Toto ¢islo je
délitelné 3. O

2 Zaveér

Podminky zadani spliuji tii ¢isla: 7473, 4746 a 3837. VSechna tato ¢isla
jsou délitelnd tfemi, ¢imz je pozadované tvrzeni dokdzané.
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ROVNOBEZNIKY A KOSOCTVERCE

JAKUB LOWIT

Rovinna geometrie je velmi péknou ¢asti matematiky, kterd se pro
svou hravost a pestrost Casto objevuje mezi ulohami vSech trovni
matematickych olympiad. K feSeni geometrickych tloh samoziejmé
existuje mnoho ruznych piistupu — napiiklad bychom se mohli pokusit
obecné vyjadiit viechny délky usecek ¢i velikosti ihla v daném obrazku.
To je ale témér vzdy dost zdlouhavé, ndroéné, a navic velmi nachylné
k chybam. Proto se typicky vyplati hledat co nejjednodussi a nej-
elegantnéjsi feSeni, ze kterého je navic 1épe vidét, proc tloha plati.

V domécim kole kategorie C letosniho 69. ro¢niku matematické
olympiddy se objevuji hned dvé geometrické tlohy. V tuto chvili se
budeme zabyvat predevsim tou prvni z nich (69-C-I-2):

Je ddn konvexni Sestithelnik ABCDEF, jehoZ vSechny strany jsou
shodné a protéjsi strany rovnobéiné. Bod P je takovy, Ze ctyriuhelnik
CDEP je rovnobéznik. Dokazte, Ze bod P je stredem kruzZnice opsané
trojuhelniku ACE a soucasné i prusecikem vysek trojuhelniku BDF .

Ackoli si pfimo neukézeme feSeni této tlohy, pfedvedeme si nékteré
vlastnosti rovnobézniku a kosoc¢tvercu, které pii feSeni mohou pomoci.
Zaroven si vyzkousime pouziti téchto znalosti pri feSeni jinych tloh
z minulych ro¢niku matematické olympiady.

Prestoze to na prvni pohled vypada, Ze na rovnobéznicich neni nic
zajimavého, nenechme se zmast — pouziti jejich vlastnosti k nalezeni
jednoduchych feseni ruznych tloh muze byt prekvapivé a hezké.

1 Vlastnosti rovnobézniku

Dtive nez se pustime do feSeni uloh si zopakujme néktera zédkladni fakta.

Definice 1.1. Ctyrihelnik ABCD se nazjvd rovnobéznik, pokud jsou
obé dvojice jeho protilehlych stran rovnobéziné. Rovnobéznik, jehoz strany
jsou vsechny stejné dlouhé, se nazyvd kosoctverec.

Rovnobézniky samoziejmé maji mnoho dalsich vlastnosti, které se
budou hodit. Ze stiidavych uhld u uhlopiicek a véty usu o shodnosti
trojuhelniku pouzité na nékterou z nich napiiklad dostdvame |AB| =
|CD| a |BC| = |AD|. Oznacime-li déle prusecik thlopticek AC a BD
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jako M, dostdvdame opét uzitim wusu rovnosti |AM| = |CM| a |BM| =
|DM|. Uhlopficky v rovnobézniku se tedy navzdjem puli.

Pokud se navic jednd o kosoctverec, déli jej kazdd tdhlopticka na
dva rovnoramenné trojuhelniky. Vysky téchto trojihelnika pak splyvaji
s thlopfickami ptivodniho kosoétverce. Jinymi slovy tedy zjistujeme, Ze
thlopricky v kosoctverci jsou navzajem kolmé.

Pokud naopak chceme o néjakém ctyithelniku ABCD ukézat,
ze se jedna rovnobéznik ¢i kosoCtverec, mnohdy stacéi ovérit pouze
nékolik z téchto vlastnosti. V nasledujicich bodech proto shrneme tyto
sikovné ,ekvivalentni definice“. Ze tomu tak skuteéné je si lze rozmyslet
podobnym zpiisobem jako vyse.

Ctyfihelnik ABCD je rovnobéznik pravé tehdy, kdyz:
e AB || DC a zaroven BC || AD
e AB || DC a zéroven |AB| = |DC|
e jeho thlopticky AC' a BD se navzdjem puli
Ctyfihelnik ABCD je kosoétverec pravé tehdy, kdyz:
e AB || DC, BC || AD a |AB| = |AD|

e jeho thlopticky AC' a BD se navzijem puli a jsou na sebe kolmé

2 Neékolik iloh

Nyni si koneéné ukazeme nékolik péknych tloh. Pfitom doporucujeme
Ctenafi, aby se nad nimi pred pfectenim feSeni zkusil na chvili za-
myslet sdm. Prvni iloha pochazi z pfedminulého roéniku matematické
olympiady.
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Uloha 2.1 (67-C-11-3). Je ddn trojihelnik ABC. Necht P, Q jsou po
radé stredy stran AB, AC a necht R, S jsou vnitini body tsecky BC,
pro néz |BR| = |RS| = |SC|. Ozna¢me T prusecik primek PR a QS.
Dokazte, ze ABTC je rovnobéznik.

Reseni. Dokazeme, ze AB || OT a zéroveii |AB| = |CT)|, coz staci.

A

Protoze PQ je stfedni pricka, plati |PQ| = %\BC!. Zéroven ze zadani
méme |RS| = §|BC|. Z podobnosti trojihelniki PTQ a RTS proto
{7 = el = 3, odkud dostavame 2|RP| = |RT|. Ze zadani piitom
vime 2|BR| = |RC|. Vyuzitim vrcholového tihlu u R tak zjistujeme, ze
trojihelniky RBP a RC'T jsou si podobné, a to v poméru % Maéme proto
rovnost thlu |[<BPR| = |<CTR]|, ze sttidavych thlu pak CT || AB.
Z pomeéru podobnosti zdroven plati |CT| = 2|PB| = |AB|, ¢imz jsme
hotovi. O

V predchozi tloze se rovnobéznik objevoval uz v zadani. Pro vyuziti
vlastnosti rovnobézniku ale samoziejmé neni nutné, aby se o nich mluvilo
od zacatku — nékdy se zkratka pii feSeni ilohy objevi samy od sebe. Je
tedy dobré vnimat, zda néjaksa Ctvetrice zadanych bodu ve skutecnosti
rovnobéznik netvoii.

Tento piistup se vSak da dotdhnout jesté o kousek dél: pfi feSeni
tlohy si muzeme zamérné néjaky rovnobéznik piikreslit tak, aby nam
pomohl. Casto se napifklad vyplati dokreslit ¢tvrty vrchol vhodného
rovnobézniku, ktery na obrazku predtim nebyl. Tento trik si ukdzeme
hned na dvou ulohach. Ta nasledujici opét pochdzi z matematické
olympiady, tentokrat z minulého ro¢niku.
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Uloha 2.2 (68-C-1-3). Necht D, E znaci po vadé stredy stran AB, BC
trojuhelniku ABC a F je stied usecky AD. Dokazte, Ze primka CD puli
usecku EF.

Resend. Prisecik pifmek CD a EF oznaéme M. Chceme dokézat, ze
bod M je sttedem EF. Nabizi se hledat néjaky sSikovny rovnobéznik
s uhlopiickou EF, jehoz druhd thlopficka urcuje piimku C'D. Zkusme
proto do obrazku doplnit stied usecky C'D, ktery oznacime S.

Tvrdime, ze ¢tyfihelntk FDES je rovnobéznik. Protoze je SE
stfedni pficka v trojuhelniku DBC, je SE | FD. Podobné je DE
stfedni pricka v trojuhelniku ABC a F'S stiedni pficka v trojuhelniku
ADC, tedy DE || AC || F'S. Tim jsme ovéfili, ze dvojice protéjsich
stran Ctyfihelnika FFDES jsou rovnobézné, takze se skuteéné jedna
o rovnobéznik.

Bod M je nyni prisecikem uhlopticek v FDES, specidlné je proto
stfedem thlopticky EF. Tim jsme hotovi. O

Vsimnéme si, ze v feSeni ulohy nebylo potieba nijak zduivodnovat,
pro¢ jsme dokreslili pravé bod S. Pro spravnost postupu stacilo ovérit,
ze FDES je skute¢né rovnobéznik. Na zavér si ukazme jesté jednu ilohu
vyuzivajici dokresleni vhodného bodu.

Uloha 2.3. V trojuhelniku ABC' oznac¢me M stied strany BC. Uvnitr
teznice AM je dan bod K spliujici |CK| = |AB|. Primka CK ddle
proting stranu AB v bodé L. Dokazte, Ze trojiuhelnik LAK je rovnora-
menny.

Resend. Na prvni pohled viibec nenf jasné, odkud zacit. Jediny ndznak
rovnobézniku lze spattit v bodé M, ktery puli usecku BC. Nepiistupnost
tlohy ptitom z velké ¢ésti tkvi v tom, ze stejné dlouhé tisecky AB a CK
jsou daleko od sebe — kdyby ale naptiklad vychézely ze stejného bodu,
okamzité by nam vygenerovaly néjaky rovnoramenny trojihelnik.
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B M C

Zkusme to tedy napravit dokreslenim bodu A’, ktery je obrazem
bodu A ve stredové soumérnosti podle M. Ctyiihelnik ABA'C je potom
rovnobéznik, nebot bod M puli obé jeho tihlopticky.

A
L
K
h r
B M + C
N \ ’
N \ ':
N \ .
\
\\\ ! l'
N \ ’
N \
\\ \ "
N \ ’
R \ ’
\ .
N
N—
ST
\*l
A/

Potom ale plati |CK| = |CA’|, takze trojihelnik KA'C' je rovno-
ramenny se zdkladnou KA'. Mame tedy |<A'KC| = |<KA'C|. Ze
stiidavych ihlu u rovnobézek C A" a AB navic dostdvame |<CA'A| =
|<BAA’|, z vrcholovych thlu u K dale plati |[<A’KC| = |[<AKL].

Celkem jsme tedy nalezli dva stejné velké 1ihly v trojihelniku K AL,
tento trojuihelnik je proto skuteé¢né rovnoramenny. O

Na zavér by se sluselo poznamenat, ze vySe uvedené ulohy maji
i jind TeSeni — alternativni feSeni prvnich dvou z nich lze najit i na
strankdch ro¢nikt matematické olympiddy [MO]. Hleddni a dokreslovani
rovnobéznikl pfitom urc¢ité u mnoha loh nepomuze viubec. Presto jsme
se ale snad presvédcili, ze je nékdy velmi hodnotné, hezké a nékteré
ulohy vytesi témér okamzité.
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O CELYCH CISLECH, DELITELICH
A NASOBCICH

MARIAN POLJAK

Vétsinou pracujeme s redlnymi ¢isly, kterymi jsou naptiklad 1, —2,15,
7, 6v/3. Celd ¢isla, jak jiz ndzev napovidd, jsou laicky feceno ta éisla,
kterd se daji zapsat arabskymi ¢islicemi bez pouziti desetinné ¢arky ci
tecky — ¢isla, kterd nemaji zadnou zlomkovou ¢ast. Piiklady celych ¢isel
jsou —30, 54, 0, 1111, —2. Pfirozena ¢isla jsou ta z nich, ktera jsou vétsi
nez nula, tedy 1, 2, 3, ...

Podivejme se na tlohu 69-C-1-3 z matematické olympiddy:

Urcete vsechny dvojice prirozenych cisel a a b, pro néz plati:
2[a, b] + 3(a,b) = ab,
kde [a,b] znaci nejmensi spoleény ndsobek a (a,b) nejuétsi spolecny délitel
prirozengjch ¢isel a a b.

V tomto textu se podivame na piibuzné ulohy a také obecné kon-
cepty, které se daji pii feSeni podobnych tloh s vyhodou vyuzit.

1 Vice o celych cislech

Piirozend ¢isla (znac¢ena N) jsou podmnozinou celych ¢isel (znacena Z).
Obé tyto skupiny jsou podmnozinou redlnych ¢isel, ta znacime R.
Duvod, pro¢ dava smysl zabyvat se témito specialnimi podmnozinami
realnych ¢isel je, ze maji na rozdil od obecnych realnych ¢isel specialni
vlastnosti. Nejdulezitéjsim konceptem je bezesporu délitelnost.

Definice 1.1. Méjme celd c¢isla a # 0 a b. Pokud existuje celé ¢islo n
takové, zZe an = b, pak a déli b (znac¢ime a | b).

Napiiklad tedy 7 | 21 nebo 12 | 108, ale 18 t 25. Na tuto notaci je
dobré si zvyknout.

Definice 1.2. Prirozené éislo a je prvocislo, ma-li prdvé dva rizné
délitele — sebe samého a jednicku.

Nejmensich pét prvoéisel jsou 2,3,5,7 a 11.
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Definice 1.3. Mé&jme prirozend c¢isla a, b. Nejuétsim spoleé¢nym délitelem
a, b nazveme takové nejuyssi prirozené cislo, které deli a i b. Nejmensim
spoleéngm ndsobkem ¢isel a, b nazveme takové nejmensi prirozené ¢islo,
které je déleno a i b. Nejvétsi spolecny délitel a,b znacime (a,b), nej-
mensi spolecny ndsobek [a, b].

Definice 1.4. Prirozend cisla a,b nazveme nesoudélnd, pokud je jejich
nejvétsi spolecny délitel roven jednéE

2 Rovnice s celymi cisly
Uloha 2.1. Reste rovnici ab — 9 = 4a + 5b pro celd ¢isla a,b.

Uloha miize pripadat neintuitivni nékomu, kdo dosud nepracoval
s rovnicemi v oboru celych cisel. Je to jedind rovnice, pritom obsahuje
dvé neznamé — a takové prece mivaji nekoneéné mnoho feSeni. Na
rozehtati ilohu vyfresime nejdfive v realnych ¢islech pomoci vyjadieni
jedné z proménnych:

50+ 9
a=—2. 1
- (1)
Pro redlnd c¢isla a,b muzeme z tohoto tvaru vidét, ze kromé b = 4,
kdy rovnice nema feSeni, mame pro kazdou hodnotu b odpovidajici hod-

notu a. Muzeme tedy Fict, ze vyhovujici dvojice jsou tvaru (E}f_—*f, b) pro
vSechna b € R\ {4}. Nyni jiz v celych ¢islech.
Resend. Puvodni rovnici upravime na souéinovy tvar:

ab—4a—-5b=9

ab—4a —5b+ 20 =29
alb—4)—50b—4) =29
(a—5)(b—4)=29
Nyni vyuzijeme toho, ze a, b jsou celd éisla. Cislo 29 je prvocislo, 1ze tedy
vyjadfit jako souc¢in dvou celych éiniteli pouze ¢tyimi zpusoby: 29 - 1,

1-29, (—1)-(—=29), (—29)-(—1). To odpovida jednotlivym fesenim: (34,5),
(65 33)7 (47 _25)’ (_247 3) O

12° A¢ jsou posledni definice uvedeny pro pFirozens &isla, nenf samozfejmé problém
takto uvazovat o vSech celych (tedy i zdpornych) ¢islech — vlastnosti jsou stejné.
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Jiné reseni. Ptedchozi trikovou tipravu je dobré znat. Jiny zpusob, jak
vyuzit toho, ze ¢isla a,b jsou celd, je pouzit naSe vyjadieni neznamé
a v rovnici (1). Jelikoz je a celé &islo, musi byt vyraz na pravé strané
rovnice také celé ¢islo - musi tedy platit b—4 | 56+ 9. To je ekvivalentn{
sb—4|5b4+9—5(b—4) = 29. Cislo (b—4) tedy musf délit 29, ¢fmz opét
dojdeme ke stejnym C¢tyfem moznostem. Uvahu s délitelnost{ mizeme
provést i pfimo algebraicky zkracenim zlomku na pravé strané:

=5+ —.
a +b—4

3 Spolecni délitelé a nasobky

Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény nasobek jsou pojmy, které
muZeme pii feSeni pifkladi s celymi &fsly ¢asto vyuzit. Pojd'me si ukdzat
dulezity vztah.

Véta 3.1. Dokazte, Ze pro kazdd dvé prirozend ¢isla a,b plati:
a-b=(a,b)-[a,b].

Dukaz. Nejveétsi spolecny délitel (a, b) (znacme jej d) je nejvétsi soudélnd
cast Cisel a a b. Proto mizeme tyto proménné vyjadfiit jako a = dx
a b=dy, kde =,y jsou nesoudélnd piirozena c¢isla. Nesoudélnost x,y
vyplyva z toho, ze kdyby x, y mély spole¢ného délitele vétsiho nez 1, byl
by to spor s volbou d jako nejvétsiho spole¢ného délitele a, b — mohli by-
chom totiz vzit vétsi d, ve kterém bude tato dalsi spolecnd ¢ast zahrnuta.

Co je nyni nejmensi spoleé¢ny nasobek? Z definice je to nejmensi
prirozené ¢islo, které je délitelné a = dx i b = dy. MuZeme si vSimnout,
ze dzry je délitelné obéma témito ¢isly. Dokonce je i nejmensim ¢islem
s touto vlastnosti — kdyby existovalo mensi ¢islo, muselo by byt délitelem
dxy, tedy tvaru % pro néjaké k > 1. Pokusime-li se vSak toto ¢islo
vydélit (beze zbytku) ¢isly a, b, dostaneme vysledky y/k a x/k — z ne-
soudélnosti x, y se tedy nemuze stat, ze by oba tyto vyrazy byly zdroven
celd cisla. Tedy dxy je skuteé¢né nejmensim pfirozenym cislem, které
je deélitelné a i b, proto je jejich nejmensim spoletnym nasobkem [a, b].
Dosazenim do rovnice nyni dostaneme

de-dy=d-dzxy.

Coz ziejmé plati — tim je véta dokazéana. O
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Poznamka 3.2. Jsou-li prirozend ¢isla a,b nesoudélnd, pak je jejich
nejmensi spoleény ndsobek roven ab.

Uloha 3.3. Najdéte vSechna prirozend a,b, pro kterd plati:
[a,b] — (a,b) =a+Db.

Reseni. Oznacme (a,b) = d. Potom vime, Ze a = dx a b = dy pro néjakd
nesoudélné x,y. Také diky vété vyse vime, zZe [a,b] = dzy. Po dosazeni
a upraveé:

dry —d=dzx + dy
zy—l=z+y
(2= 1)y —1) =2
Jeding Feseni jsou o¢ividné z = 2, y = 3 a = = 3, y = 2. ReSenim

puvodni rovnice jsou tedy a = 2d, b = 3d a a = 3d, b = 2d pro libovolné
prirozené d. O

4 Pro zvédavé — zobecnéni na 3 ¢isla

Plati [a, b, c] - (a,b,c) = abc? Snadnym dosazenim napf. trojice (2,2, 3)
se muzeme presvedcit, ze nikoliv. Mezi nejvétsim délitelem a nejmensim

VVVVVV

Véta 4.1. Dokazte, Ze pro prirozend cisla a,b, c plati:

abe - (a, b, ¢)
(a,b)(b,c)(c,a)

Diikaz. Ozna¢me (a,b,c) = d. Timto ¢islem musi byt ziejmé délitelné
kazdé z ¢isel (a, b), (b, ¢), (¢, a). Muzeme tedy psat (a,b) = dx, (b, c) = dy,
(c,a) = dz.

Nyni dokazeme sporem, Ze piirozend Cisla x,y, z musi byt po dvou
nesoudélnd — predpokladejme, Ze napf. x i y jsou délitelnd néjakym
prvocislem p. Potom vsak pd | (a,b) a zaroven pd | (b, ¢). Odtud vyplyva,
ze pd musi délit a,b i c a tedy d < pd | (a,b,c), coz je spor s nasi volbou
nejvétsiho spolecného délitele trojice a, b, c.

O cisle a z dosavadnich vztahu vime, ze je délitelné ¢isly dx a dz,
kde z, z jsou nesoudélna. Z toho muzeme vyvodit, ze a je délitelné dzz,

[a,b,c] =
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neboli a = k - drz pro néjaké prirozené k. Analogicky b = [ - dyx a
c=m - dzy pro néjakd ptirozend [, m. Nyni mame:

dx = (a,b) = (kdxz,ldyx) = dx - (kz,ly)
dy = (b,c) = (ldyz,mdzy) = dy - (lx,mz) (4.1)
dz = (¢,a) = (mdzy, kdxz) = dz - (my, kz)

Aneb vsechny vyrazy (kz,ly), (lx,mz), (my, kz) musi byt nutné rovny
jedné. Odtud vyplyva, ze ¢isla k,l,m jsou po dvou nesoudélna, dale
dostavame (k,y) = (I,2) = (m,x) = 1.

Tyto tii nesoudélnosti, spolu se vzajemnou nesoudélnosti trojic
k,l,m a x,y,z, nyni vSechny vyuzijeme pii urCeni hodnoty [a,b,c|.
Nasledujici fetézec rovnosti je dobré si opatrné rozmyslet a ujistit se,
ze opravdu pouzijeme kazdou nesoudélnostE

la,b, c] = [kdzz, ldyx, mdzy] = d - [kxz,lyx, mzy] =
dx - [kz,ly,mzy] = dxy - [kz,l,mz| = dzyz - [k,l,m] = d - zyz - klm
Nyni jiz vée muzeme dosadit:

kdxy - ldyz - mdzx - d
dx - dy-dz

d-xyz - klm =

Rovnice plati, a tim je véta dokdzana. O

5 Zaveér

Cela ¢isla jsou velky svét a tento text obsahuje pouze ty nejelementarnéjsi
zéklady. Zajemcuim doporucuji pocitat tlohy z MO ¢&i precist Metody
resent soustav algebraickych rovnic, kde je vénovana celd kapitola feSeni
diofantickych rovnic.

13 Nesoudélnost{ je devét: (z,y) = (y,2) = (z,z) = (k,1) = (I,m) = (m,k) =
(k,y) = (I,2) = (m,z) = 1. VSechny vyplyvaji z (4.1).
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OBSAHY V PLANIMETRII

ALENA SKALOVA

V prispévku shrnujeme zakladni obraty pii feSeni tloh tykajicich
se obsahu trojuhelnika a uvadime vybér tloh — jednak feSenych, jednak
vhodnych k samostatnému procviceni ¢i doplnéni. Myslenky z piispévku
mohou byt ndpomocné pii feseni dlohy 69-C-1-4 matematické olympiady,
jez zni:

Uvnitt strany BC trojihelniku ABC je ddn bod K. Oznacé¢me M stred
strany BC' a predpokldadejme, Ze rovnobézka s primkou AK vedend bodem
M protne stranu AC wve vnitinim bodé L. Dokazte, Ze primka KL déli
trojuhelnik ABC na dvé édsti stejného obsahu.

1 Zaklady

Znaceni S( ) budeme v tomto piispévku pouzivat pro obsah — napf.
obsah trojihelniku ABC' znaéime S(ABC'), pro ¢tyiihelnik KLM N
zna¢ime jeho obsah S(KLMN), apod.
Zacneme od piky — obsah trojihelniku ABC' se d4 spocitat pomoci
délky strany a ji prislusejici vysky jako
av, buy  cue
S(ABC) = 5 =5 =5
Nésledujici pozorovani je vcelku piimocaré, ale pfitom velmi uzitecné.
Vlastné ndm nefikd nic jiného nez posledni vzorecek (obsah trojihelniku
zavisi na délce strany a vysce), zaroven je v tlohdch velmi uziteéné si
uvédomit, ze obsah trojihelniku se neméni, pokud jeden jeho bod ,,po-
sunujeme rovnobézné s protilehlou stranou®.

Lémma 1.1. Ke strané BC trojihelniku ABC vedme rovnobézku
p prochdzejici bodem A. Pak pro kaZdy bod A’ lezici na p plati, Ze
S(A'BC) = S(ABC).
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Dukaz byl jiz v podstaté fecen. Ozna¢me v vzdalenost rovnobéznych
piimek p a BC. Obsah AABC spocteme jako S(ABC) = @. Pro
trojuhelnik A’BC plati, ze vyska z bodu A’ na stranu BC' je téZ rovna
v, a tedy rovnéz S(A'BC) = @. O

Pii feSeni ptrikladi na obsahy byva uzite¢né nejen nachazet rovno-
bézné primky a utvary se shodnym obsahem, ale ¢asto se hodi rozdélit
si obsah zkoumaného ttvaru na vice mensich — a nebo naopak ptidat si
jiny utvar. Jako v nasledujici dloze.

Uloha 1.2. V lichob&niku KLMN, kde KL | MN, ozna¢me P
prusecik uhlopricek. Dokazte, Ze plati S(KPN) = S(PLM).

N M

Resend. Protoze pifmky prochézejici stranami KL a MN jsou rovno-
bézné, maji trojuhelniky KLM a KLN stejny obsah (diky Lémmatu
[L.1). Usetka K P déli trojihelnfk K LN na dva: AKLP a AK PN, tedy
pro jejich obsahy plati S(KLN) = S(KPL)+ S(KPN). Podobné lze
rozepsat obsah AK LM na S(KLM) = S(KLP)+ S(PLM). Nyni staci
déat vSechny vztahy dohromady a ziskavame pozadované:

S(KPN) = S(KLN) — S(KLP) = S(KLM) — S(KLP) = S(PLM).
0

Treti zakladni tlohou je vyuzit pro porovnani obsahti dvou utvaru
znalost o poméru délek jejich stran, vysek ¢ jinych rozméru:

Uloha 1.3. Oznacme M, stied strany BC' trojihelniku ABC. Ukaste,
Ze trojuhelniky ABM, a AM,C maji stejng obsah.

A
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Ndvod. Vyuzijte |BM,| = |M,C|.

Rozmyslete si. Obdobné se dd ukdzat, ze zndme-li v trojihelniku
ABC pomér, kterym bod P déli stranu BC na dvé ¢asti (tedy P je
vnitini bod tsecky BC'), prendsi se tento pomeér i na obsah trojihelniku

ABP a APC. Neboli
S(ABP) B | BP|

S(APC) ~ |PC|

2 Stredni pricky a dalsi tlohy
V AABC oznaéme stiedy stran postupné M,, My, M,. Usecky My M,,
MyM., M.M, se nazyvaji stredni pricky trojuhelniku ABC.

Lémma 2.1. Plati, Ze stiedni pricky NABC jsou rovnobézné s odpovi-
dagici si stranou.

Ndvod. Vyuzijte podobnost trojihelniku.

Uloha 2.2. Dokaste, Ze stiedni pricky NABC jej déli na étyri troj-
thelniky, které maji vsechny shodny obsah — rovny éturtiné S(ABC).

Ulohu lze vyfeSit mnoha piistupy, ukazme si jeden vyuzivajici
tlohu Muzeme namitat, ze feSeni ptes podobnost by bylo rychlejsi,
ale nam jde o procviceni prace s poméry obsahu.

Reseni. Bod M, je stiedem BC, proto |BM,| = |M,C|, a tedy
S(ABM,) = S(AM,C). Jelikoz S(ABC) = S(ABM,) + S(AM,C),
dostdvéme S(ABM,) = S(AM,C) = £S(ABC).

Podobné postupujme pro AAM,C. Bod M, puli stranu AC, tudiz
|AMy| = |MyC|, proto S(AMy M) = S(MyM,C). Stejné jako prve
plati, Ze se jedné o polovinu obsahu ,,puvodniho trojihelniku* — v tomto
piipadé AAM,C, tim padem S(AM,M,) = 3S(AM,C) = 1S(ABC).
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Stejné bychom dokézali, ze S(BM,B.) = 1S(ABC) = S(AM.MDb).
Zbyvajici trojuhelnik M, M, M. dopliuje obsah AABC do celku, procez
S(MoMyM,) = S(ABC) — 3- 1S(ABC) = 1S(ABC). O

Uloha 2.3. V AABC oznaéme T prisecik téimic AM, a BM,.
Spocitejte obsah ABM,T v zavislosti na S(ABC).

Resend. Jelikoz M, je stfedem tsecky BC, maji trojihelniky ABM,
a AM,C stejny obsah, rovny poloviné S(ABC).

tudiz S(ABT) = 2S(BM,T). Zéroven S(ABM,) = S(ABT) +
S(BM,T), z tehoz vyplyva

S(BM,T) = %S(ABMG) _ % - %S(ABC) _ %S(ABC),

neboli obsah ABM,T je roven jedné Sestiné obsahu AABC. O

Uloha 2.4 ([RS], pi. 7). Méjme rovnobéznik KLMN na jeho# strandch
KL a KN lezi body Q a R. Primka QR protne primky ML a MN
v bodech S, T. Dokazte, ze S(TKS) = S(MRQ).

Resend. Na prvni pohled neni ziejmé, pro¢ by trojihelniky TK S, MRQ
meély mit stejny obsah — rozdélime si proto kazdy na dvé ¢asti, jejichz
obsahy uz budeme umét porovnat. Trik spo¢iva v dokresleni tisecky KM .
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Ozna¢me W prusecik KM s QR a podivejme se na trojihelniky KSW,

\/

Protoze KR||SM (KLMN je rovnobéznik), dostavame stejnou ar-
gumentaci jako v uloze [1.2] ze S(KSW) = S(MRW). Obdobneé diky
rovnobéznosti KQ || TM odvodime S(TKW) = S(QMW).

Odtud jiz plyne, co jsme méli dok4zat, nebot

S(TKS) = S(TKW)+S(KSW) = S(QMW)+S(MRW) = S(MRQ).

O

3 Na procviceni

Uloha 3.1 ([RS], pi. 4). Bud ABCD konvexni ctyrihelnik a body K a
L, resp. M a N, lezi na strané AB, resp. CD, tak, ze plati AK = KL =
LB, resp. CM = MN = ND. Ukazte, Ze 3- S(KLMN) = S(ABCD).

Uloha 3.2. Je din AABC a wvazujme takové body P, Ze trojuhelniky
ABP, ACP maji stejnyj obsah. Dokazte, Ze mnoZina vsech takovych bodi
P je primka, na niZ lezi téZnice na stranu a.

Uloha 3.3 ([RS], lemma 2). Mé&me trojihelniky ABC a ABD takové,
Ze AB neni rovnobéind s CD. Bud P prisecik AB a CD. Dokazte, Ze
plati

S(ABC) |CP|

S(ABD) |DP|

Uloha 3.4. Bud KLMN lichobéznik s KL | MN. Stredy stran LM,
NK oznaéme po tadé P, Q. Dokazte, Ze potom plati |PQ| = (|KL| +
IMNJ)/2.
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Uloha 3.5 ([MKS], 35-4-5). Je ddn konvezni ctyrihelnik ABCD.
Oznaéme M a N stredy stran AB a CD. Prusec¢ik AN s DM oznacéme
P, prisecik NB s MC oznac¢me Q. Dokazte, Ze plati

S(ADP) + S(BCQ) = S(MQNP).

Uloha 3.6 ([MKS], 27-3-7). Bud H wnitini bod trojihelniku ABC.
Ukazte, Ze plati

4-S(ABC) < |AH|-|BH| + |BH| - |CH| + |CH| - |AH|.

Literatura

[MKS] Matematicky korespondenéni seminai MFF UK (MKS), tlohy
z ruznych roéniku uvadéné ve tvaru rocnik-série-¢islo tilohy
mks.mff.cuni.cz

[RS] Matematicky korespondenéni seminai MFF UK (MKS), prednaska
Radovana Svarce Obsahy
http://mks.mff.cuni.cz/common/show.php?title=0bsahy&
file=library/ObsahyRS/0ObsahyRS
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LATINSKE A MAGICKE CTVERCE

ANTONIN JANCARIK

1 Uvod

Latinské ¢tverce jsou ¢tvercové tabulky o n fadcich a n sloupcich vy-
plnéné n symboly takové, ze v zddném tadku ani sloupci se zadny
symbol neopakuje. Oproti tomu magické ¢tverce jsou ¢tvercové tabul-
ky o n fadcich a n sloupcich vyplnéné n? éisly takové, ze soucet &isel
v kazdém tadku i sloupci je stejny. U magickych ¢tvercu je nékdy
pridavan i pozadavek, aby stejny soucet mély i obé hlavni diagonadly.

Prvni zminky o magickych ¢tvercich jsou zaznamenany jiz v roce
650 pied nasim letopoc¢tem, oproti tomu latinské ¢tverce jsou o mnoho
mladsi. Prvni zminky pochézi z pocatku 18. stoleti naseho letopoctu.
Zatimco magické ¢tverce jsou nyni povazovany za soucast rekreacni
matematiky, latinské ¢tverce, respektive algebraické struktury s nimi
spojené — kvazigrupy a lupy, jsou vyuzivany v ruznych oblastech
matematiky a informatiky.

To, ze magické Ctverce radime do rekrea¢ni matematiky, nijak
neznamend, ze nemohou existovat i velmi tézké tlohy s nimi spojené.
Napriklad tloha nalézt magicky ¢tverec fadu 3, tvofeny deviti po sobé
jdoucimi prvocisly, jisté nepatii k nejjednodussim. A jen na okraj,
latinské Ctverce byly poprvé pouzity a zkoumany pravé pro potieby
tvorby ¢tvercti magickych.

Pokud vas otazka magického Ctverce tvoreného prvocisly zaujala,
uvadime jeden priklad. Muzete se ale pokusit najit dalsi.

1480028159 | 1480028153 | 1480028201
1480028213 | 1480028171 | 1480028129
1480028141 | 1480028189 | 1480028183

2 Sudoku

Asi nejcastéjsim piipadem latinského Ctverce, se kterym se muzete
v soucasnosti setkat, je vyplnénda tabulka Sudoku. V kazdém iadku
i sloupci se vyskytuji vSechna ¢isla od jedné do deviti, pficemz se zddné
¢islo neopakuje. Tabulka Sudoku navic spliuje podminku, ze se Cisla
neopakuji ani v deviti podétvercich 3 x 3.
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9/4|713|6|8]2|5|1
3|11{8]19(2(5]6|7|4
5|6[2]|7[1[4]3|/9]|8
715(4|8[3[6]9|1|2
119|3|4|5|2]|8|6|7
2/8|611[7[9]15[4|3
6|12(1]5|8[7]4|3]|9
413[(5]2|9(1]7|8|6
8|7(9]|6|4|3]1]|2|5

Obr. 1: Priklad tabulky Sudoku

Na tabulku Sudoku se mtzeme také divat jako na tabulku popisujici
specidlni operaci *, definovanou na ¢islech 1-9. Vysledek operace k * [
nalezneme v k-tém fadku a [-tém sloupci tabulky Sudoku.

Ve gkole se probiraji rizné vlastnosti binarnich operaci. Mezi nej-
znaméjsi patii nasledujici:

e komutativita

e asociativita

e existence neutralniho prvku
e existence inverznich prvku

Ukézeme si, Ze operace definovana tabulkou Sudoku (rozuméj kazdé ope-
race definovand néjakou tabulkou Sudoku), nema zadnou z uvedenych
CtyT vlastnosti.

Véta 2.1. Operace x definovand tabulkou Sudoku neni komutationi, aso-
ctativnt, nemd neutrdlni prvek, ani inverzni proky.

Diikaz. Komutativita

Pokud by operace * méla byt komutativni, tak by také muselo platit
1%x2=2x1, tedy v prvnim fadku druhém sloupci by muselo byt stejné
¢islo, jako v druhém fadku v prvnim sloupci. To by ale znamenalo, ze
by se v jednom subétverci 3 x 3 nachézelo jedno ¢islo dvakrat. Coz je
v rozporu s pravidly Sudoku.
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Existence neutralniho prvku

Predpoklddejme, ze v tabulce Sudoku existuje neutralni prvek n, pro
ktery plati n x k = k = k *n pro kazdé k (tento prvek nemusi byt 1,
ale mize jim byt libovolné jiné ¢islo). Cislo n, patif do jedné z trojic
¢isel (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9) a necht ¢islo m ruzné od n pati{ do stejné
trojice ¢isel. Potom nutné plati nxm = m = m*n a ¢islo m se vyskytuje
dvakrat v jednom z subétvercu 3 x 3, coz je v rozporu s pravidly Sudoku.

Existence inverznich prvkua

Existence inverznich prvki je vazana na existenci neutralniho prvku.
Pokud néjaka operace neméa neutralni prvek, nemuze mit ani prvky in-
verzni.

Asociativita

Asociativita je u operaci, se kterymi se bézné setkdvame, nato-
lik castd, ze si jeji vyznam ani neuvédomujeme. Napiiklad skladani
nékterych zobrazeni nemusi byt komutativni, ale sklddani zobrazeni je
vzdy asociativni. Tabulky Sudoku v8ak vzdy pfedstavuji operaci neaso-
ciativni, to znamend, ze v kazdé z nich vzdy nalezneme trojici prvki
k,l,m, pro kterou plati k x (I x m) # (k x 1) * m.

Pokud zkoumate konkrétni tabulku Sudoku, tak obvykle neni obtizné
takovou trojici nalézt. V podstaté staci néjakou trojici zvolit a vypoctem
prekontrolovat. Timto postupem velmi brzo najdete neasociativni tro-
jici. Nasim ukolem je ale ukéazat, ze zddna tabulka Sudoku neni asocia-
tivni. Prochazet vSechny tabulky Sudoku by bylo velmi ¢asové narocné,
protoze jich existuje 6670903 752021072936 960. Takze i kdybychom
jich provérili 1000 za sekundu, byla by to prace na vice nez 200 mi-
liard let. (Jen na okraj, jen zhruba jeden z milionu latinskych étverct je
tabulkou spliujici pravidla Sudoku).

Predpokladejme, ze tabulka Sudoku je asociativni. Ukazeme, ze po-
tom musi obsahovat i neutrdlni prvek. Jiz diive jsme ale ukazali, ze
tabulka Sudoku neutralni prvek obsahovat nemuze, a proto nemuze byt
ani asociativni. Dukaz provedeme v nékolika krocich:

1. V kazdém fadku i sloupci se vyskytuji vSechna c¢isla od jedné
do deviti. Proto se ¢islo 1 musi vyskytovat i v prvnim fadku. Piedpo-
klddejme, ze je tomu tak ve sloupci a. Plati tedy 1 * a = 1. Pokusime
se ukdazat, ze a je neutralnim prvkem. Tedy, ze bxa = b = a x b pro
libovolné b.

2. Zvolme tedy b libovolné. Protoze se v kazdém sloupci vyskytuji
vS8echna ¢isla, musi se b vyskytovat i v prvnim sloupci tabulky, dejme
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tomu v fadku c. Plat{ tedy b = c¢* 1. A nyni vime, Ze bxa = (cx1) xa =
cx(1xa) = ex1 = b. Ve vypoctu jsme pouzili rovnost z predchoziho bodu
a asociativitu operace. Ukazali jsem, Ze za predpokladu, Ze operace * je
asociativni, pro kazdy prvek b plati rovnost b * a = b. Prvek a je tedy
zprava neutralni.

3. Pokud nyni zopakuje ptfedchozi tuvahy, ale prohodime fadky za
sloupce, tak nalezneme prvek d, ktery je zleva neutralni. Tedy pro kazdy
prvek c plati, ze d * ¢ = ¢. Nyni staci ukazat, ze prvky a a d se rovnaji.

4. Dokéazat a = d je jiz velmi snadné. Je zjevné, ze d * a = d protoze
a je zprava neutralnim prvkem. Ale soucasné d * a = a, protoze d je
zleva neutralnim prvkem. Musi tedy platit a = d, tabulka Sudoku ma
neutralni prvek, coz je ale spor s pravidly Sudoku. Musime tak zamitnout
predpoklad, ze by tabulka Sudoku byla asociativni. O

3 Jak z jednoho latinského ¢tverce ziskat dalsi

Pokud jiz vytvoiime latinsky nebo magicky ¢tverec (bez podminky
na diagondly), tak z néj muzeme ruznymi zpusoby snadno odvodit
dalsi latinské ctverce. Napiiklad pokud zménime poradi fadku, ¢i
sloupcu, ziskdvame dalsi latinské ¢tverce. U latinskych ¢tverci muzeme
také prejmenovat jednotlivé prvky, které se ve ¢tverci nachazi a opét
dostaneme latinsky ¢tverec. Tuto operaci ovSsem nemuzeme provést
u ¢tverce magického, protoze by doslo k naruseni soucti. U magickych
Ctvercu muzeme zaménit radky a sloupce a opét dostdavame latinsky
Ctverec.

Latinské ¢tverce, u kterych jeden vznikl z druhého zménou potadi
sloupcu, fadku a prejmenovanim prvkia nazyvame navzdjem izotopni.

Uloha 3.1. Zjistéte, kolik je latinskiych ctvercd 3 x 3.

Resend. U latinského ¢tverce 3 x 3 muzZeme bez omezeni vyplnit prvni
radek tak, aby se v ném neopakoval zadny prvek. To muzeme udélat
3! = 6 moznostmi. Kdyz zatneme vypliovat druhy fadek, tak existuji
jen dvé moznosti, jak doplnit prvek do prvniho sloupce (protoze se musi
lisit od prvku v prvnim sloupci). Pro kazdou z téchto moznosti je pak
jiz doplnéni dalsich prvku jednoznaéné. Existuje tak pouze 12 latinskych
¢tverci 3 x 3. O

Uloha 3.2. Zjistéte, kolik latinskych ctverci 3 x 3 maizete ziskat ze
zadaného latinského ctverce permutact rddku a sloupcu.
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Resend. Ze zadaného latinského Gtverce velikosti 3 x 3 muzete ziskat
vSechny latinské ¢tverce. Permutaci sloupcu ziskdte identicky prvni
iadek a nédsledné bud prohodite, nebo neprohodite druhy a tfeti
Fadek. O

7 teSeni predchozi tlohy vyplyvd, ze vSechny latinské ¢tverce 3 x 3
jsou izotopni.

Uloha 3.3. Dokdzete nalézt 2 latinské étverce 4 x 4, které nejsou izo-
topni? To znamend nemuzete prevést jeden na druhy pomoci permutace
radku, sloupcu a prejmenovdanim prokd.

Resend. Takové dva latinské ctverce skutecné existujf, jejich nalezeni
v8ak prenechdvame laskavému ¢tendri. Kazdy dalsi latinsky ¢tverec 4 x 4
je pak izotopni jednomu z téchto dvou ¢tvercu. O

Uloha 3.4. Pokud mdte zadany magicky ctverec 3 x 3, kolik ruznyjch
latinskych ctvercu z méj muZete ziskat pomoci permutace Tddku, sloupci
¢i prohozenim Tddki a sloupci?

Resend. Permutaci fadki lze ziskat 6 novych latinskych ¢tvercil, permu-
taci sloupctu ke kazdému z nich dalsich 6 a prohozenim radku a sloupcu
se pocet ¢tvercu zdvojnasobuje. Pokud vychozi magicky ¢tverec obsaho-
val devét ruznych ¢islic, tak je zjevné, Ze se kazdych z takto ziskanych
magickych ¢tvercu lisi od ostatnich. Celkem tak lze pomoci zakladnich
operaci z kazdého magického ¢tverce ziskat 72 ¢tvercil. O

Uloha 3.5. Predstavte si, Ze mdte magicky Ctverec 3 X 3 tvoteny pouze
jednickami a nulami. Kolik v ném muze byt jednicek?

Resend. Protoze soucet viech fadka musi byt stejny, musi byt v kazdém
radku pouzit stejny pocet jednicek jako v fadcich ostatnich. Ctverec tak
musi obsahovat 0, 3, 6 nebo 9 jednicek. O
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MAXIMA A NEROVNOSTI

ZDENEK HALAS

Dokazovani nerovnosti a hleddni maxim zadanych vyrazi patii
k zdsadnim matematickym dovednostem. Hleddni odhadi, omezeni
vyrazu shora ¢i zdola, se vyborné hodi naptiklad pii budovani mate-
matické analyzy (derivace, integraly, diferencidlni rovnice a dalsi partie
vyssi matematiky). Ta také poskytuje velmi mocné nastroje pro hledani
maxim a minim funkci. Ukazuje se vsak, ze v ruznych piipadech neni
vysSi matematiky k Uspésnému vyfeSeni takovych tloh vibec potieba.
Leckdy jsou totiz vyrazy, s nimiz pracujeme, ve specidlnim tvaru, ktery
umoziuje najit maximum daného vyrazu elementarnimi prostiedky.
Takovou ulohou je i 69-C-1-6 matematické olympiady, jejiz zadani zni:

Pro kladnd redind ¢éisla a, b, ¢ plati a® + b> + ¢ + ab + bc + ca < 1.
Najdéte nejvétsi moznou hodnotu souctu a + b+ c.

V tomto textu se budeme vénovat ukazkdm pouziti jednoduché
myslenky, diky které pohodlné dokazeme zadané nerovnosti, pfipadné
nalezneme maxima zadanych vyrazti. Budeme pfitom pracovat vyhradné
v oboru realnych ¢&isel, v oboru celych ¢i prirozenych ¢&isel se totiz
vyuzivaji jejich specifické vlastnosti (existence rozkladu na soucin
prvocisel a podobné).

Zakladni myslenkou je, ze druhd mocnina redlného ¢isla je vzdy
nezaporna.

‘VCLGR: a220‘

Misto prostého a muzeme psat i jakykoli jiny vyraz, napiiklad:

Ya,beR: (a—b)%*>0.

Vhodnou upravou ¢ volbou vyrazu umocnéného na druhou pak muzeme
dostdvat ruzné nerovnosti.

1 Prtaméry

Jednoduchou, pfimou a uzitetnou aplikaci vyse uvedené myslenky
dostaneme dukaz vztahu mezi pruméry.
Pro kazda dvé kladna redlnd ¢isla a,b > 0 muzeme definovat ruzné
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pruméry. Nejznaméjsi je aritmeticky:

A:a—l—b.
2

Bézné pouzivany je také prumeér geometricky (lze jej zndzornit geo-
metricky pomoci Eukleidovy véty o vysce):

G =+Vab.
Obcas se také pouzivaji jiné prumeéry, napiiklad pfi hleddni prumérné
rychlostilﬂ se prirozené objevi tzv. harmonicky priameér:

2 2ab
H=— ="
E‘i‘g a+b

Ve statistice ¢i fyzice je ob¢as potteba i kvadraticky primeér:

o /a2—|—b2‘
2

Uloha 1.1. Dokazte, Ze pro kazda dvé kladnd redlnd ¢isla a,b > 0 platé

H<G<K<ALK.

Resend. Cest k tomuto ditkazu je vice. Mizeme napiiklad vyjit z nerov-
nosti 0 < (a — b)?. Odtud ihned plyne:

2ab < a®> +b°.

e Piictenim 2ab k obéma stranam doplnime pravou stranu na ¢tverec
4ab < (a + b)? a po odmocnéni ihned dostavame G < A.

e Pri¢teme-li k obéma strandm naopak a? + b?, doplnime na étverec
levou stranu: (a + b)? < 2 - (a? + b?). Nyni jiz staci vydélit étyimi
(%‘%)2 < % a po odmocnéni ihned dostdvame A < K.

Pokud bychom vysli z nerovnosti 0 < (v/a — v/b)?, dostali bychom

2Wab < a+b,

4 Napf. z bodu A do bodu B jedeme priimérnou rychlost{ 60 km/h, zpét pak
prumérnou rychlosti 40 km/h; jakou jsme jeli prumérnou rychlost{ poéitdno za obé
cesty dohromady? Neni to 50 km/h, jak by se snad mohlo na prvni pohled zdat, ale
sjen“ H(60,40) = 48 km/h.
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tedy opét G < A.
Zbyva jesté dokazat H < (G. Sta¢i upravit posledni nerovnost

2vab 2ab
2v/ab < a+b <1 = = <V
a+b a+b
Vsimnéme si, ze pro a = b jsou si vSechny priméry rovny. O

Mezi aritmetickym a kvadratickym primérem dvou ruznych kladnych
¢isel vzdy lezi napiiklad néasledujici vyraz, jak upozornuje napt. uloha
58-C-1-6.

Uloha 1.2. Dokazte, Ze pro kazdd dvé ruznd kladnd redlnd ¢isla a,b > 0,

a # b, plat?
a+b<2(a2+ab+b2)< [a? + b2
2 3(a+b) 2

Reseni. Obé ¢asti lze dokdzat pomoci tprav, které jsou za danych
predpokladu ekvivalentni.

a+b 2(a®+ab+b?)
2 3(a+0b)
Po odecteni ¢lent zbude 0 < a? — 2ab + b2, coz ziejmé plati.

1. 3(a®42ab+b?) < 4(a*+ab+b?)

2. Po umocnéni nerovnosti

2(a® + ab + b?) - [a? + b2
3(a+0) 2

na druhou dostaneme
4(a® 4+ ab + %)% -2 < 9(a + b)*(a® + V7).
Ptimocaré upravy pak vedou k dikazu nerovnosti.

8- [(a+0b)? —ab]? < 9(a+b)? - [(a+0b)? — 2ab]

8- [(a+b)* — 2ab(a + b)? + a?b%] < 9 [(a + b)* — 2ab(a + b)?]
8a2b? < (a + b)4 — 2ab(a + b)2
0 < [(a+b)* = 2ab(a + b)2 + a?b?] — 9a%b
0 < [(a+b)% — ab)? — (3ab)?
0 < [(a+b)% = 4ab] - [(a + b)? + 2ab]
0 < (a—0b)2[(a+0b)?+ 2ab]

2
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2 Nerovnosti

Uloha 2.1. Dokazte, Ze pro kazdada dvé kladnd redlnd ¢isla a,b > 0 plati
b

+-2>2.
a

SallES]

Reseni. Vynasobenim nerovnosti vyrazem ab ihned dostaneme
a’® +b* > 2ab.

Provedeni posledni tdpravy vedouci k dukazu je snadné, piesto ji
provedeme: (a —b)? > 0, nebot z ni ndzorné plyne, kdy nastéva rovnost:
je to praveé tehdy, kdyz a = b. O

Jednoduchou modifikaci (z = ¢) dostaneme pro = > 0 nerovnost

X

r+—=>2,
kterou lze dokazat i pfimo vyndsobenim x; rovnost nastava pouze pro
r=1.

Uloha 2.2. Dokaste, e pro kazdd dvé kladnd redind ¢isla a,b > 0 plati
1 1
by-|—+-)>4.
(a+0) <a + b> >

Resend. Jedna se vlastné o nerovnost H < A. Vyndsobenim zadané
nerovnosti vyrazem ab vznikne (a + b)? > 4ab, kters prevedenim élenu
z pravé strany na levou ptejde v nerovnost (a — b)% > 0. O

Uloha 2.3. Dokazte, Ze pro kazdd tri kladnd redind éisla a,b,c > 0 platd
1 1 1
(a+b+c)- <++> >9.
a b ¢

Resend. Nyni nebudeme postupovat analogicky dikazu pfedchoziho
piikladu, ale vyrazy v zdvorkach na levé strané prosté vynasobime:

1

1
b N
(a+b+c) (a+ ;

1 a b a ¢ c b
+o)=14141+ 4= + —F— + -,
c b a c  a b ¢

Soucet zlomku a jeho prevracené hodnoty je vétsi nebo roven 2 dle ilohy
a tak je levd strana véts{ nebo rovna 3 +2+2 42 =09. O
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Provokace 1: Plati (a+b+c+d)- (2 +3+1+1) > 16 pro kazdd
a,b,c,d > 07

n

n
1
Provokace 2: Plati g ;- E — >n? pro kazdd z1,...,2, > 0 a pro
=1 =1

kazdé n € N?

Postupné se dostavame k vice nez dvéma proménnym. Klasickou
aplikaci nerovnosti
a® + b? > 2ab,
jez plati pro kazda redlnd a, b, je jeji vyuziti pii dokazovéani ruznych
nerovnosti i se tfemi proménnymi, viz napt. [Ve|, str. 26. Secteme-li
nerovnosti

a’?+b> > 2ab,
b+ > 2be,
A+a®> 2ca
dostaneme (po vydéleni dvéma) zndmou nerovnost
a?+ b0+ >ab+be+ca.

V&imnéme si, Ze rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a = b = ¢, nebof
jednotlivé diléi nerovnosti Ize piepsat do tvaru (a—b)? > 0, (b—c)? > 0,
(c —a)? > 0. Soucet levych stran bude nulovy (tj. roven pravé strané)
pravé tehdy, kdyz bude nulovy kazdy z nezapornych séitanct.

58-C-S-1.

Uloha 2.4. Dokazte, Ze pro kaZdd tri nezdpornd redlnd éisla a,b,c > 0
platt
(a+bc) - (b+ac) > ab(c+1)%.

Resend. Prostym roznasobenim vznikne
ab+ a’c + b%c + abc® > abc® + 2abe + ab,
a’c + b%c > 2abe,
c-(a—b)?2>0.

K dokonéeni dukazu si sta¢i uvédomit, ze ¢ je nezdporné a provedené
Upravy jsou ekvivalentni. O
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3 Maxima

Hledani maxima zadaného vyrazu (tj. nejvétsi mozné hodnoty, kterou
muze tento vyraz na dané mnoziné nabyvat) za danych podminek souvisi
s dokazovanim nerovnosti, nebot hleddme nejmensi ¢islo takové, aby
zadany vyraz nabyval hodnot mensich nez toto ¢islo. Ilustrujme to na
jednoduché uloze 58-C-I1I-1.

Uloha 3.1. Na mnoiné redlnijch ¢isel je zaddna funkce

S5axt — 422+ 5
f@)=—Zm7—

Najdéte mazximum této funkce na R.
Resend. Jednoduchou tipravou (délenfm) dostaneme

Saxt —4x? +5 _ 42

o) == =5 a1

Jelikoz je — T > 0 pro v8echna x € R, plati f(z) < 5 na celém R.
x

Abychom dokézali, ze maximum funkce f na R je skutetné 5, je tfeba

ukazat, ze této hodnoty pro néjaké x € R skuteéné nabyva. To je vsak
2

snadné, pro z = 0 je x";ﬂl = 0, a tak je hodnota 5 funkci f skutecné

nabyvana (f(0) = 5). Muzeme tedy psat:

e =%

O]

Hledani maxim funkci vice proménnych na zadané mnoziné muze
byt podobné jednoduché.

Uloha 3.2. Dokaste, ze mazimum funkce f(x,y,z) = xy + yz + zx je
na mnoziné M = {z,y,z € R; z +y + z = 3} je rovno trem.

Resend. Méame dokézat, ze pro viechna realnd x,y, 2, jejichz soucet je 3,
plati
zy+yz+zx <3.

Vyjdeme ze zadané podminky z+y+2z = 3. Jejim umocnénim na druhou
dostavame
24P+ 2242y +yz+2x) =9,
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V piedchozi kapitole jsme odvodili, ze zy +yz + zx < 22 + 1%+ 22, a tak
3-(wy+yztzr) <a?+yP 4+ 224 2@yt yz+22)=9.

Proto
zy +yz+zx < 3.

Abychom ovérili, ze hodnota 3 je skutetné maximem, musime najit
takova x,y,z spliujici podminku =z +y + 2z = 3, ze f(z,y,2) =
xy +yz + zx = 3. Thned je vSak vidét, ze pro x = y = z = 1 je skutecné
xy + yz + zx = 3, a tak je hodnota 3 skutetné maximem funkce f za
zadané podminky. O

Pokud bychom k zadani predchozi tilohy piidali podminku 2 + g2 +
2?2 =5, tak by funkce f(x,vy,2) = xy +yz + zx nabyvala na mnoziné M
maxima 2 (funkce f by byla na mnoziné {z,y,z € R;z+y+ z =3,
22 4+ y% + 22 =5} dokonce konstantni). Dikaz neni tézky, a tak jej
prenechdvame k samostatnému provedeni.

Existuje celd Tfada dalSich nerovnosti, které hraji v matematice
zésadni roli. V tomto kratkém textu jsme se soustiedili na ty, které
lze snadno dokazat elementarnimi prostiedky, zejména prevedenim na
nerovnost (a — b)?> > 0 platnou pro kazdé a,b € R. Néasledné jsme
naznadili, ze podobnym zpusobem je mozno hledat maxima nékterych
funkei, jejichz predpis muze na prvni pohled vypadat komplikované,
avSak pomoci jednoduchych uprav je mozno jej ,zpiehlednit”, a tak
snadno najit jejich maximum.
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